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THEORIE  MOLECULAIRE 

D'UNE  SUBSTANCE  COMPOSÉE  DK  DEUX  MATIERES 
DIFFERENTES, 

PAR 

H.  J.  D.  TAIT  pEB  WAALS. 


Dans  la  séance  du  23  février  1889  j'ai  communiqué,  à 
l'Académie  des  Sciences  d'Amsterdam,  une  théorie  moléculaire 
d'un  mélange  de  deux  corps  et  fait  connaître  quelques  ré- 
sultats auxquels  elle  m'avait  conduit.  Comme  elle  em- 
brasse un  champ  très  étendu  et  que  mes  recherches  sur 
plusieurs  points  spéciaux  ne  sont  pas  encore  terminées,  il 
pourra  s'écouler  quelque  temps  avant  que  je  sois  en  mesure 
de  traiter  ce  sujet  d'une  manière  complète.  C'est  pour  sa- 
tisfaire à  la  demande  de  la  Rédaction  des  ^Archives  néerlan- 
daises" que  je  vais  tracer  ici  les  principes  delà  théorie  et  en 
développer  quelques  conséquences. 

Pour  déterminer  complètement  l'état  d'une  substance  unique 
la  théorie  moléculaire  exige  que  l'on  connaisse  ; 

1°.  la  pression  qu'une  quantité  donnée  de  la  substance,  à 
volume  et  température  donnés,  exerce  contre  les  parois  du 
vase  qui  la  renferme,  lorsque  la  substance  se  trouve  en  phase 


2°.    les    phases    qui  peuvent  coexister,  ainsi  que  les  condi- 
tions qui  déterminent  l'état  stabile  ou  labile  des  phases  ho- 
Archives  Néerlandaises,  T.  XXIV.  1 
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2  M.    J.   D.   VAN  DER   WaALS.   THÉORIS 

mogènes,  conditions  qui  se  rattachent  â  celles  de  la  coexis- 
tence des  phases  différentes. 

La  première  de  ces  données  s'obtieot  au  moyen  de  conà- 
dérations  basées  sur  les  propriétés  des  molécules,  savoir  leur 
mouvement,  leurs  dimensions  et  leur  attraction.  Les  données 
nommées  en  second  lieu  se  déduisent  au  contraire  de  considé- 
rations appartenant  à  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur.  H 
est  vrai  qu'on  a  réussi  à  déduire  de  la  théorie  kinétique  la 
condition  qui  doit  être  remplie  dans  la  coexistence  des  états 
liquides  et  gazeux  d'un  même  corps,  mais  cette  déduction  ne 
présente  pas  le  même  caractère  d'évidence  et  de  généralité 
qui  est  propre  à  la  démonstration  thermodynamique. 

La  théorie  moléculaire  d'un  mélange  de  deux  substances 
exigera  également  la  connaissance  de  la  pression  dans  chaque 
phase  homogène,  à  une  température  quelconque  et  pour  toute 
proportion  donnée  des  deux  substances.  Mais  ici,  plus  encore 
que  pour  un  corps  simple,  il  sera  nécessaire  de  pouvoir  dis- 
tinguer entre  les  phases  stabiles  et  labiles  et  de  déterminer 
quelles  sont  celles  qui  peuvent  exister  en  même  temps  dans 
un  même  espace. 

La  première  de  ces  relations  se  déduira  de  nouveau  des 
propriétés  moléculaires  de  mouvement,  de  dimensions  et 
d'attraction.  Dans  cette  dernière  cependant,  on  aura  cette  fois 
à  considérer  non  seulement  l'attraction  réciproque  des  molé- 
cules de  la  même  substance,  mais  aussi  celle  de  molécules 
de  substances  différentes.  La  seconde  relation  devra  être  em- 
pruntée de  nouveau  aux  lois  de  la  théorie  mécanique  de  la 
chaleur. 

§  1.  Relations  entre  p,  V,  T  et  x. 

En  admettant  pour  une  substance  unique  la  formule 

RT         a  ,,.    ,. 

P=v~h-v'- (1)') 

1  )  Dans  une  thèse  défendue,  en  1873,  devant  la  faculté  des  Sciences  de 
l'UnivAt'sit6  du  Leide,  M.  vnn  dei'  Waals  a  montré  que  l'expression  analy- 
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MOLÉCULAIHE   d'uNE   SUBSTANCE   ETC.  3 

oa  peut  conclure  â  une  loi  pareille  pour  un  mélange  binaire 
de  composition  invariable.  Seulement,  les  constantes  a  et  b, 
dont  la  première  dépend  de  l'attraction,  la  seconde  des  di- 
mensions des  molécules,  devront  être  remplacées  par  d'autres, 
ai  et  bx,  variables  selon  les  propriétés  des  substances  et  se- 
lon la  proportion  dans  laquelle  ces  substances  se  trouvent 
mélangées. 

tique  de  la  courbe  isotherme  d^an  gaz, 
doit  <Hre  remplacée  par  la  saivante: 


(f+i)(»-»)  =RT, 


lorsque   l'on    veut   tenir  compte   de  l'attraction  réciproque  des  molécules 
ainsi  que  des  dimensions  des  molécules. 

Il  a  fait  voir  d'abord,  que  les  considérations,  par  lesquelles  Laplace  a 
réduit  reflet  de  l'attraction  moléculaire  à  une  pression  normale  exercée 
sur  la  surface  d'un  liquide,  s'appliquent  également  aux  corps  gazeuji  et 
que,  par  conséquent,  à  la  pression  extérieure  il  faut  ajouter  celle  due  aux 
attractions  réciproques  des  molécules.  Cette  dernière,  étant  proportionnelle  au 
carré  de  la  densité,  peut  s'exprimer  par  — . 

Quant  à  la  dimension  des  molécules,  elle  a  pour  effet  de  diminuer  le 
chemin  moyen  parcouru  par  les  molécules  dans  l'intervalle  de  deux  chocs 
consécutifs  et  d'accroître  par  conséquent ,  le  nombre  des  chocs  survenant 
dans  un  temps  donné.  Cet  effet  équivaut  à  une  diminution  de  volume,  dont 
M.  van  der  Waals  tient  compte  en  ajoutant  à  u  le  terme  —  b.  La  valeur 
de  b  est  évaluée  par  l'auteur  au  quadruple  du  volume  propre  des  molécules, 
tant  que  l'espace  occupé  par  le  gaz  n'approche  pas  de  la  somme  des  vo- 
lumes des  molécules.  A  partir  de  certaine  limite,  b  doit  diminuer  avec 
l'espace  intermoléculaire.  M.  van  der  Waals  considère  la  quantité  6  comme 
invariable  avec  la  température. 

L'auteur  a  montré  que  la  formule,  qu'il  pi'opose,  rend  compte  des  lois 
de  dilatation  et  de  compressihilité  des  gaz,  observées  par  Regnault,  et 
qu'elle  est  encore  vérifiée  par  les  eipériences  plus  récentes  d'Andrews  et 
de  MM.  Cailletet  et  Amagat.  Mais  c'est  surtout  dans  l'explication  qu'elle 
fournit  des  propriétés  que  présentent  les  gaz  dans  leur  passage  à  l'état 
liquide  et  de  ta  continuité  des  deux  états,  que  la  loi  de  M.  van  der  Waals 
a  ouvert  des  vues  nouvelles,  tout  en  permettant  de  nouvelles  vérifications 
concluantes.  C'est  ainsi  que,  après  avoir  remarqué  que  la  tempftature 
critique   d'un  gaz  est  celle  à  laquelle  viennent  coïncider  les  trois  valeurs 

1* 
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Soleot  M,  et  M^  deux  nombres  proportionnels  aux  poids 
des  molécules  des  deux  substances,  et  désignons  par  J(f,  (1 — x) 
et  M^x  les  quantités,  en  kilogrammes,  de  ces  deux  substances 
qui  composent  le  mélange,  ce  qui  revient  à  supposer  que  pour 
toute  valeur  de  x  le  nombre  de  molécules  qui  constituent  le 
mélange  reste  le  même.  On  trouve 

dj-^a,  (1  — x)^  +  2a,.^x{l  — x)  +  a,a;*. 

Bans  cette  formule,  a,  est;  la  constante  de  l'attraction  mo- 
léculaire de  la  première  substance,  a,  celle  de  la  seconde,  o,.j 
celle  de  l'attraction  réciproque  des  deux  substances.  Les  con- 
stantes a,  et  a,  ont,  chacune  pour  la  substance  à  laquelle  elle  se 
rapporte,  la  même  signification  que  la  constante  a  de  la  for- 
mule (1)  que  j'ai  proposée  dans  la  théorie  d'une  matière  simple. 

Pour  6j  on  pourrait  poser  simplement: 
6,  =  6,(1^ a;) -f-  b^x, 
où  6,  et  6j    seraient  les  valeurs  respectives  de  la  constante 
b  (form.  1)  des  deux  substances.  Cependant,  la  théorie  con* 
dult  à  une  valeur  plus  compliquée  de  br  et  oblige  à  intro- 
duire, ici  également,  une  nouvelle  constante  i,.)    '). 

Si  l'on  accepte  la  valeur  donnée  par  M.  Lorentz,  qui  est 
plus  simple  que  celle  que  j'avais  trouvée  moi  même, savoir: 

J,=:6,  (1— a)'  +2b,.iX{l  —  x)  +  bjX*, 
la  formule  (1)  devient  pour  un  mélange  de  deux  corps: 


que  la  formule  fournit  potir  la  varitible  v,  M.  van  der  Waais  a  calculé 
cette  température  pour  l'acide  carbonique,  dont  il  avait  pu  évaluer  les 
constantes  a  et  b  en  se  servant  des  données  de  RegnauH,  Il  trouve 
32°,3,  chiiïre  peu  diOérent  de  celui  déterminé  expérimeatalement  par 
Andrews,   savoir  30° ,9. 

La  thèse  hollandaise  de  M.  van  der  WaaIs  a  fait  le  sujet  d'un  article 
de  Haxvfcll  dans  le  journal  Nature  Tome  X,  p.  477.  Une  traduction  alle- 
mande, revue  et  augmentée  par  l'auteur,  a  été  procurée  par  les  soins  de  M. 
le  docteur  Fr.  Roth  sous  le  titre  »IHe  Continuitàt  des  gasfôrmigen  und 
flùasigen  Zuetandes",  Leipzig  ]881.  Une  traduction  anglaise  est  actuelle- 
ment en  voie  de  publication. 

].  B. 

I)  Voir:  H.  A.  Lorentz,    Wiedemann'a   Annalm  1881,  Bd.  XII,  p.  134. 
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^V—MJ,:^fb,  il-xy  +2b,.^x{X—x)  +  b^xA\ 

=:[Jtf,ft,  (!—«)  + if, «,«]{!  +«0- 

Dans  cette  formule  on  a  désigné  par  V,.^  le  volume  d'un 
kilogramme  de  }a  première  substance  soua  la  pression  p^  et 
à  la  température  de  zéro  centigrade.  Si  l'on  pose  i^o  =:  1  et 
qu'on  prenne  pour  l'unité  de  pression  celle  de  l'atmosphère, 
si  de  plus  on  suppose  le  produit  M,  F,.„  égal  à  l'unité  de 
volume,  et  qu'on  remplace  les  deux  produits  égaux  M^R^  et 
M^B^  par  aMR,  on  pourra  écrire: 

MRT 

P—  v~[b,{l—x)^  +  2b,.,x{l—x)  +  b,x^^  ~ 

a,  (1 — a:)*  +  2a,.^x  (1 — a:}  +  a^x' 
_____      __. 

§  2.  Règles  pour  la  coexistence  de  phases  différentes.  Pour  une 
substance  unique  la  fonction  p^f  {V,  T)  pennet  de  recon- 
naître immédiatement  si  une  phase  déterminée  est  stabîle 
ou  labile  et  si  deux  phases  peuvent  coexister.  En  effet,  tant 
que  (  r-^  )  est  négatif,  la  phase  est  stabîle,  et  réciproque- 
jnent;  d'autre  part,  la  condition  de  la  coexistence  de  deux 
phases  est  donnée  par  la  règle  connue  qui  fait  connaître  la 
manière  dont  la  droite  parallèle  à  l'axe  des  volumes  doit 
couper  l'isotherme,  pour  désigner  la  pression  et  les  volumes 
sons  lesquels  les  états  liquide  et  gazeux  peuvent  se  pré- 
senter simultanément.  Mais  ces  règles  ne  peuvent  pas  être 
appliquées  au  cas  d'un  mélange.  On  pourrait  ici  résoudre 
la  question  d'une  autre  manière,  en  se  servant  du  potentiel 
tliermodynamique.  En  le  désignant  par  (t.,  on  a 

di*=:  Vdp  —  çdf, 

où    1}   est   l'entropie.    Lorsque    la    température    est  supposée 
constante,   la  relation  entre  ^  et  j)  se  laisse  représenter  faci- 
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lément  an  moyen  d'une  construction  gtapliique,  La  marche 
générale  de  la  courbe,  au  moins  pour  des  températures  in- 
férieures à  la  température  critique,  est  indiquée  dans  la 
figure  1. 


La  branche  a  h  représente  les  phases  gazeuses.  Elle  se 
termine  en  un  point  de  rebroussement  b  correspondant  au 
point  où  l'isotherme  montre  un  maximum  de  pression.  A 
■  partir  de  ce  point,  la  pression,  sur  l'isotherme,  diminue  jus- 
qu'à une  valeur  minimum,  et  la  phase  correspondante  cette 
dernière,  est  indiquée  sur  la  courbe  /*  ^/(;p)  par  le  deuxième 
point  de  rebroussement  c.    Les  points  intermédiaires  de  6  à 

c  représentent  les  états  labiles  ;  pour  ces  points,!  — ^  )  ~  (  "^  ) 

doit  être  positif,  c'est-à-dire  entre  Ô  et  c  la  courbe  est  située 
au-dessus  de  la  tangente.  La  partie  cd  représente  les  états 
liquides.  Au  point  double  e,  deux  valeurs  égales  de  ^  cor- 
respondent à  une  même  valeur  de  p,  ce  point  indique  ainsi 
les  phases  coexistantes. 

A  mesure  que  la  température  s'élève,  les  points  de  re- 
broussement se  rapprochent;  à  la  température  critique  ils 
coïncident. 
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A  cette  température  et  aux  températures  supérieures,  lu 
courbe  a  une  courbure  continue. 

Cette  construction  pourrait  être  étendue  au  cas  de  deux 
substances  mélangées.  Cependant,  on  peut  encore  traiter  la 
question  d'une  manière  différente,  que  je  crois  devoir  préférer. 
La  fonction  : 

c'est-à-dire  l'énerffie  libre,  jouit  de  la  propriété  que,  pour  une 
même  température,  et  considérée  comme  variant  avec  V,  elle 
indique  par  les  deux  points  de  contact  d'une  droite  bitangente 
deux  phases  qui    peuvent  exister  ensemble.  Comme  on  a 

difi^  —  pdV, 
elle    donnera   pour    F^  oo    une  asymptote  parallèle  à  l'axe 
des    volumes.    Tant   que   la  courbe  tourne  son  côté  convexe 
vers  l'ase,  elle  donne  les  phases  stabiles,    La  figure  2  repré- 
sente approximativement  le  tracé  de  la  courbe,  au  moins  pour 


des  températures  inférieures  à  la  température  critique.  Entre 
les  points  qui  ont  une  tangente  commune,  sont  situés  deux 
points  d'inflexion;  la  partie  de  la  courbe  comprise  entre  ces 
deux  points,  représente  les  phases  labiles.  La  partie  de  l'axe 
des  V    comprise   entre  intersection  de  celui-ci  avec  une  tan- 
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gente    et  l'origine  a  pour  valeur  i;- —  V(  ^1     et  est  donc 

égale  au  potentiel  thermodynamique.  A  la  température  cri- 
tique, les  deux  points  d'inflexion  coïncident,  et  par  conséquent 
la  courbe  tourne  partout  sa  convexité  en  bas. 

§  3,  Donc,  puisque  à  température  donnée  on  a  d  V  =^ — fX^Vt 
on  n'a  qu'à  connaître  p  comme  fonction  de  V  pour  déter- 
miner la  courbe  yt.  Maintenant,  concevons  trois  axes:  l'axe 
des  V,  l'axe  des  a-  et  celui  des  y.  Si  l'on  construit  pour 
toutes  les  valeurs  de  V  et  pour  celles  de  x  comprises  entre 
0  et  1  les  valeurs  de  y>  on  obtiendra  une  surface  qui,  pour 
un  mélange  de  deux  substances,  pourra  remplir  le  même 
rôle  que  la  courbe  i/j,  pour  une  substance  isolée.  Au  lieu 
d'une  droite  tangente  en  deux  points  de  la  courbe,  on  se 
servira  ici,  pour  trouver  les  phases  coexistantes,  d'un  plan 
tangent  ayant  deux  points  de  contact  avec  la  surface.  C'est 
ce  qui  se  démontre  au  moyen  d'une  règle  générale  qui  fait 
connaître  les  conditions  de  la  coexistence  et  que  j'ai  com- 
muniquée à  l'Académie  d'Amsterdam  dans  sa  séance  de  juin 
1888,  savoir:  dans  un  espace  donné  la  matière  se  dispose 
de  telle  manière  que  l'énergie  libre  totale  est  minimum.  Lors- 
que dk  est  un  élément  de  volume,  q  la  densité  et  ifi'  l'énergie 
libre,  par  unité  de  poids,  pour  la  phase  qui  existe  dans  un 

élément  de  volume,  l'intégrale  jçip' dk  doit  être  minimum. 

On  peut  aussi  se  servir  de  l'intégrale  f^  dk,  où  ip  repré- 
sente l'énergie  libre  d'une  certaine  quantité  se  trouvant  dans 
cette  phase  et  V  le  volume  de  cette  quantité.  Dans  le  cas 
qui  nous  occupe,  cette  quantité  sera  M,{1 — x)  +  M^x.Pout 
trouver  les  conditions  qui  rendent  minimum  l'intégrale,  et 
considérant    1°.    que   l'espace   occupé  par  le  mélange  a  une 

grandeur  donnée  et  2°,  que  | — '-^ '  dk  et  I— =~  di  sont 

également  invariables,  il  faudra  poser 
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JV.-^,jtf,(l-:r)- 

1,  et  /Il  étant  deux  coustantes. 
Il  en  résulte 


{ '- )    =0 

V  Dr  /, 

^  y  )  =0 

Sx  /  f 

1/1  — /i,  J/,  {1  —  x)  — ft^  M^  X 
y =:  constante 

j^/DV-N         i;.  — ^,  M,  (1- 


71 

ce  qui,  eu  égard  à  l'équation  précédente,  conduit  à 

(  — ^  I    ^  constante. 

Cette  dernière  conatante  doit  être  égale  à  —  p 

Donc  ;  „les  différentea  phases  qui  peuvent  se  présenter  dans 
„respace  donné  doivent  être  telles,  qu'elles  rendent  égales 
aies  valeurs 

En  d'autres  termes,  les  difFÉrentea  phases  qui  peuvent  se 
présenter  simultanément,  et  pour  lesquelles  les  valeurs  de  tfi 
sont  données  par  la  surface  i/i,  correspondent  à  des  points  qui 
ont  le  même  plan  tangent.  La  direction  du  plan  tangent  est 

donnée  par  (  ^  )    =  —  p  et  /  ^  1     =  ,1*^  M,  -  /* ,  3f, ,  la 

distance  de  son  point  d'intersection  avec  l'axe  des  yi  jusqu'à 
l'origine  a  pour  valeur  /*,  M,.  Les  quantités  /i,  et  /t^  sont 
les    mêmes  que  M.  Gibbs  a  appelées  les  potentiels  des  sub- 
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stances  composantes.  Nous  pourrions  nommer /* ,  M,  et/t^  M^ 
les  potentiels  moléculaires.  De  ce  que  ft,  M,  est  la  partie  de 
l'axe  des  tp  coupée  par  le  plan  tangent,  on  reconnaît  facile- 
ment que  1*2  ^1  ^8t  Ifi  partie  coupée  de  la  droite  parallèle 
à  l'axe  des  tp  et  pour  laquelle  x=^l  et  F  =  0. 

Pour  que  l'intégrale  soit  minimum,  il  faut  de  plus  que  3'  | 
soit  constamment  positive.  Cette  condition  conduit  à  l'équation 

OV^  dXd  V  0  X^ 

qui  montre  qu'une  phase  ne  peut  exister  que  lorsqu'on  aura 
eu  même  temps 

?^>n    ^''''>ft    ^2>v       /  ^'  V\'^ft 

dV       '  Ox^       '  dv^dx^~\d-xsvj 

H  en  résulte  que  pour,  les  points  correspondant  sur  la  sur- 
face %p  à  des  phases  possibles,  la  surface,  vue  de  dessous,  sera 
convexe  dans  toutes  les  directions.  Il  dépendra  des  quantités 
des  substances  qui  se  trouvent  mélangées  dans  un  espace 
donné  si  la  phase  sera  nécessairement  homogène  ou  bien 
pourra  être  multiple.  Le  nombre  des  phases  coexistantes  dé- 
pendra de  celui  des  points  pour  lesquels  les  plans  tangents 
coïncident. 

§  4.  Comme,  pour  une  valeur  constante  de  x,  on  a  d  i/»  = 
—  pd  V,  l'équation  de  la  surface  i/i  sera, 

ip  =  —  jpdV  +  (p{x) 


^,  —  -MRTlog{V~b,)  —  '^  +if(x). 

La  fonction  f  {x),  qui  est  liée  à  l'accroissement  de  l' entropie 
causé  par  la  mixtion  des  deux  substances,  peut  être  trouvée 
en  comparant  la  dernière  valeur  de  ni  avec  celle  que  prend 
( — Tij  lorsque  le  mélange  des  deux  substances  occupe  un 
volume  très  étendu.  En  effet,  à  densité  très  faible,  on  a 
t  =  C  et 
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r,  =  M ,  (i-«)  B,  r  log  j^  +  j^,  xiï.  riog  j^^ 

en  négligeant  une  erreur  E  qui  s'évanouit  lorsque  la  deusité 
est  infiniment  petite.  En  égalant  les  deux  valeurs  de  i/i  on  obtient 

C  +  MRT\  a-Ioga^  +  (l— »)log(l— «)!  +  MBT {l-x)log  M, 
-\-  MBTxlogM^  +  E. 

Pour  V^  <x>,  on  aura  E=^0,  ou 

tp  {t)  =  MRT  |a;log3;  +  (l— x)log(l— a:)j  +  C,  +  C^x. 

Les  conséquences  que  nous  allons  tirer  de  cette  équation 
resteront  les  mêmes  si  nous  ajoutons  à  qi  (x),  et  par  suite 
aussi  à  tff,  une  fonction  linéaire  de  x.  Comme  ^  représente 
une  éDergie,  la  constante  C,  pourra  rester  indéterminée;  on 
peut    la   poser    égale    à    zéro,    de    même   que  Cj,  ce  qui  ne 

changera   ni     —~,  ni  - — ^^    Ce    n'est    que    la   valeur    de 

Jlf,  —  t^iM,    qui  pourrait  en  être  diminuée  ou 

augmentée  d'une  valeur  constante.  La  valeur  absolue  de  ce 
dernier  coefficient  différentiel  ne  pourra  donc  pas  nous  servir 
pour  en  tirer  des  conclusions.  D'autre  part,  l'égalité  de  la 
valeur  que  peut  obtenir  ce  coeiRcient  dans  deux  phases  dif- 
férentes, et  les  considérations  qui  s'en  déduisent,  ne  seront 
pas  affectées  par  l'addition  à  qo  {x)  d'une  fonction  linéaire  de 
la  même  variable. 

Nous  pouvons  donc  poser 

^z=  —  MRTlog{V~b^)—y  -i.MBT\x\ogx  +  {l—x)log(l—x)\ 

g  6.  La  forme  de  la  surface,  très  diflérente  selon  les  va- 
leurs de  a,,  6,,  Oj,  6,,  a,.j,  6,.,  et  T,  lorsque  les  substances 
mélangées  sont  très  denses,  sera  à  peu  près  inlépendaute  de 
eea   constantes  pour  les  volumes  très  étendus.    Comme  on  a 
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/Jv-x   _      \SiBT      ^; 

\ovJ^  -  —  tTzzï^—r^y 

les  valeurs  élevées  de  V  pour  lesquelles  on  peut  négliger 
br  et  aj,  donneront,  pour  tous  lea  points  d'une  même  section 
perpendiculaire    à    l'axe   des  V,   des    pressions  égales.    Dans 

ces  sections  la  direction  de  la  tangente  est  donnée  par  [  r-^l  • 


Comme  on  a 


on  pourra  poser  simplement 

Poura;=0,  onaf -r^  J    = —  <»,poura:  =  l,f  t^^    =+  co. 

La  courbe  descend  donc  verticalement  et  se  termine  en  mon- 
tant verticalement,  ce  qui  du  reste  arrive  dans  toutes  les 
sections  perpendiculaires  à  l'axe  des  V.  Comme  pour  les 
volumes  très  grands  on  a 

3^y_    MET 

3j;*       x{l—x)  ' 
la   courbe    se    trouve  située,  dans  tous  ses  points,  au-dessus 
de    la   tangente.    La  plus  petite  valeur  de  l'ordonnée  corres- 
pond   à    a;  =:  I    et    l'ordonnée   finale   a  la  même  valeur  que 

l'ordonnée  initiale.  La  valeur  deT-ï^=: — (^)    est  positive, 

rO,  la 

surface  dans  toute  la  région  des  volumes  élevés  se  trouve 
située  au  dessus  du  plan  tangent  et  représente  par  conséquent 
des  phases  stabiles.  Lorsque  la  température  est  inférieure 
aux  températures  critiques  de  chacune  des  deux  substances 
à  l'état  isolé,  la  courbe,  dans  le  plan  «  =r  0  et  dans  le  plan 
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x  =  l,  présentera   la   figure    décrite   ci-dessus,    fig.  2,    et  on 
pourra  y  mener  une  droite  bitangente. 


celle  de  ^  et  de  ^ ,  en  d'autres  termes,  même  dans  le  cas  où 
0,  6, 

ce  que  je  nommerai  la  température  criHqiie  du  mêlatige  invari- 
able serait  plus  basse  que  celle  des  deux  substances  isolées, 
on  pourra  toujours  construire  la  surface  relativement  à  une  tem- 
pérature assez  basse  pour  que  dans  toutes  les  sections  perpendi- 
culaires à  l'axe  des  x  se  trouveront  les  deux  points  d'inflexion, 
La  surface  présentera  alors  un  enfoncement  de  bas  en  haut, 
un  pli,  dont  la  direction  générale  sera  parallèle  à  l'axe  des  x. 
Je  désignerai  cette  configuration  par  le  nom  de  feprCTnwrpii. 
Les  points  terminaux  de  ce  pli  (points  tacnodaux  de  Cayley)  '  ) 
se  trouvent  en  dehors  du  champ  de  notre  construction.  Cepen- 
dant, il  pourra  arriver  que  l'un  de  ces  points,  ou  peut-être 
tous  les  deux,  soient  compris  dans  le  champ  de  la  figure.  Le 
premier  de  ces  cas,  par  exemple,  ae  présentera  certainement 
lorsque  la  température  pour  laquelle  la  surface  a  été  construite 
est  intermédiaire  entre  les  températures  critiques  des  sub- 
stances composantes. 

L'existence  d'un  enfoncement  dans  la  surface  permet  évi- 
demment de  mener  à  la  surface  des  plans  tangents  qui  la 
touchent  en  deux  points.  L'un  de  ces  points  est  situé  dans 
la  région  des  petits  volumes  (états  liquides)  l'autre  dans  celle 
des  grands  volumes  (états  gazeux).  Si  nous  laissons  rouler  sur  la 
surface,  depuis  a;  =:  0  jusqu'à  x  ^  1,  un  plan  hitangent, 
chaque  position  accusera  une  paire  de  phases  que  nous  pou- 
vons considérer  comme  corrélatives.  Dans  le  cas  où  la  surface 
ne  présente  pas  d'autres  plis  que  celui  que  nous  venons  de 

I  )  Ces  points,  où  dans  le  mouvement  roulant  du  plan  tangent  les  deux  points 
de  contact  viennent  à  coïncider,  ont  été  désignés  par  M.  Korteweg,  dans  une 
étude  récente  que  nous  publions .  à  la  suite  des  travaux  de  M.  van  der 
Waais,  comme  points  de  plissement  (plooipunlen). 
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déaigner,  chaque  paîr€  indiquera  deux  phaBeB  qui  peuvent 
coexister  en  réalité. 

Désignons  par  x,  et  F",  des  valeurs  appartenant  à  l'état 
liquide,  par  «j  et  V^  celles  relatives  à  l'état  gazeux,  on  aura, 

en  faisant   Qf)^  =/(>',«),    (j-|)^  =   F(V,„)  et  »  - 

3;f       J    —  Y  l  ~^\    ^<f{V,  x),  entre  les  quatre  valeurs  les 

trois  relations  suivantes: 

/(r„  «,)=/(r„  «,) (1) 

F(r,,x,)=F[r„  X,) (2) 

ç(r,,»,)  =  »(F„»;,) (3) 

L'élimination  de  T,  et  V^  fournira  une  relation  Ç(ar,  ar^)  ^  0 
qui  permettra  de  calculer,  pour  une  composition  quelconque 
de  l'état  liquide,  celle  de  l'état  gazeux.  Si  l'on  élimine  Vj  et 
«1,  on  obtiendra  V,  en  fonction  de  x,  et,  par  conséquent 
aussi,  p  en  fonction  de  x,.  On  pourra  de  même  déterminer 
p  en  fonction  de  x^. 

Cependant,  même  sans  résoudre  ces  équations,  on  peut  en 
déduire  quelques  conséquences  remarquables.  Le  mouvement 
roulant  d'un  plan  tangent  fera  varier  les  valeurs  de  p, 
de  n^M^ — /*i^i  ^t-  de  f,M,,  mais  il  existera  entre  ces  varia- 
tions la  relation  suivante: 

Vdp=dfi,M,  +xd(ti^M^  ~fi,M,). 
Lorsque  le  plan  tangent  continue  à  rouler  sur  la  ligne  bino- 
dale  du  premier  pli,  on  aura  en  même  temps: 

V,dp  =  df,,M,  +x,d{^^M^~ii,M,) 
et 

Vjdp  =  dti,M,  +x^d{ii^M^—fi,M^), 

et  par  suite 

(V^  —  V,)dp  =  Ix,  —  z^)d(ti^  M^  —  f,,M,). 
Or,   on  peut  considérer   ft^M^ — i*,^i  comme  dépendant 
aussi  bien  de  x,  et  V,,  que  de  x^  et  F,,  selon  qu'on  voudra 
connaître  p  en  fonction  de  m,  ou  de  x^.  En  général,  ou  a 
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et  par  suite 

Mais  si  l'on  substitue 
on  peut  obtenir  l'équation 

(^y  ] 

'i(>i.M,— y,M,)=     — ^—   ^    „  H'  +  I^^l    *• 

ÏV~'        I 

On  aura,  par  conséquent, 

,  ,    ÔteT'  ^V7      vôrTsTI  y       ,       j 

=  (x,  — a;,)     — '- .  '-  ■■■ — -^ — '- — '-^ —  dx,    1 

j^ip  I 

et  de   même  3  V,'  f 


=  {a:,  —  x.)      — ^ ^ ^^ — î — li_  d«,     I 

2F,»  '    " 

Considérons  d'abord  cette  dernière  équation.  V^,  le  volume  à 
l'état    gazeux,   est    considérablement    plus     grand   que    V,, 

I  - — -  \  est  à  peu  près  nul,  et  comme  pour  ces  valeurs  éle- 
vées de  V  la  surface  est  convexe  dans  tous  les  sens,  le  facteur 
de  (ar, — x^)dx^    du  second  membre  aéra  positif.  Donc  -^^ 

-  ne  peut  devenir  nul 
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que  lorsque  x^  et  «,  sont  égaux,  La  pression  est  alors  soit 
maximum,  soit  mloimum. 

La  première  des  équations  A,  tant  que  pour  les  faibles 
volumes  la  surface  roete  convexe  dans  tous  les  sens,  conduit 

à  une  même  propriété  de  -r^.    H  est  vrai  que  (  ~ — '  J    n'est 

pas  nul,  mais  sa  valeur  est  du  même  ordre  que  F,  et  peut 
donc  être  négligée  par  rapport  à  Fj.  Cependant  on  ne  pourra 
pas  supposer  que  pour  les  points  situés  de  ce  côté  du  pre- 
mier pli  la  surface  sera  partout  convexe  tout  autour  de  ces 
points.  Deux  cas  peuvent  se  présenter,  selon  les  valeurs  des 

différentes    constantes,    spécialement   de    T  et  de    — — -    ^ 

2  (o,  +  «J  —  2  a,  ().  Ou  bien,  la  surface  n'offre  plus  d'autre 
complication,  ou  bien  il  existe  un  second  pli  dont  la  direc- 
tion générale  est  parallèle  à  l'axe  des  F,  de  sorte  qu'une  sec- 
tion perpendiculaire  à  l'axe  descend  verticalement  à  son  origine, 
mais  se  courbe  bientôt  vers  le  haut,  pour  descendre  de 
nouveau,  et,  après  une  nouvelle  courbure  dont  ta  convexité 
est  tournée  en  bas,  remonte  vers  le  point  x  :=l,  qu'elle  at- 
teint dans  la  direction  verticale. 

Dans  le  premier  de  ces  cas  on  peut  réaliser  les  phases  li- 
quides pour  toutes  les  valeurs  de  t,  comprises  entre  0  etl. 
Les  substances  liquides  se  mélangent  alors  en  toutes  pro- 
portions.  La  valeur  de  ^  ne  peut  être  nulle  que  pour  a;,  = 

a;,.  Mais  dans  le  second  cas,  la  ligne  binodale  du  premier 
pli,  qui  doit  faire  connaître  les  phases  liquides  coexistant  avec 
les  phases  gazeuses,  passe  par  les  deux  branches  de  la  ligne 
spinodale    ')    du  second  pli.  Aux  points  d'intersection  on  a 


X^^^jvj  ~^ 


■)  La  ligne  spinodale  forme  sur  la  surface  la  limite  qui  sépare  les  par- 
ties concaves-convexes  des  parties  quisontconvexes  on  concavesrians  toutes 
les  directions. 
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et  p  obtient  de  nouveau  dea  valeurs  maximum  et  minimum. 
Dans  l'intervalle  entre  ces  deux  points,  le  facteur  de  («j — ijda;, 

étant  négatif,-^  aéra  négatif  si  «,>«,,  positif  si  ar,  o;,. 

Cependant,  les  phases  sont  labilea,  les  mélanges  correspondant 
à  ces  valeurs  de  a;,  ne  peuvent  donc  être  réalisés:  les  deux 
substances  ne  se  mélangeront  point  ou  se  mélangeront 
imparfaitement. 

Même  dans  le  cas  où  une  section  perpendiculaire  à  l'axe 
dea    V  ne    présenterait   pas    de  points  d'inflexion,  le  second 

pli  peut  cependant   exister.   En  effet,  la  valeur  de  .r— ^   ne 

doit  pas  seulement  être  positive,  mais  aussi  plus  grande  que 

;  .jr.,  ■)    pour  rendre  stabilea  les  états  liquides. 

La  présence  du  second  pli  ')  est  la  cause  que  le  plan  bi- 
tangent  roulant  sur  la  surface,  avant  d'atteindre  les  points 
des  états  labiles,  rencontre  la  surface  encore  dans  un  troisième 
point  de  contact  et  par  conséquent  se  trouverait  empêché  de 
continuer  son  mouvement  roulant  si  l'on  considère  les  surfaces 
comme  matérielles.  C'est  alors  que  se  présente  comme  troisième 
phase  une  nouvelle  phase  liquide  et  que  coexistent  trois  phases, 
savoir:  deux  états  liquides  et  un  état  gazeux.  Toutes  les 
phases  liquides  comprises  entre  les  deux  premières  ne  sont 
point  réalisables  ou  ne  le  sont  que  difficilement.  Celles  qui  ne 
sont  pas  labiles  ne  sont  stabiles  que  pour  des  dérangements 
très  faibles  et  ne  pourront  donc  paa,  en  général,  se  montrer. 

g  7.  Lorsque  le  second  ph  n'existe  pas,  la  marche  de  la 
courbe  ^^/,  (»,)  et  celle  de  la  courbe  p^f-i  (x^)  sont  très 
simples.  Dans  les  deux  courbes  p  sera  égal  à  la  pression  de 
la  vapeur  saturée  de  la  première  substance  pour  a:,  =x,  =0; 
à  celle  de  la  seconde  substance  pour  a,  ^a^j  =1.  Quoique 

dans  ces  cas  on  ait  j:,  = 


dp 
'  dx,   "''  dx. 


r)  Voir  la  figure,  page  28. 
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à  zéro.  En  effet,  pour  x  ^  0  et  pour  x  ^  1  on  a 
~-  --î^  —  (  r-:^,  J  =  00  .  parce  que   — ^  renferme  le  terme 

■   ,.    ■■-■-■  Les  produits(3:i— a:,) — ..,    --   .ou  {x^—x.)  — 

ont  donc  une  valeur  indéterminée.  Or,  les  courbea  p:=f^{x,} 
etp^f^{x^)  peuvent  monter  ou  descendre  continuellement  ou 
bien  présenter  des  valeurs  maximum  ou  minimum.  Jamais, 
cependant,  la  pression  ne  peut  dépasser  la  somme  des  tensions 
de  la  vapeur  saturée  des  deux  substances.  Pour  le  montrer,  con- 
cevons un  plan  tangent  à  un  point  situé  sur  la  ligne  binodale 
du  premier  pli,  dans  la  branche  qui  se  rapporte  aux  états 
gazeux,  et  calculons  la  longueur  des  segments  que  ce  plan 
coupe  de  l'axe  des  i^  et  d'une  droite  qui  lui  serait  parallèle 
au  point  a;  ^  1  de  l'axe  des  x  ;  en  d'autres  termes  :  les  valeurs 
de  i*,M,   et  de  n^^M^.  On  trouve: 

,«,jtf,  =  — iMiiriog^  +  MRT, 

H^M,  =~MRT\og^^  +  MRT  . 

Soit  p  la  pression.  Les  droites  de  la  direction  donnée  par  p 
et  tangentes  à  la  courbe  des  jp  pour  les  deux  substances, 
c'est-à-dire  situées  dans  les  plans  a;  =  0  et  a;  =  1,  devront  se 
trouver  entièrement  au-dessus  du  plan  tangent  choisi  et 
devront  par  conséquent  couper  des  deux  axes  des  segments 
plus  grands  que  i*,Mj  et  i*iM^.  Si  nous  désignons  par  p^ 
et  Pj  les  tensions  des  vapeurs  saturées,  le  segment  de  l'axe 
des  i/(  coupé  par  la  droite  bitangente  de  direction  p^  sera 
MRT  log  -i^KTp  +  MET,  le  segment  coupé  de  l'axe  parallèle 
(ena!  =  l)  par  la  tangente  à  direction  p,  sera  M/ï  7"  log  -j^éfp 
-h  MRT.  Les  segments  coupés  de  ces  axes  par  des  droites  de  di- 
rection p  s'obtiendront  en  considérant  que  pour  une  substance 
isolée  on  a  A  /* ,  Jtf ,  =  V,  Ap,  équation  dans  laquelle  Y^  pourrait 
représenter  aussi  bien  le  volume  liquide  que  le  volume  gazeux. 
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Pour  notre  but    V,  désignera  le  volume  liquide  du  poids 
moléculaire  de  la  première  substance.  On  aura  donc 

MBT  %  fc|)  <  MST  hg  J^y  +  V,  (p  -p,).  .  (I) 

et  de  même,  en  désignant  par  F^  le  volume  liquide  du  poida 
moléculaire  de  la  seconde  substance  : 

'"'"'  ^  uÉt^  "^''  ^'^UET*  VAp-P,)  ■  ■  (II) 


comme  on  a  MST  =^pV,  lorsque  V  représente  le  volume  ga- 
zeux, les  premiers  membres  de  ces  équations  seront  des  quan- 
tités très  petites  et  nous  aurons:  p(l  —  «)  <p,  et  px  <^,  ou 
p  "^i»,  +Pj.  Les  valeurs  p(l  — x)  et  px  sont  désignées  ordi- 
nairement comme  les  pressions  partielles  des  substances  qui 
composent  le  mélange  gazeux.  Ce  n'est  que  dans  le  cas  limite, 
lorsque  les  substances  ne  se  mélangeraient  point  du  tout,  que 
les  deux  membres  de  chacune  des  inégalités  (I)  et  (II)  pour- 
raient devenir  égaux.  Nous  aurions  alors  p-^p,  +  Pu  mais 
la  différence  entre  les  valeurs  de  p  et  de  ^,  +Pi  aérait  une 
quantité  fort  petite.  Toutefois,  comme  dans  chaque  section 
perpendiculaire  à  l'axe  des  V  la  courbe  commence  par  des- 
cendre, l'impossibilité  absolue  de  mélanger  les  deux  substan- 
ces ne  peut  ae  présenter  en  réalité. 

§  S.  Lorsque  le  second  pli  existe,  la  marche  des  courbes 
p=:/,(3;)  et  p  =:/,(a:j)  est  plus  compliquée.  Considérons 
d'abord  la  courbe' p  =/, {a:}.  Elle  présente  au  moins  un 
maximum  et  uu  minimum  et,  lorsque  a;,  peut  devenir  égal 
à  x^ ,  deux  maxima  et  un  minimum.  Mais  aucun  des  états  cor- 
respondant à  ces  points  ne  pourra  être  réalisé.  Dans  un  mé- 
lange d'eau  et  d'acide  sulfureux,  par  exemple,  en  partant  de 
l'eau  non  mélangée,  la  pression  augmente  par  l'addition  de 
l'acide  sulfureux,  mais,  avant  que  le  maximum  ait  été  atteint, 
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on  est  parvenu  à  la  pression  des  trois  phases  coexistantes. 
Au  contraire,  en  partant  de  l'acide  sulfureux,  l'augmentation 
de  la  proportion  d'eau  fait  descendre  la  pression,  mais  ici 
encore  la  pression  des  trois  phases  coexistantes  sera  atteinte 
avant  qu'on  soit  arrivé  à  la  pression  minimum.  ■  Dans  les  cas 
où  la  pression  augmente,  soit  qu'on  parte  de  «,  =0,  soit 
qu'on  parte  de  a7,  =  1,  on  aura  deux  maxima.  Cependant  la 
pression  maximum  ne  se  trouvera  pas  liée  à  la  condition 
p<p,  +Pî-  En  effet,  nous  avons  supposé  dans  notre  rai- 
sonnement que  le  plan  tangent  ne  coupe  pas  la  surface  des 
1/f,  et  cette  condition  n'est  remplie  que  pour  des  phases  réa- 
lisables. 

La  courbe  p-=fj(x^)  se  compose  de  trois  branches  distinctes. 
Pour  les  mélanges  d'eau  et  d'acide  sulfureux,  en  partant  de 
l'eau  non  mélangée,  la  courbe  montera  d'abord  jusqu'à  ce 
qu'on  ait  atteint  la  valeur  x^,  correspondant  à  l'état  gazeux 
des  trois  phases  coexistantes,  et,  si  l'on  se  bornait  aux  états 
réalisables,  la  courbe  changerait  brusquement  de  direction  et 
monterait  beaucoup  plus  lentement  jusqu'à  la  pression  de  la  va- 
peur saturée  de  l'acide  sulfureux.  Mais,  théoriquement,  la  mar- 
che de  la  courbe  est  telle  que  la  première  branche  se  conti- 
nue pour  les  valeurs  plus  élevées  de  x^.  On  le  reconnaît  fa- 
cilement lorsqu'on  ae  représente  le  mouvement  roulant  du 
plan  tangent  sur  la  surface  des  tp  ').  En  effet,  lorsque  le  plan 
tangent  est  arrivé  dans  la  position  où  il  touche  la  surface 
en  trois  points,  le  mouvement  ne  peut  être  continué  que  si 
le  plan  est  considéré  comme  abstraction  mathématique.  Dans 
cette  supposition,  les  points  de  contact  oscillent  de  part  et 
d'autre  et  ce  n'est  que  quand  la  position  désignée  est  atteinte 
de  nouveau,  que  le  plan  indique  des  phases  coexistantes. 

Dans  fa  figure  3,  le  quadrant  supérieur  de  droite  contient 
le  tracé  de  la  courbe  p  =  /,  (iC|)  pour  un  mélange  d'eau  et 
d'acide    sulfureux.    Entre  H,   et  F,  l'équilibre  est  labile.  Le 

'  )  Voir  la  figure,  page  28. 
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quadrant  inférieur   montre  la  courbe  x^  =(p(x,).   Comme, 

dans  le  mélange  cité,  as,  eet  toujours  plus  grand  que  a:,,  la 

dx 
courbe  reste  limitée  par  le  triangle  ACD.  De  flj  à  F,,     =-ï 

est  négatif,  ce  qui  doit  arriver  lorsque  l'une  des  phases  est 


stabile,  l'autre  labile.  Au  moyen  des  deux  courbes,  celle  de 
p  et  celle  de  x^.  on  trace  facilement  la  courbe  p=/j(^iJ 
du    quadrant   supérieur    de    gauche.    Le    point  double    K^ 
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fait  connaître  facilement  la  pression  des  trois  phases,  les 
points  Kj  et  £",  donnent  de  même,  au  moyen  de  leurs 
projections  sur  ÀB,  la  composition  des  deux  phases  liquides, 
tandis  que  la  projection  de  K^  sur  AL  fait  connaître  la  com- 
position de  la  phase  gazeuse.  H^  et  F,  sont  deux  points  de 
rebroussement.  Lorsque,  partant  de  A  aussi  bien  que  de  B, 
la  pression  augmente,  la  courbe  x^  =<p{^,)  doit  couper  la 
droite  AD,  ce  qui  détermine  un  nouveau  maximum  dans  la 
courbe  p  = /|(r,),  tandis  que  la  courbe  p^fti^^)  doitalors 
présenter  également  un  maximum,  qui,  cependant,  peut  se 
trouver  au-dessus  des  parties  réalisables  des  branches,  ainsi 
que  cela  arrive,  en  effet,  dans  tous  les  cas  connus. 

§  9.  Les  conditions  de  l'équilibre  pour  x,  =  x^  méritent 
d'être  considérées  plus  spécialement.  Pour  une  même  valeur 
de  X  il  faudra  alors  qu'on  ait  en  même  temps: 

VT^J^,       VFJx,'    \OxJv,        Vî'Jr, 

Les  trois  conditions  peuvent  alors  s'énoncer  simplement 
comme  il  suit  :  1°.  égalité  des  pressions  dans  les  deux  états  ; 

2°.  égalité  des  valeurs  de  (  ^  ]    ;  3°.  égalité  des  valeurs  de 

jf-i-pV.  Cette  dernière  condition  est  alors  la  même  que  celle 
qui  doit  être  remplie  pour  deux  phases  coexistantes  d'une 
substance  unique.  La  deuxième  condition  peut  s'exprimer  par 
l'équation  : 

-r(E).---r(E).- 


J  F,   \SxJ  y 
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Si  dans  chaque  section  de  la  surface  tp,  perpendiculaire  à 
l'axe  des  x,  on  mène  la  droite  bitangente,  la  courbe  bino- 
dale  du  premier  pli  coïncidera  pour  un  de  ses  éléments  avec 
le  lieu  géométrique  des  points  terminaux  de  ces  bitangentes. 

La  deuxième  conditiou  conduit  à  la  relation 

MRT    ^_b^_^^^    MRT  :ib^  _Sa^    1 
F,  —6    Zx        Sx   V,        V^—b  Ox  Sx    V^ 

-  3a; 


Vf,        F,/ Or        a^  l 


soit,  approximativement  ; 

J-  ^  ==  Jl  L^  • 
F,  Sx       tu   Sx  ' 

et  comme,  aux  températures  très  basses,  le  volume  liquide  V 
ne  peut  différer  que  très  peu  de  b,  la  relation  trouvée  re- 
vient à  la  condition  que  ^ ne  doit  différer  que  peu  de 

bi,  Sx 

_  t^  ,  c'est-à-dire  d*^  =  0.  En  d'autres  termes,  les  valeurs 
ax  Sx  bt 

de    X,  pour   les  mélanges  qui  gardent  la  même  composition 

lorsqu'on   les    distille,  diffèrent   peu    de    celles    qui  rendent 

-f—   maximum    ou    minimum.    Si  Ox  et  bx  sont  des  fonctions 

bx 

du  deuxième  degré  en  x,  il  n'y  a  qu'une  seule  valeur  entre 
3;  =  0  et  a;  ^  1,  qui  satisfasse  à  cette  condition.  En  effet,  posons 

di  =:«,  (1  —  xy  +  2o,,,j  a;(l  —  a;)  -1-  a^x"^ 
b^—b^{i  ~xy  +26,.,a;(l  — a;)  4- 6,^'. 

l'équation,  qui  résulte  de —^-^  ^0,  peut  s'écrire  comme  il  suit: 

Ti\h,  b,.J   i—^\b,  (.,/   VI— «y  v»,-.  bj 
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Les 

constantes  de  cette 

équation 

étant  essentiellement 

po- 

sitives 

la  suite 

des 

signes,  pour  ^ 

>îi-et>î|.8era 

- 

±.  + 

;pour?i 

—  < 

"r* 

"K'-* 

,±,  — .  Lorsque,  au  c 

au. 

traire, 

la  valeur 

a,. 

b.. 

est 

comprise 

entre  celles  de  ^  et 

0, 

S7 

la  suite  des  signes  sera  soit +,+,+,  soit — , — , — .Dansées 

deux  derniers  cas  il  n'y  a  que  des  valeurs  négatives  de  :j 

qui    satisferaient  à    l'équation,    laquelle,   par  conséquent,  ne 
donnerait  aucune  solution   possible.  Dans  les  deux  premiers 

cas  il  n'y  a  qu'une  seule  valeur  positive  de  z qui    rende 

I  10.  Les  considérations  suivantes  peuvent  contribuer  à 
faire  connaître  si  le  second  pli  pourra  se  présenter  et  si, 
dans  le  cas  affirmatif,  il  contient  les  volumes  liquides  qui  ae 
trouvent  sur  la  courbe  binodale  du  premier  pli. 

La  condition 

D«ï    3Fï        \dxSVj   ^ 
peut,  pour   des  phases  stabiles,  être  ramenée  à  la  suivante: 
j     Jtf.fi r   _^y]^.    MRTO^b    .   I     MUT    _  2_a  ,  _ 

V~'{V—bydx\Vdx      aZx)       P    Wj  ' 

Considérons  le  cas  où  la  pression  augmente,  soit  qu'on  parte 
de   3:^0,    soit   qu'on  parte    de  a;=l,    de  sorte  qu'il  doit 
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Pour  cette  valeur  de  x .  celle  de    -.  —    —  —  ~  s'évanouit 
'  V  ^x        a  ^x 

et  l'équation  simplifiée  peut  s'écrire 

{     MRT        MBT dH  j   j  _MRT_  _  2a  j        0»a  1^    MRT 

\  x{l—x)  '^  V—b2x^  1  t  (V~by       V»  !       c^x»  V{V—by 

3'. 


>  0. 


V* 
Or,  on  a,  premièrement  : 

MRT    _  2a       ^ 
(F— 6)1        K»  ^ 
pour  tous  les  pointa  de  la  courbe  binodale  du  premier  pli, 

à  laquelle  s'entrechoquent  les  molécules  hétérogènes,  peut  être 
égalée  à  la  demi-somme  des  diamètres  de  ces  molécules.  Soit 
maintenant 

^ij  =  2(a, +a,-2a.,)<0. 

Comme  on  a 

le  premier  membre  de  l'équation,  pour  aîs  =  a,  aj,  secom- 
posera  uniquement  de  termes  positifs  et  la  phase  sera  néces- 
sairement stabile.  Lorsque,  au  contraire,  —  est  positif,  l'in- 
stabilité pourra  se  présenter,  parce  que  le  facteur  de  r— j   est 

beaucoup    plus   grand    que    celui  de    ^x—^ — (  t~  )■  ^^'^'^ 

tous  les  cas,  pour  de  très  faibles  valeurs  de  a;  ou  de  1  — x, 
le  premier  membre  sera  positif  et  les  deux  substances  pour- 
ront se  mélanger  en  faible  proportion. 

Lorsque  la  surface  présente  le  second  pli,  la  courbe  binodale  de 
ce  pli   fournira  deux    phases  liquides  coexistantes.  Pour  ces 


2a^ 
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cas  également  une  discussion  devra  faire  connaître  la  relation 
de  la  pression  avec  la  valeur  de  %  qui  détermine  la  composition. 

La  règle,  que  pour  des  phases  stabiles  on  a  j£  >  0    lorsque 

a^j  '-^x^.  ne  peut  pas  être  appliquée  ici,  parce  que  le  facteur 

de  -,i-  .savoir  {K,— F,)—  (ar,  —  x.')  f  *■ — ^1     ,     peut   être 
<tc,  \  3.T,  y,,        ^ 

négatif. 

§  11.  Pour  construire  une  surface  qui  ne  contienne  que  des 
phases  restant  stabiles  pour  des  dérangements  considé- 
rables de  l'équilibre,  on  ajoutera  à  la  surface  ^  la  surface 
développable,  formée  par  l'intersection  des  plana  tangents  lors- 
qu'ils roulent  sur  les  deux  courbes  binodales,  ainsi  que  le 
triangle  formé  par  les  trois  phases  coexistantes,  et  l'on  prendra 
de  toutes  ces  surfaces  la  nappe  inférieure.  Au  moyen  de  la 
partie  restée  libre  de  la  surface,  et  des  surfaces  réglées  qui 
enveloppent  le  reste,  on  peut  se  représenter  les  diverses 
circonstances  qui  naîtront  lorsque,  à  température  con- 
stante, on  diminue  le  volume  d'un  mélange  dont  la  com- 
position à  l'état  gazeux  est  donnée  arbitrairement.  Soit  x 
la  valeur  qui  détermine  la  proportion  des  deux  substances. 
Menons  un  plan  sécant  à  la  distance  x.  Les  points  de  la 
section  appartenant  à  la  partie  non  couverte  de  la  surface  t/. 
représentent  les  volumes  pour  lesquels  l'espace  est  rempli 
d'un  mélange  homogène.  Diminuons  le  volume  jusqu'à  ce 
que  nous  rencontrons  la  surface  réglée.  La  droite  qui  se 
trouve  sur  cette  surface  au  point  où  l'on  y  entre  fait  con- 
naître par  son  autre  extrémité,  qui  se  trouve  du  côté  des 
petits  volumes,  la  phase  liquide  qui  se  présentera  aussitôt 
qu'on  continue  à  diminuer  le  volume. 

Pour  des  valeurs  décroissantes  de  V  on  rencontrera  d'autres 
génératrices  de  la  surface  réglée.  Les  phases  déterminées  par 
les  deux  extrémités  de  ces  droites  seront  chaque  fois  celles  qui 
se  présenteront  en  effet,  tandis  que  le  rapport  des  deux 
parties  de  ces   droites  sera  en  même  temps  celui  des  deux 
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pliases  coexistaotes.  Lorsque,  à  l'état  liquide,  les  deux  sub- 
stances peuvent  se  mélanger  complètement,  ta  diminution  du 
volume  conduira  à  un  point  où  l'on  peut  quitter  la  surface 
réglée,  et  à  ce  point  correspondra  une  phase  liquide  homogène, 
qui  aura  évidemment  la  même  composition  que  la  phase  ga- 
zeuse qu'on  a  prise  comme  point  de  départ.  La  composition 
de  la  dernière  phase  gazeuse  est  donnée  par  l'autre  extrémité 
de  la  droite  sur  laquelle  on  est  arrivé  lorsqu'on  quitte  la  sur- 
face réglée.  Cependant,  dans  le  cas  où  le  second  pli  existe,  la 
section  prise  à  la  distance  x  pourra  couper  le  triangle  déter- 
miné par  les  trois  phases  coexistantes.  Aussitôt  qu'on  est  ar- 
rivé dans  l'intérieur  de  ce  triangle,  les  trois  phases  se  réali- 
seront. Si,  dans  ce  triangle,  on  mène  la  droite  qui  joint  le 
sommet  (phase  gazeuse)  au  point  où  l'on  se  trouve  et  qu'on 
prolonge  cette  droite  jusqu'à  la  base,  le  quotient  du  prolon- 
gement divisé  par  la  longueur  de  cette  droite  fera  connaître 
la  fraction  du  mélange  qui  se  trouve  à  l'état  gazeux,  tandis 
que  les  segments  de  la  base  donneront  la  proportion  des  deux 
quantités  qui  se  trouvent  dans  les  deux  phases  liquides  Si 
l'on  atteint  la  base  même,  Ia  phase  gazeuse  a  disparu,  et 
lorsqu'on  continue  à  avancer  sur  la  surface  réglée,  qui  repose 
sur  la  courbe  binodale  du  second  pli,  il  peut  arriver  qu'on 
atteigne  la  partie  libre  de  la  surface  i/»  et  que  par  consé- 
quent l'état  du  mélange  soit  redevenu  homogène.  Lorsque 
le  second  pli  se  termine  sur  la  surface,  le  mélange  devra  pré- 
senter cette  propriété,  quelle  que  soit  la  proportion  des  sub- 
stances mélangées.  Cependant,  la  pression  devra  croître  consi- 
dérablement aussitôt  qu'on  se  trouve  sur  la  surface  réglée  du 
second  pli.  La  question  de  savoir  si  des  substances,  qui  ne 
se  mélangent  pas  sous  pression  ordinaire ,  peuvent  former  un 
mélange  homogène  sous  des  pressions  élevées,  ne  peut  donc 
être  résolue  que  par  l'examen  de  la  forme  du  second  pli. 
Pour  décider  si  les  substances  sont  susceptibles  de  se  mélan- 
ger dans  toute  proportion,  il  faudra  rechercher  si  la  surface 
contient  un  point  de  plissement  du  second  pli  ou  si,  au  con- 
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Fig.  4. 

Surface,  représentant  l'énei^ie  libre  d'un  mélange  de  deux  substances 
à  température  invariable.  Dans  la  ligure  la  surface  est  vue  de  dessous.  La 
région  des  petits  volumes  se  ti'ouve  en  bas  de  la  figui-e.  Les  Fils  tendus 
représentent  les  droites  joignant  les  points  qui  indiquent  des  phases  coexis- 
tantes. Le  point  d'où  partent  deux  droites  différentes  représente  la  phase 
gazeuie  qui  est  en  équilibre  avec  deux  phases  liquides. 
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traire,  le  second  pli  se  continue  indéfiniment  en  haut.  Il  est 

probable  qu'une  valeur  positive  de  — — î  décidera   en  faveur 

de  l'existence  du  point  de  plissement,  même  à  des  tempéra- 
tares  très  basses. 

§  12.  Pour  démontrer  cette  dernière  proposition,  remarquons 
que  les  points  de  la  courbe  binodale  du  second  pli,  lorsqu'on 
désigne  par  x,  et  x,  la  composition  des  deux  phases  coexis- 
lantes  et  par  V,  et  V^  leurs  volumes,  devront  satisfaire  aux 
conditions  suivantes: 

|v,-v,-(..-.,,(îL)jA  = 


■v 


'  -f  ''1'  y 


et|..-.,-,..-.,,(^)|*  = 

3,1/1     a^v»   /    3jif.    N  » 

=  (x^  -  X,)     -^ .     .         -  . 

3,  If» 

Les  seconds  membres  de  ces  équations,  dès  que  la  pression 
dépasse  celle  des  trois  phases  coexistantes,  sont  nécessaire- 
ment positifs,  si  noua  posons  3;^  ■>  3;,,  Lorsque  -j^est  positif 

et  ~  négatif,  les  deux  phases  se  rapprocheront  en  compo- 
sition par  l'effet  d'un  accroissement  de  pression.  C'est  ce  qui 
arrivera  quand  on  a 

V.-V,-(..-.,)(i^)^>0 
et 

V,-V,—  (so,  -  x,)(^\   <  0. 
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Considérons  la  surface 


P=i 


MRT 


-b^      r* 


et  menons  un  plan  sécant  parallèle  au  plan  X  V;  nous  ob- 
tiendrons les  points  pour  lesquels  p  est  constant.  Or,  V,  et 
V,  représentent  des  petits  volumes  (volumes  liquides)  situés 
sur  une  même  branche,  pour  laquelle  la  pression  est  Constante, 
et  on  pourra  donc  écrire: 

r,  =  F,  +  {.,-..)  (^)^  +  L._^  ^__.)  +  etc. 

ce  qui  rend  probable  que,  pour  tous  les  points  de  cette  branche, 

on  obtiendra  une  valeur  positive  de  F, —  F, — (a;, — cr,)  (  - — -\ 

lorsque  (:r--|-)     est  positif. 


e 
De 

MltT\ 


\  P    /  P  P 

il  suit 

\  \  p      /  p  ^  \^X  J pT  Oar       p   Zx     pdx 

Pour  des  valeurs  très  élevées  de  p  la  valeur  de  Rapproche 
indéfiniment  de  b  et  par  conséquent  aussi    {^]       ^^  \^~h 

x-T  1     on  trouvera  pour   les  valeurs  très  é 
dx'  )p 


^1T\ 

dx^  J 
p  que  le  signe  de  cette  valeur  est  déterminé  par  celui 


1  >^n 
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et 

Pour 

hr  =b,  (1  —xy  +2b,.iX[l~x)  +  bjX* 
on  obtient 

^_!^  =  2(6,+  6,  — 26,.,). 

Or,  d'après  le  résultat  trouvé  par  M.  Lorentz  '),  pour 
6,  =  I  ff,'  et  6i  ^  ï  ff,',  on  obtient  6,.,  :=  |  s^  où  s  désigne  la 
distance  à  laquelle  s'entrechoquent  les  molécules  hétérogènes, 

c'est-à-dire  i,.j  =  5  I  '  q  —  )■  La  substitution  de  ces  valeurs 
dans  l'équation  de  ---^  donne 

=  1(^6";— ^67)'(^ï;+^6,), 

valeur  toujours  positive.  Il  en  résulte  que,  même  dans  le  cas  où  un 
commencement  de  compression  éloignerait  les  deux  phases  l'une 
de  l'autre,  elles  devront  néanmoins  se  rapprocher  pour  des 
pressions  très  élevées  et  selon  toute  probabilité  coïncider  fina- 
lement. Cependant,  comme  le  coefficient  de  -^  est  très  faible, 

l'accroissement  de  pression  devra  être  très  considérable  pour 
opérer  une  variation  sensible  dans  la  composition  des  phases. 

§  13.  Ija  surface  ip  que  nous  avons  considérée  jusqu'ici  se 
rapporte  à  une  composition  à  nombre  constant  de  molécules.  ■ 
On  aurait  pu  construire  également  une  surface  «i  en  suppo- 
sant que  le  poids  du  mélange  reste  le  même. 

Construisons  les  ordonnées  jp  pour  les  phases  homogènes  de 
mélanges  se  composant  de  1  —  x  kilogrammes  de  la  première 
substance  et  x  kilogrammes  de  la  seconde.  La  surface  v  ainsi 

I)  Je  me  sers  de  la  valeur  de  fr^  trouvée  par  M.  Lorentz  parce  qu'elle 
est  plus  simple  que  celle  que  j'avais  obtenue  précédemment  moi-mf.me,  et 
parce  que  j'estime  possible  qu'un  calcul  plus  rigoureux,  établi  d'après  les 
principes  que  J'avais  admis,  m'eQt  conduit  à  la  même  expression. 
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obtenue  conduit  aux  mêmee  règles  pour  déterminer  les  phases 
labiles  et  stabiles  et  celles  qui  peuvent  coexister.  Les  segments 
que  le  plan  tangent  coupe  des  axes  représentent,  pour  cette 
surface,  les  quantités  ^,  et/tj  mêmes.  H  est  certainement  digne 
de  remarque  que  deux  surfaces  différentes,  —  et  on  pourrait 
en  construire  encore  d'autres,  —  peuvent  servir  pour  les  mêmes 
recherches.  Il  y  a  des  cas  où  la  surface  tp  construite  pour  poids 
constant  doit  être  préférée  à  celle  que  nous  avons  employée 
ci-dessus. 

Dans  notre  nouvelle  supposition,  f  obtient  la  forme  : 


P  — 


[6,(l-3:)ï+26,.,  ^  x{l—x)^  r^^V^,*)] 


0,(1  _»)*  +  2a;,.,  ^a(l— ar)  +o-f^^  «» 

—  —^-^ ^, Po    f'i-o, 

OÙ  m,  et  m,  représentent  les  poids  moléculaires  des  deux 
substances, 

§  14,  Les  considérations  qui  précèdent  peuvent  s'appliquer 
également  à  l'équilibre  d'une  substance  unique  dont  les  molé- 
cules sont  susceptibles  de  se  combiner,  de  manière  à  former  des 
molécules  doubles.  On  aura  alors  m,  :  «1^=  \.  Si  nous  cherchons 
les  conditions  pour  lesquelles  l'énergie  libre  totale  devient  mi- 
.  nimum,  nous  trouverons  les  mêmes  règles,  à  l'exception  d'une 
seule.  Comme  conditions  supplémentaires  nous  avons  trouvê,pour 

le  mélange  de  deux  substances,  aussi  bien|pa;d^=  G,  que 
/  ç  (1  —  i)  d  A  ^  C, .  Maintenant  que  les  deux  substances  doi- 
vent être  considérées  comme  pouvant  se  transformer  l'une 
dans  l'autre,  l'une  des  conditions  s'évanouit  et  il  ne  reste  que 

I  çdk^=C.  Tandis  que  précédemment     (-y^J     =/*»—/*! 
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devait  avoir  une  valeur  constante  pour  les  phases  coexistantea, 

nous    trouvons  maintenant   (t^I    ^0   ouu,  ^u,,  c'est-à- 
\:ixjv 

liire    que    le   potentiel    thermodynamique  conserve  la  même 

valeur  pour  la  substance  considérée,  soit  qu'elle  se  présente  en 

molécules  simples,  soit  qu'elle  consiste  en  molécules  doubles. 

Cependant,  si  nous  voulons  tirer  des  conséquences  de  la  valeur 

absolue  de  [  —*  J    ,  la  fonction  linéaire  de  x,  à  laquelle  conduit 

l'analyse  exacte  de  y*,  ne  pourra  plus  être  négligée.  Pour 
déterminer  <f  {x),  si  nous  posons 

V  =  —jp  d  F  +  <p  {x), 

nous  avons  à  considérer  que,  pour  un  mélange,  composé  de 
(1  —  x)  kilogrammes  de  molécules  simples  et  x  kilogrammes 
de  molécules  doubles  et  occupant  un  espace  très-étendu,  on 
peut  écrire,  —  aune  erreur  près  qui  devient  nulle  pour  un 
volume  infiniment  grand,  — 

E~E,  (1  — a;)  +  E,x 
et 

rç=TJB,  {l^x)log  ^  +R^xlog-+H^{\—x)  +  H^x\ 

d'où 

•('  =  —  jpdV  +  q,{x) 

=  \B,(i^x)  +  R,x\Tlog(V-b,)-^  +  ^{x) 

=  E,  {1-x)  +  E,x~T\  R^{l-x)log  ^^+R^xlog-  + 

+  S,(l  —  x)+  Hjx\    +    Erreur, 
ou 

,f{x)  =  E,{l—x}  +  E^x+  T\R,  (\_—x)log{i~x)  + 
___  +R^xlogx^H,{l~x)  —  H^x\    >) 

I)  E,  -  E,  est  la  perte  d'énergie  qui  résulte  de  la  transformation  d'un 
kilogranime  de  molécules  simples  en  molécules  doubles,  //,  —  //,  est,  rie 
rnÉmi^,  la  perte  d'enti'0|iie  qui  nccompagne  cette  réaction. 
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La  valeur  de  p  contient  x  sous  une  forme  qui  peut  sembler 
très  compliquée.    Cependant,    si    noue    considérons  1°,  que 

/?,!=—'  ,2°.que  — !  ^  Vs  et  3°.  que  probablement  o,  j^  2  a,, 

o,  '=4a,  et  6,  =2  6,  et  enfin  si  nous  posons,  par  approxi- 
mation, 6,  4-  ft,  —  2  A,  j  =  0,  ce  qui,  tant  que  la  matière  se 
trouve  à  l'état  gazeax,  ne  peut  causer  qu'une  en  our  négligea- 
ble, on  aura 

En  prenant  P(,  pour  unité  de  pression  et  P",.,,,  le  volume 
d'un  kilogramme  de  molécules  simples,  pour  unité  de  volume, 
on  obtient: 


fl  —  l"!  R  T 


T 


-(ff, -H,) 


Comme   (  =^  )     doit  être   nul,  le  contour  apparent  de  la 

surface  ip  sur  le  plan  y  V  donnera  les  valeurs  de  yi.  On  pour- 
rait les  trouver  encore  sur  la  surface  ip  même,  en  cherchant 
dans  chaque  section  perpendiculaire  à  l'axe  des  V  le  point  le 
plus  bas.  Lorsque  la  température  est  au-dessous  de  la  tem- 
pérature   critique  des  molécules  simples  (celle  des  molécules 

i)  Cette  équation,  si  l'on  a  égard  à  celle  de  p,  est  entièrement  conrorme 
aux  résultats  des  expériences,  même  pour  des  densités  qui  diffèrent  très-peu 
des  densités  théoriques  des  molécules  simples  et  doubles.  Je  me  propose 
de  le  démontrer  dans  une  autre  occasiion. 
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doubles  dçvra  être  deux  fois  plua  élevée,  au  moins  quand  les 
suppositions  que  nous  avons  faites  à  l'égard  des  constantes 
se  vérifient)  le  premier  pli  devra  exister  sur  la  surface  y>.  Le 
plan  tangent  aux  pointa  de  la  courbe  binodale  qui  est  eu 
même  temps  perpendiculaire  au  plan  \p  V  fera  connaître  les 
phases  liquides  et  gazeuses  coexistantes  et  les  quantités  des 
molécules  simples  et  doubles.  La  droite  qui  réunit  les  deux 
pointa  de  contact,  étant  une  bitangente  de  la  surface,  indique 
la  coexistence  des  deux  phases  en  proportion  variable  et 
montre  que  la  pression  reste  invariable  lorsque  la  phase  ga- 
zeuse chatte  en  phase  liquide,  ainsi  que  cela  arrive  lorsqu'il 
n'y  a  pas  de  dissociation.  Contrairement  à  ce  que  j'avais  pré- 
sumé antérieurement,  l'invariabilité  de  la  pression  ne  peut 
donc  pas  servir  pour  reconnaître  ai  les  molécules  simples  se 
sont  combinées. 

§  15.  L'intervention  de  forces  extérieures,  telles  que  la 
pesanteur,  devra  modifier  les  règles  qui  servent  à  faire  con- 
naître   les   phases  qui  peuvent  coexister.  Dans  la  condition 

fondamentale,  que  |  (,'  if  0  ^  soit  minimum,  il  faudra  prendre 

en  considération  que  tp  représente  maintenant  la  somme  de 
l'énergie  Ubre  thermodynamique  du  mélange  et  du  potentiel 
des  forces  extérieures  et  pourra  donc  dépendre  de  la  hauteur 
h  du  vase.  Le  raisonnement  du  paragraphe  3  conduit  alors 
aux  relations 


\,  5"^  /  F. 


L'intégrale  pourra  donc  être  une  fonction  de  h  et  on  pourra 

Écrire 
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Si  nous  désignons  par  ifr'  l'énergie  thermodynamique  libre, 
on  posera,  lorsque  l'on  considère  la  surface  ip'  pour  poids 
constant  du  mélange, 

ip^  yt'  ■{-  gk , 

et   les   deux    coefficients   différentiels    qui   doivent  être  nuls 

donnent 

L  Py\     —  J_  Pf'\      =    v'  +  gft  — ju,  ~x{fi^  —ft,) 

V  \^vj.k~    V     \0Vj.  ~F^ 

\:}xJfa     \3xjr       '^^      '^' 

ou 

Le  nombre  des  phases  qui  peuvent  coexister  est  donc  aussi 
grand  que  celui  des  hauteurs  différentes  qui  existent  dans 
l'espace  qu'occupe  le  mélange,  c'est-à-dire,  infini.  Elles  sont 
indiquées  par  les  plans  tangents,  dont  l'intersection  avec  le 
plan  1^'  X  forme  des  droites  parallèles  à  la  direction  invariable 
fi — l*f  -^^  distances,  auxquelles  ces  plana  coupent  l'axe  des 
ifi,  diminuent  de  gh  lorsque  la  hauteur  du  point  de  l'espace 
à  laquelle  la  phase  se  rapporte  augmente  de  h.  Pour  toutes  les 
phases,  ft,  et  f*,  sont  égaux,  mais  ces  quantités  ne  désignent 
plus  les  segments  de  l'axe  des  ij)' coupés  par  les  plans  tangents. 
En  differentiant 

ip'  +  y  V=f,,  +aT(^,  _^j)_(,;i 
on  obtient 

dv'+  Vdp^  — pdV  +  ifij  — f*t)<i^  —  yd/i 
c'est-à-dire  V dp^  — ff^f''  ou  dps=  —  pgdk,  équation  con- 
nue de  l'hydrostatique.  Non  seulement  la  pression  mais  aussi 
la  composition  du  mélange  sera  différente  pour  les  phases 
coexistantes,  La  relation  entre  les  variations  de  x  et  de  h  se 
trouve  comme  il  suit. 
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De  fil  — fi,  =  G  on  déduit 

Ht_^_^JLO  dx  +  ^i^V^^'  dp  =  0 

ZXp  S  Pi 

OU 

Mais,  comme 
ma  /  3  ip'  \  ' 

afr,  — y,)  ^ a' y _  yortaF^ 


De  plu! 
Donc; 


a?»  \aa:/; 


Gomme  V  est  égal  à  —  ,  on  aura 


-=l^"(a- 


i' V»A  fVa»A' 

par  conséquent: 

/        /avri 

a^_Uay;   /,,,_!.„  (-a  A   ^^ 

l  "ÔF       / 

Pour  les  phases  stabiles  le  premier  membre  est  positif.  Il 
en  résulte /—J>  0  lorsque  (-^J     <  0,    et   réciproquement. 

Les  propriétés  indiquées  par  ces  équations  sont  connues 
pour  des  mélanges  tant  gazeux  que  liquides.  Mais  au  moyen 
de  la  surface  ifi  on  pourrait  encore  déterminer  numériquement 
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la  composition  d'un  mélange,  tel  que  l'eau  et  l'alcool,  dans 
les  couches  de  différentes  hauteurs,  lorsque  le  mélange  est 
arrivé  à  l'état  d'équilibre.  Pour  des  gaz  peu  denses,  on  ohtient 
)a  valeur  que  l'on  calcule  d'après  la  règle  connue,  qui  consiste 
à  considérer  le  mélange  comme  résultant  de  la  superposition 
de  deux  gaz  isolés  et  à  égaler  la  pression  du  mélange  à  la 
somme  des  pressions  des  gaz  composants. 

Si,  pour  la  solution  de  ce  problème,  on  eût  voulu  se  servir 
de  la  surface  yi'  à  nombre  constant  de  molécules,  en  aurait 
dû  poser 

^  =  ^'+  [M,  {l—x)  +  MjXJgh. 

On  trouve  alors  que  le  plan  tangent,  au  point  qui  représente 
la  phase  existant  à  la  hauteur  A  ==  0,  coupe  les  deux  axes 
V'  à  des  distances  /i,  M,  et  /*,  jMj  de  leur  origine.  Pour  les 
phases  qui  se  présentent  à  la  hauteur  h,  ces  distances  sont 
/* ,  Af ,  —  M,  gh  et  fi^  M^  —  M^gh.  De  plus,  dans  ce  cas  on  a 

d'où  il  résulte  que  (  r^  )    +  (J",  —  MA  gh   a    une    valeur 

\0X  J  F 

constante. 

Dans  l'état  gazeux  du  mélange  la  surface  ^i'  satisfait  à  la 
relation 


P^]    =  MRTlog' 


Donc,  lorsque  la  pesanteur  agit  sur  un  mélange  de  deux  gaz, 

la  valeur  MRT  log  =— — \-{M^~M^)gK  devra  être  constante. 

Désignons  par  3:^  la  composition  du  mélange  pour  h^O. 
On  aura 

MRT  log    -^  ^—^  =  (M,  —  M,)gk 
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OU  ,  X       1~X„  gh    /    1  1    \ 

'"S  j:::^  ^  -  T  (.57  -  ât)' 

équation  valable  aussi  bien  lorsque  - —  exprime  la  compo- 
sition en  poida  que  lorsqu'il  représente  le  rapport  du  nombre 
de  molécules.  Même  en  considérant  que  g,  à  la  surface  du 
soleil,  a  une  valeur  environ  28  plus  forte  qu'à  la  surface  de 
la  terre,  il  paraît  peu  probable  que  la  dernière  équation  puisse 
se  concilier  avec  l'hypothèse  que  les  couches  de  l'atmosphère 
du  soleil  soient  séparées  aussi  nettement  que  l'admet  M.  Brester 
dans  sa  récente  étude  sur  les  phénomènes  que  présente  la 
surface  de  cet  astre.  On  peut  remarquer  de  plus,  que  la 
valeur  élevée  de  la  température  devra  compenser  l'effet  d'un 
accroissement  d'attraction. 

§  16.  Pour  examiner,  dans  le  cas  le  plus  général,  les 
conditioDS  auxquelles  doivent  satisfaire  les  phases  coexistantes 
d'un  mélange  de  deux  substances  soumises  à  l'action  de  forces 
extérieures,  noua  désignerons,  comme  précédemment,  par  tp' 
l'énergie  thermodynamique  libre  d'une  quantité  M,  (1 — a:) 
+  M^x.  L'énergie  provenant  des  forces  extérieures  sera  re- 
présentée par  M ,  (l~x]P,  +MiXP,,  où  P,  et  P,  expri- 
ment les  potentiels  de  ces  forces  par  unité  de  poids  pour 
chacune  des  substances.  Bans  beaucoup  de  cas  ces  quantités 
seront  égales,  comme  dans  celui  examiné  au  paragraphe  pré- 
cédent. Dans  d'autres,  comme  lorsque  les  substances  éprou- 
vent des  actions  magnétiques,  ou  l'attraction  des  parois  du 
Tase,  elles  seront  inégales.  Toujours,  cependant,  elles  pourront 
être  regardées  comme  étant  des  fonctions  des  coordonnées 
a,  §,  y  des  points  où  les  actions  extérieures  agissent,  de  sorte 
qu'on  peut  poser  i*,  =  qt,  («,  (î,  y)  P,  =  Çj  («,  (S,  y).  La  quan- 
tité i/i'  ne  dépend  que  de  x  et  de  V.  En  désignant  de  nouveau 
par  ifi  l'énei^e  libre  totale  du  système,  on  aura 

V  =  V.'  + M,  (1— a:)P,  +  M^xP^ 
et  il  devra  être  satisfait  à  la  condition  que 
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est  minimum,  tandis  que 

|||iikz£ld„,ifd,  =  C,    et///  ïl^   <i„<i?,J,.C.. 

Selon  les  règles  du  calcul  des  variations  on  pourra  tenir 
compte  de  ces  conditions  accessoires  en  déterminant  les  con- 
ditions qui  rendent  minimum  la  valeur 

OÙ  /*,  et  /*j  représentent  deux  nouvelles  constantes.  Le  fac- 
teur de  dadC  dy  est  une  fonction  de  x,  V,  a,  |î  et  /.  Mais  ce 
ne  sont  que  les  coefficients  diftérentiels  par  rapport  à  a;  et 
à  V  (a,  ^  et  ;-  étant  supposés  constants)  qu'il  faudra  égaler 
à  zéro.  On  aura  donc 

A ^_ J  =0  . .  (I, 

et      j  ry'-  M.  (1  - 1)  fai— P,)  -  Jf,»  (y.-P.)-! 

T^h =0"TO 


Il  en  résulte  que  la  quantité 

y'  —M,  (1  -«)  p.,  —  P,)  —  H,  »(fi,  — P,) 

V 

ne  devra  dépendre  ni  de  x  ni  de  F,    c'eatrà-dire  qu'on  aura 

»  -  M ,  (1  -  »)  (p,  —  P,)  —  «,a:  (p,  —  P,)  -  —  V/(a,  f,  y) 

tandis  que  d'après  (I) 

et  par  suite 

?=/{",?,  y) 
et  d'après  (H) 
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Le  calcul  des  segments  qu'un  plan  tangent  à  la  surface  tp' 
coupe  respectivement  de  l'axe  des  tp'   et   d'un  axe  parallèle 

au  point  a;  =  1  et  F  =  0,  savoir  des  valeurs  ^' —  ^  (^ —  ) 

le  premier  de  ces  segments  M,  (fi,  —  P,),  pour  le  second 
^i  if^i — ^i)-  Si  donc,  pour  un  certain  point  de  l'espace 
occupé  par  le  mélange,  on  connaît  la  phase  qui  s'y  présente, 
et  que  pour  cette  phase  on  construise  le  plan  tangent  à  la 
surface  yi',  on  trouvera  la  phase  qui  existe  dans  un  point 
quelconque  de  cet  espace  en  diminuant  de  M,  P,  et  de 
Af,  P^  les  segments  que  ce  plan  tangent  coupe  des  deux  axes 
et  en  menant  par  les  points  ainsi  déterminés  un  nouveau 
plan  tangent  à  la  surface  ^p'.  Le  point  de  contact  de  ce  dernier 
plan  fera  connaître  la  phase  cherchée.  Cette  construction 
suppose  qu'au  premier  point  les  potentiels  P,  et  P,  sont 
zéro.  On  trouve  de  cette  manière  aussi  bien  la  quantité  x  qui 
exprime  la  composition  du  mélange,  que  la  pression  qu'il 
exerce.  Analytiquement,  cette  propriété  est  exprimée  par 
les  équations 

y  -  ■«  Ç-^)   +  V  r  +  M,p,  =  c,  .  .  ,  .  (ffl) 

«'  V'+(l-»)(°j|')^+P''  +  *.P.=  c, (IV) 

En  difEérentiant  l'équation  {III)  on  obtient 

Comme  la  somme  des  trois  premiers  termes  est  zéro  et 
que  d  (r^  )  =  —  Jtfi  dP^  +  M,  dP,,  l'équation  devient 
simplement 

Vdp  =  —  \M,(l~x)dp,  +  M^xdP^  I  .  .  .  (V) 

d'où  l'on  peut  déduire  C^\  .  P/\  et  P-P\  ,  c'est-à- 
dire  les  équations  connues  de  l'hydrostatique. 
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De  même  on  peut  exprimer  les  variations  de  la  compo- 
sition, c'est-à  dire  les  valeurs  de  dx  en  fonction  des  variationa 

des  coordonnées  de  t'espace,  en  développant  d  {  -^  \  .  On 
trouve  (IV) 

\  SV      I 

Comme  cas  particulier,  nous  posons  i',  =0,  Les  forces  exté- 
rieures n'agissent  donc  que  sur  la  seconde  des  deux  sub- 
stances. On  a  alors 

rdp=-M,xdP, 
et 

\?l^-i!§à-L.  =  -M,dpAi~l('J^\   t...(vn) 

\  3F"       ) 

Lorsque  x  est  très  petit,  le  fauteur  de  dx  se  réduit  à   — ~ 

et  l'on  peut  poser 


En  éliminant  d  P^  et  en  introduisant  dp,  on  obtient  la  même 
valeur  que  celle  de  la  pression  osmotique,  savoir 

MR  Tdx         V   . 
— 7î 7-  =  ~   dp 

X{1  —  X)  X         '^ 

ou 

MRTàx 
^P=—y—. 

Cette  équation  peut  se  formuler  ainsi: 
^Lorsque,  par  l'action  de  forces    extérieures  sur  une  des 
matières  qui  composent  un  mélange,  le  degré  de  concentration 
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diffère  en  deux  points  contigus  d'une  quantité  A  x,  il  en 
résultera  une  différence  de  pression,  qui,  —  pour  de  faibles 
degrés  de  concentration,  —  sera  égale  à  la  pression  qu'un 
nombre  A  a:  de  molécules  exerceraient  à  l'état  gazeux  contre 
les  parois  d'un  vase  qui  aurait  le  volume  V, 

§  17.  Si  l'on  compare  la  valeur  de  -^  qui  résulte  de  l'équa- 
tion (VTI),  savoir 

et  la  valeur  de  J-,  trouvée  antérieurement  pour  le  cas  où  de 

deux  phases  coexistantes  (état  liquide  et  état  gazeux)  on  passe 
à  deux  autres  peu  différentes  des  deux  premières,  valeur 
donnée  par  l'équation 


i  y 


3V_  \ixzvj  )_  dp  \Y,  —  y,_(  3y\   I 

I  Oa;*  S^ifi'      ^       de',  i  ij — a,  V^J^.'A  i 


on  trouve  pour  a:  =  a:, 

En  posant  dx,  =:da;,'  on  peut  déduire  de  cette  équation  le 
rapport  des  pressions  qui,  dans  chacun  de  ces  cas,  doivent 
être  appliquées  pour  passer  de  l'un  des  degrés  de  concen- 
tration à  l'autre. 

L'équation  se  simplifie  particulièrement  lorsqu'on  suppose 
X  lui-même  très  petit.  On  obtient  alors 

V,dp=  F,  dp— ^   . 

Si  la  seconde  substance  est  de  telle  nature  qu'elle  ne  se  pré- 
sente pas  dans  la  vapeur,  î:,  sera  zéro  et  l'équation  devient 

r,  dp  =  —  v^dp 

i)  Voir  les  équations  A,  pag.  15. 
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OÙ  V,  représente  un  volume  liqtiide,  V'j  un  volume  gazeux, 
—  ~-  étant  l'abaissement  de  pression  pour  une  quantité  mo- 
léculaire, et  ^  la  quantité  expliquée  plus  haut. 

Lorsque  x  est  petit,  la  quantité  J- 
simple.  En  effet,  on  peut  alors  poser 

S^ip- _  \t)x:>Vj    _    MB  T 

3a:^  3»v'  x{l  —  a:) 

ou 

*^*    ""'^x.a-x,)    dx\  ^'■ 

Mais,    comme    Fj    représente    un    volume    gazeux    et  que 
MB  Tt7=p'Vj,  on  peut  encore  écrire: 

,  x^  —  X,  0  p' 

''    ~ï,       ^'dx',  ' 
Si  la  seconde  substance  ne  passe  pas  dans  la  vapeur  et  que 
par  conséquent  a^i  =  0,  on  aura 


Cette  équation  exprime  la  règle  connue  pour  l'abaissement 
de  pression  produit  par  des  corps  qui  n'entrent  pas  dans  la 


„L'abaissement  de  pression  pour  un  nombre  A  a;  de  molé- 
cules est  pA  X." 

Mais  on  voit  que,  tant  que  a:,  n'est  pas  zéro,  ou  insensible 
par  rapport  à  a;,,  la  règle  fait  défaut;  — il  peut  même  y  avoir 
augmentation  de  pression  au  lieu  d'abaissement. 

Les  considérations  présentées  plus  haut  permettent  d'indi- 
quer les  circonstances  qui  détermineront  si  x^  pourra  être 
égal  à  zéro. 
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L'égalité  de  (  -^  ]     pour  les  deux  phases  donne 

MBT\og 


^1—3;,      x^  (te  F,  *^i— * 

Pour  que  -i  soit  très  grand,  il  faut  que  -j-  ait  une  va- 
leur positive  très  élevée  ou  que  a,.  ^  soit  beaucoup  plus  grand 
que  a,.  Une  valeur  de  x^  rigoureusement  égale  à  zéro  est 
aussi  peu  compatible  avec  cette  théorie,  que  le  fait  d'une 
substance  qui  ne  se  volatiliserait  nullement  aérait  incompa- 
tible avec  les  théories  moléculaires  proposées  jusqu'ici. 

§  18,  Les  cas  dans  lesquels  l'une  des  deux  substances  est 
sujette  à  la  condition  d'occuper,  soit  intégralement,  soit  en 
partie,  une  région  déterminée  de  l'espace,  tandis  que  l'autre 
substance  peut  se  distribuer  librement,  selon  les  conditions  de 
l'équilibre,  dans  l'espace  entier,  peuvent  être  traités  dans  cette 
théorie  en  laissant  indéterminée  l'une  des  deux  conditions 
auxquelles  doivent  satisfaire  les  pointa  où  le  plan  tangent  ren- 
contre les  deux  axes  des  tfi.  Soit  la  substance  qui  peut  se 
déplacer  librement  par  tout  l'espace  celle  que  nous  désignons 
comme  la  première.  Le  segment  que  le  plan  tangent  coupe 
du  premier  des  axes  de  y,  savoir  i*,  M,,  devra  alors  être 
le  même  pour  les  deux  parties  de  l'espace,  tandis  que 
ftj  M^  peut  avoir  une  valeur  différente  pour  ces  deux  parties. 
Soient  données  la  première  phase  et  la  composition  de  la  se- 
conde. On  n'aura  alors  qu'à  mener  à  la  surface  y  un  plan 
tangent  tel,  qu'il  coupe  du  premier  des  axes  de  ip  un  segment 
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égal  à  celui  du  plan  tangent  de  la  première  phase,  et  dont, 
en  outre,  le  point  de  contact  avec  la  surface  ait  pour  ordonnée  la 
valeur  x  qui  exprime  la  composition  donnée.  La  position  de 
ce  plan  indiquera  alors  combien  la  valeur  de  p  devra  différer 
de  celle  de  la  phase  donnée. 

Soit,  pour  la  première  phase,  x-=0,  et  p,  — Ap,  la  pres- 
sion, cette  dernière  étant  plus  faible  que  la  pression  p,  de 
la  vapeur  saturée  de  ce  liquide.  Désignons  par  A  le  segment 
coupé  de  l'axe  Tfi  pour  3;  =  0  et  Ap,  =  0.  On  aura  alors  pour 
la  première  phase, 

M,  fi,  ^  A  —  Fj  ^P^• 

Soit  la  seconde  phase  une  phase  liquide,  pour  laquelle 
x=:x,,  et  posons  que  la  pression  soit  de  Apj  supérieure  à 
celle  de  la  vapeur  saturée  du  premier  liquide,  et  que  le  vo- 
lume soit  y, . 

De 

V,  Apî  —An,  M,  +XtA{ti^M,  —ft,M,) 
il  résulte 

fi,M,=A  +  V,  Ap^  —X,  A(n^M^  —  ^,Jtf,) 
ou 

V,  Apt  +  V^  Ap.  =«,  A{iitM^—fi,M,)  .    .  .  (A) 

La  valeur  de  x,  A  (,», J/j  — f*,^,)  peut  s'ohtenir  au  moyen 
des  deux  équations  qui  se  rapportent  à  la  coexistence  des 
états  liquide  et  gazeux  savoir,  lorsque  Ap  est  l'abaissement 
de  pression, 

—  Vj  A^  =  A/i,JM,  +  XjA{fi^Mj—fi^M^) 
et 

—  V,  Ap=  A /*,-¥,  +  X,  A(,i,jWj  — f,M,) 
ou 

(Vî  -  V,)Ap  =  {x,  —x^]A{fi^Mt—/^,M,), 
et  lorsque  la  deuxième  substance  ne  se  trouve  pas  mélangée 
à  la  vapeur: 

(V^  —  V,)Ap  =  x,  A{n^M^~n,3f^). 
L'équation  (A)  devient  ainsi 
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y,  iPl  +   ^lAP,  =(»'»  —  f'i)iP 
OU 

V,  (ip,  +  Ap)=  rj(Ap  — Ap,) (B) 

Soit  Ap,  =Ap,  on  aura  Ap,  ■=  —  Ap;  il  n'y  aura  donc 
pas  de  diflférence  de  pression  entre  les  deux  parties  de  l'espace. 
Soit  Ap,  =:0;  dans  ce  cas 

V,  A/»,  =  (r,  —  P',)Ap. 
C'est  ce  qui  arrive  lorsque,  à  côté  de  la  solution,  il  se  trouve 
dans  le  reste  de  l'espace  la  substance  dissolvante  à  l'état  pur 
sous  la  pression  de  la  vapeur  saturée,  soit  comme  liquide, 
aoit  comme  vapeur.  Cette  quantité  est  „la  pression  osmotique" 
découverte  par  M.  van  't  Hoff, 

y Y 

Pour  Apj  plus  petit  que  ~-y? — ^  A  p,  mais  cependant  po- 
sitif, il  y  aurait  équilibre  lorsque  la  première  phase  est  une 
phase  gazeuse  dont  la  pression  serait  plus  faible  que  celle  de 
la  vapeur  saturée,  mais  plus  grande  que  celle  de  la  vapeur 
en  présence  de  la  solution  libre. 

L'équation  (B)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

K,  (Ap, +Ap,)=(F,  _F,)(Ap-Ap,). 
Comme  Ap,  +  Ap,  exprime  la  différence  de  pression  dans 
lea  denx  parties  de  l'espace  et  Ap  —  Ap,  l'excès  de  la  pres- 
sion dans  la  partie  libre  de  l'espace  sur  la  tension  maximum 
de  la  solution,  il  en  résulte  que  ces  deux  différences  doivent 
varier  dans  la  même  proportion.  Cependant  on  ne  pourra 
conclure  à  cette  dernière  relation  que  tant  que  les  diffé- 
rences restent  faibles,  car  ce  n'est  que  dans  ces  conditions 
que  l'on  pourra  regarder  F,  comme  invariable. 
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Appendice   contenant   quelques  remarques 
sur  la  marche  de  la  courbe  spinodale. 

§  19.  L'équation  de  ta  projection  de  la  courbe  spinodale  de  la 
surface  (i/f,  X,  V)  est  donnée  par  la  condition: 

qui,  dans  nos  suppositions,  conduit  à  la  relation  suivante: 


MUT     mrt:)H 


\  x{l—w)  "^  V—b  Ùz^  "^ 
j    MRT        2a I 
i  {V-by~  F'  i  ~ 
ou  I     ^^^      Jf^r  2^6 
I  a^l— I)"*"  V—b  Da:^~ 
2  MBT^     1    Sb  Va 

(v—by  Tï"ô^  Lt 

Pour  x  =  0  et  a;  =  1,  l'équation  est  satisfaite  par  les  points 
pour  lesquels  on  a  en  même  tempe  : 

MRT         2_a_ 

(y_6)î  —  y»  —  "' 

c'est-à-dire  par  les  points  d'inflexion  des  courbes  jp  des  sub- 
stances isolées.  On  a  déterminé  ainsi  quatre  points  situés  sur 
l'axe  des  V  et  sur  la  droite  parallèle  à  cet  axe  et  située  à  la 
distance  a;  =  1. 

Pour  examiner  si  la  courbe    F=ij  contiendra  des  points 
de  la   courbe  spinodale,    nous  remarquons  d'abord  que  cela 

ne  pourra  pas  être  le  cas  lorsque  — ^  diffère    de  zéro.   Car, 

la  seconde  des  équations  A,  multipliée  par  {V — i)',  se  ré- 
duirait pour  V=:b  à 


Si  réellement,    comme  il    est  probable,  dans  le  cas  limite  le 
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volume  du  mélaDge  approche  de  celui  des  molécules,  c'est-à- 

'  3»* 

pression  de  bx  à  laquelle  conduit  la  théorie  pour  des  volumes 
éteudas,  savoir  : 

bx  =b,  {l~xy  +  2b,.^x(l-x)  +  b,x', 
elle  peut  s'écrire; 

b^  =b,(l—x)  +  b^x  +  (2b,^    -b,  ~b^)x(l~x), 

et  l'on  voitque  ,r—j  sera  zéro,  si  l'on  peut  poser2i|.,  =  i,  +  &,. 

Dans  ce  cas  la  question  de  savoir,  si  la  courbe  V=z  bx  con- 
tient des  points  appartenant  à  la  courbe  spinodale,  exige  un 
examen  spécial. 

Multiplions  par  (F — 6)*  la  seconde  équation  A  et  posons 
ensuite  V  z=b;  nous  aurons; 

MRT  _1  3^ffl        2  3&3Q_2a  /'3i\»_ 
x{\—x)      bZx'-       b^Zx^x      b^\t>x)—^' 


MRT   _      b 

x{l — x)        Ox^  ' 

Les    valeurs  de  x  qui  satisfont  à  cette  équation  indiquent 

les  points  où  la  courbe  spinodale  rencontre  la  droite  V  —  b. 

La    condition   que    deux   points  d'intersection    coïncident 

conduit  à  l'équation 

,  ^bx 


{r^.ï 


-'■    '       '.=0, 


6,     X—x~h, 
équation  qui  a  une  racine  positive,  savoir  lorsque  i^  >  J,, 

_x — (t.— t|)+'^t|'  +  t,'~-i'i  t, 

1—»  —  6, 

ou  

i,—V^h'  +b'-b,b,    ,  ,            -b^  +  l^b,'+b'-b,b, 
j__i J ^i L_!el  l-x= ! ,    '    ,     ' i-î. 

ArCHIVKS   NéBRLANDAISES,   T.   XXIV.  4 
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L'équation 

MRT  __        b 

se  laisse  encore  ramener  à  la  suivante 

i  6,ï  '  i,»  "6,6,  i  i^ï 
Si  l'on  substitue  dans  le  second  membre  la  valeur  de  x  qui 
correspond  à  la  coïncidence  des  points  d'intersection,  l'équa- 
tion donnera  la  valeur  de  T  pour  laquelle  la  courbe  spinodale 
est  tangente  â  la  courbe  V^b.  Pour  les  valeurs  plus  faibles 
de  r,  il  y  aura  intersection  ;  pour  les  valeurs  plus  élevées  le 
point  de  plissement  et,  par  suite,  le  second  pli  ne  se  trou- 

j  --;    serait 

nul,  il  existe  une  température  au-dessus  de  laquelle  les  deux 
substances  se  mélangeront  complètement.  Cette  température, 
qu'on  peut  appeler  „la  température  critique  de  mélange  com- 
plet", est  le  zéro  absolu  lorsque 

a^        a,   2  a,.,   <  « 

b}       b}         M"i   =    ' 
Si  nous  supposons 

où  h  est  positif  et  peut  descendre  jusqu'à  zéro,  nous  trouvons 

6,  a^ 

La  plus  faible  valeur  de  a,.j  qui  permette  un  mélange 
complet  â  toute  température  est  donc 
(t , .  5  ^  l^a ,  a ,  . 
On  voit  que,  pour  2  o,.,  <(ïj  -t- di,  les  deux  substances 
pourront  se  mélanger  complètement  quelle  que  soit  la  tem- 
pérature. Cependant,  dès  que  a,.,  tombe  au-dessous  de  Va, a^ 
le  mélange  ne  peut  être  produit  qu'au-dessus  d'une  certaine 
température. 
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§  20.  On  pent  assigner  un  sens  assez  simple  à  l'expression 

=^ — I-   r^ r-V'  -  Considérons  la  surface  de  séparation  de 

deax  liquides  non  mélangés,  sous  le  minimum  absolu  de  volume. 
Les  quantités y-^  et  -^représentent  alors  les  forces  qui  empê- 
chent les  molécules  de  passer  à  travers  la  surface  de  séparation, 


Lorsqu'il  n'y  a  pas  de  mouvement  moléculaire,  l'équation 

correspondra  au  cas  d'équilibre  de  ces  forces.  Mais  le  plus 
faible  mouvement  moléculaire  suffira  pour  produire  le  pas- 
sage des  molécules  à  travers  la  surface  de  séparation  et, 
par   conséquent,   le    mélange    des  liquides.  Pour  des  valeurs 

positives  de  ,-t  +  tA  —    .  ',   '    le     mouvement   moléculaire 
b^       b^         b,bj 

devra    dépasser    certaine    mesure    pour   opérer   le   mélange. 

L'équation  (a),  ou 


MRT  =  2b 


■'■Ci  +  ^-Mr)^"'*''' 


fait  connaître  la  température  qui  correspond  au  mouvement 
moléculaire  requis. 

Cette  équation  admet  encore  une  autre  interprétation  assez 

simple.    La  quantité   —  r—  représente  l'énergie   potentielle 

que  possède  le  mélange  à  son  minimum  absolu  de  volume. 


représentent  cette  même  quantité.  Il  en  résulte  que 

exprime    l'accroissement  de  l'énei^e  potentielle  produit  par 
la    mixtion.  Si  elle  est  négative  la  mixtion  s'opérera  d'elle- 

4* 
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même,  sans  intervention  du  mouvement  moléculaire,  c'est-à- 
dire  à  toute  température  quelque  basse  qu'elle  soit. 
Comme 


o,        a,(l  — xy+  2(1, .1  a: (1  — x)  +  a^  x'* 

6,    "~                     I>,(1  —  x)  +  b^x                    — 

«1 

^^       ''h,^'^b,b,{l-x)+b,x\b,b,        V 

^î* 

le  dernier  terme  du  dernier  membre  de  cette  équation  eat 
ia  perte  d'énergie  qui  résulte  de  la  mixtion  des  deux  substances. 

Une    valeur  positive  de  ;-!i  -t-  7^  —  - — f^    indique    ainsi 
"t        "1  °t  "2 

que  le  mélange  se  forme  avec  accroissement  d'énergie  po- 
tentielle ;  il  doit  donc  être  provoqué  par  le  mouvement  mo- 
léculaire dû  à  la  température  dont  l'équation  (a)  fait  con- 
naître la  limite  inférieure.  Il  sera  superflu  de  remarquer  que 
les  considérations  qui  précèdent  se  rapportent  à  la  formation 
d'un  mélange  complet;  à  toute  température  devra  naître  un 
mélange  partiel. 

I  21.  Quand  on  peut  égaler  à  zéro  la  deuxième  dérivée 
de  b  par  rapport  à  x,  l'équation  de  la  courbe  spiuodale  peut 
s'écrire  comme  il  suit: 

'2aMRTV  \ 

Le  facteur  du  dénominateur  2  a  .~  —  (  ^  ^    a  une  valeur 

qui  est  indépendante  de  »,  savoir  4(a,0i — aî-i).  Dans  le 
cas  particulier  où  a, a,  ^a^.^  l'équation  (1)  est  du  troisième 
degré  par  rapport  à  V.  Des  trois  valeurs  de  F  qui  corres- 
pondent ainsi  à  des  valeurs  données  de  ir  et  de  T  il  y  en  a 
une  cependant  qui  est  située  en  dehors  de  la  surface  1;/,  parce 
qu'elle  donne  V  <zb.  En  posant  x  =  0  ou  x^\,  c'est-à-dire 
en  égalant  à  zéro  le  premier  membre  de  l'équation,  on  obtient 
pour  uue  substance  unique  non  dédoublable  trois  valeurs  de 


^ii=îL('2«=-"-('^»VV 
iaMETr  \      3i=        \lx)    J 
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V  qui  rendent  zéro  le  coefficient  (  ^J  ■  Une  de  ces  valeurs 
est  réelle  mais  <  6  et  ne  ae  s'applique  par  conséquent  pas  à 
un  cas  réalisable.  Les  deux  autres  sont  réelles  pour  des  tem- 
pératures inférieures  à  la  température  critique  de  la  substance, 
imaginaires  pour  les  températures  plus  élevées.  ')  Les  racines 
réelles  de  l'équation  (1)  sont  situées  en  dehors  de  celles  de 
l'équation  qu'on  obtient  lorsque  le  second  membre  s'évanouit; 
elles  le  sont  d'autant  plus  que  ce  dernier  augmente.  Nulle  pour 
a:=Oet(r=l,  la  valeur  de  ce  second  membre  atteindra 
vers  le  milieu  du  champ  un  maximum,  qui  cependant  ne 
coïncidera  pas  avec  xz=^. 

Pour  ai.a^  <oî-i  l'équation  en  T  sera  du  quatrième  degré, 
mais  la  nouvelle  racine  est  négative  et  n'offre  donc  aucun 
sens  pour  le  problème  qui  nous  occupe.  Comme  le  dénomi- 
nateur du  second  membre  a  une  valeur  >  1,  les  deux  branches 
de  la  courbe  binodale  se  sont  rapprochées  ;  en  d'autres  termes, 
elles  s'éloignent  moins  des  deux  branches  formées  par  les 
projections  des  pointe  d'inflexion  des  sections  de  la  surface 
perpendiculaires  à  Taxe  des  x.  Donc,  dans  ce  cas,  les  deux 
branches  de  la  courbe  binodale  forment  deux  courbes  qui 
traversent  le  champ  sans  présenter  des  inflexions  très  pro- 
noncées vers  le  côté  des  faibles  volumes,  Il  en  résulte  que  la 
surface  ne  présentera  qu'un  seul  pli. 

Lorsque,  au  contraire,  a^at  >aî.,,  et  que  par  conséquent 
le  second  terme  du  dénominateur  reste  négatif  en  vertu  de 
son  signe,  le  Second  membre  de  l'équation  (1)  peut  obtenir 
une  valeur  élevée  et  les  deux  branches  pourront  s'écarter 
considérablement.  L'écart  se  prononcera  surtout  du  côté  des 
faibles  volumes,  la  courbe  spinodale  pourra  couper  la  droite 
V ^h,  et  alors  le  second  pli  se  présente  nécessairement. 

Quoique,  ainsi,  le  signe  qu'obtient  la  valeur  a,Oj  —  a},, 
paraisse  êire  d'une  influence  prépondérante  sur  la  configura- 

1)  La  température  critique 'l'une  substance  unique  est,  d'après  nos  nota- 
tions, déterminée   par    la  condition;  MUT  =  •ij?  r^- 


by  Google 


54  M.   J.   D.   VAN  DBR  WAAL3.   THÉORIE 

tion  de  la  surface  et  que,  par  exemple,  le  nombre  des  racines 
F  >  0  de  l'équation  du  quatrième  degré  en  V  varie  selon  la 
valeur  de  ce  binôme,  un  examen  plus  approfondi  fait  voir 
que,  pour  les  branches  de  la  courbe  binodale  projetée  sur  le 
plan  x  F,  qui  peuvent  noua  intéresser  au  point  de  vue  pratique 
parce  qu'elles  sont  les  projections  de  points  réels  de  la  surface  %f>, 

»'? 

le  signe  de  -- —  offre  un  indice  encore  plus  important. 

Pour  les  températures  très  basses  et  lorsqu'on  a  a, a,  >  a^.,, 
il  peut  exister  entre  les  deux  branches  nommées  une  courbe 
fermée,  qui  indique  les  point»  au-dessus  desquels  la  surface 
est  concave  dans  tous  les  sens. 

Dès  que  la  température  dépasse  la  température  critique  de 
l'une  des  deux  substances,  la  courbe  spinodale  n'embrasse 
plus  toute  la  largeur  du  champ  ;  on  peut  trouver  ses  limites  ex- 
trêmes en  cherchant  les  points  pour  lesquels  l'équation  (1)  donne 


\Sx/T 


Les  observations  consignées  à  la  page  143  de  mon  écrit 
„Continuitat  des  gasfÔTmigen  und  fiuaaigen  Zustandea  ')  peuvent 
s'expliquer  par  l'examen  de  la  marche  que  la  courbe  bino- 
dale présente  dans  ce  cas.  Il  apparaît  alors  que  les  deux 
plis  que  nous  avons  distingués  dans  la  surface  doivent,  par 
rapport  à  leur  mode  de  formation,  être  considérés  d'ime 
autre  manière.    Lorsque  la  température  critique  du  mélange 

')  Ces  observations  se  rapportent  à  un  mélange  de  9  volumes  d'acide 
carbonique  et  un  volume  d'air  atmosphérique.  La  température  critique  de 
ce  mélange  était  25'^  C,  la  pression  critique  de  77,5  atmosphères.  En  con- 
tinuant de  diminuer  le  volume,  la  pression  augmenta  et  à  95  atmosphères 
le  mélange  était  redevenu  homogène.  On  trouva  les  valeurs  correspondantes 
20° ,4,  73  atmosphères,  103  atmosphères.  Le  mélange  était  encore  homogène 
à  19°,2  et  i06  atmosphères  et  à  2°  et  145  atmosphères. 

Un  mélange  de  7  volumes  d'acide  carbonique  et  3  volumes  d'acide  chlor- 
hydrique  donna  les  résultats  suivants; 
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{déterminée  par  la  valeur  c 


diminue    régulièrement  de- 


puis celle  de  l'une  dea  substancesjusqu'àoelle  de  l'autre,  ils  ae 
forment  comme  il  suit.  Soit  T*,  >  T*_,  Pour  une  valeur  de 
T  peu  inférieure  à  Tlt,,  il  s'est  formé  pour  F  ^36,  un  pli 
dont  le  point  de  plissement,  lorsque  la  température  continue 
à  baisser,  non  seulement  se  déplace  dans  la  direction  du  pli, 
mais  de  plus,  dans  le  cas  par  exemple  d'un  mélange  de 
COj  et  Cl  H,  dévie  vers  le  côté  des  petits  volumes. 


Dans  la  figure  5  la  courbe  tirée  en  plein  est  la  courbe 
binodale,  la  courbe  ponctuée  la  courbe  spinodale  pour  une 
température  qui  commence  à  approcher  de  la  valeur  Ti,.  Dans 
ce  cas  également,  on  peut  trouver  les  phases  coexistantes  en 
menant  chaque  fois  un  plan  bitangent.  Les  points  A  et  B 


Température  critique  =  31°,7.  Pre 

condensation, 
t  =  22,5  p  =  69 

(  =  0.  (j  =  39 

Dans    l'écrit   cité  (voir  la    note,  page  4)  M. 
qu'en  faisant  ces  expériences  il  n'avait  pas 
Cailletet    {Comptes    Rendus    XC,    p.    '210—211). 


mélange  de   5    ïolur 
atmosphérique,  a  trouvé: 

t  =     5°,5  10 


n  critique  =  90  atm. 

homogénéité. 


Waais  remarque 

de    celles    de  H. 
M .    Cailletet,   opérant 


I   d'acide    carbonique  et  v 
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forment  la  première  paire  de  points  conjugués.  Mais,  taudis 
que  du  côté  de  A  les  points  qui  se  succèdent  resteut  rap- 
prochés, ceux  du  côté  de  B  s'écartent  bientôt  sensiblement. 
Des  deux  côtés  les  points  se  rencontrent  en  C.  Au  point  P, 
où  la  tangente  de  la  courbe  binodate  est  parallèle  à  l'axç 
des  volumes,  est  située  la  limite  pour  les  mélanges  qui,  à  la 
température  adoptée,  peuvent  présenter  deux  phases  différentes. 
Le  point  P  représente  la  phase  que  l'on  considère  comme 
l'état  critique  du  mélange.  Mais  cette  température  ne  satisfait 

aucunement  à  la  valeur  '/,  -  — .    Pour  cette  dernière  valeur 

0 

le  point  P  pourrait  même  tomber  dans  la  région  des  états  labiles. 
Le  point  P  se  détermine  en  introduisant  dans  l'équation 

dx\  ar,  —a:,  \Zx, /P\      ^ 

la    condition   que  —= *-  ^  I  - — '-  ]    ,  d  ou  -r-  ^  f». 

^         «1  —  x^  \Da;,  Jp  dXj 

Mais,  soit  à  cette  température,  soit  à  une  température  plus 

basse,  dans  le  voisimage  de  P,  ils  s'est  déjà  produit  une  déviation 

latérale,  et,  déjà  avant  que  la  température  ait  baissé  jusqu'à  Tt,,\e 

point  de  plissement  s'est  montré  sur  la  première  courbe  binodale. 

La  configuration  qui,  pour  des  températures  très- basses,  présente 

la  forme  d'un  seul  pli  est  en  réalité  un  pli  double,  tandis  que 

le  second  pli  ne  constitue  qu'une  partie  du  premier. 


devient  encore  plus  compliqué.  Il  peut  arriver  alors  que  la 
courbe  binodale  soit  séparée  en  deux  parties  distinctes. 

A    CORRIGER: 

page  15,  première  formule  A  .  r-v?-;    lisez  ;    -j^-  - 
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D.   J.   SOBTEWEG-.     >) 

(Atmj  pne  planche). 


Dans  le  présent  travail  j'ai  essayé  de  faire  la  monographie 
de  certains  points  singuliers  des  surfaces,  comparables,  sous 
maints  rapports,  aux  points  d'inflexion  des  courbes.  De  même 
que  ceux-ci  chez  les  courbes  d'ordre  donné,  les  points  dont 
il  va  être  parlé  se  rencontrent,  chez  les  surfaces  d'ordre 
donné,  d'une  manière  générale  et  en  nombre  déter-. 
miné;  et  de  même  que  les  points  d'inflexion  sont  situés  sur 
la  courbe  de  Hesse,  les  points  en  question  appartiennent  à 
la  surface  de  Hesse.  Ils  possèdent  en  outre  une  propriété  qui 
est  analogue  à  la  propriété  principale  des  points  d'inflexion, 
â  savoir,  qu'on  peut  faire  passer  par  eux  une  tangente  ayant 
avec  la  surface  un  contact  d'un  ordre  supérieur  à  l'ordre  le 
plus  élevé  du  contact  des  tangentes  menées  par  un  point 
arbitraire. 

Ces  points  singuliers,  pour  lesquels  je  propose  le  nom  de 
points  de  pliasffment  *),   ont  encore  gagné  en  intérêt  dans  les 

I)  Traduit  des  Wiener  Sitzungsber.  Bd.  98,  Juillet  1889. 

1)  Dans  les  ouvi-ages  sur  la  Géométrie  de  l'espace,  ces  points  n'ont  gé- 
néralement pas  reçu  jusqu'ici  de  dénomination  spéciale:  tel  est  te  cas,  par 
exemple,  pour  le  traité  de  Salmon-Fiedler,  Analytische  Géométrie  des 
Uaumes,  3  Aullage,  9  Capitel,  et  pour  les  Mémoires  de  Cayley  qui  y  sont 
cités.  Postérieurement,  Maxwell  (voir  J.  Clerk  Maxwell,  Theory  of  ITeal, 
96  édition,  1888,  Chapter  XII,  p.  205)  a  employé  pour  ces  points  le  nom  de 
lacnodalpoint,  rappelant,  sans  contredit,  l'une  de  leurs  propriétés  caracté- 
ristiques. Néanmoins,  le  nom  de  opoint  de  plissement"  (en  angl.piaifjiotni 
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derniers  temps,  parce  que  leur  apparition  sur  les  surfaces 
thermodynamiques  a  une  importante  signification  physique  '). 
On  les  déiinit  ordinairement  comme  points  communs  à  la 
courbe  spinudale  (courbe  des  points  auxquels  la  courbure  de  la 
surface  est  nulle)  et  à  la  courbe  flecnodale  (courbe  des  points 
de  contact  des  tangentes  ayant  avec  la  surface  un  contact  du 
troisième  ordre),  on  sait  qu'en  eux  se  touchent  ces  deux  cour- 
bes et  la  courbe  connodale  (courbe  des  points  de  contact  des 
plans  bitangents) ')  on  connaît  aussi  leurnombre  sur  une  sur- 
face d'ordre  donné ');  maie,  à  ma  connaissance,  ils  n'ont  encore 
été  étudiés  soua  aucun  autre  rapport.  Combler  cette  lacume, 
tel  est  le  but  de  mon  travail,  qui  sera  divisé  en  deux  parties. 
La  première  Section  commence  par  l'examen  de  la  confi- 
guration d'une  surface  au  voisinage  d'un  point  de  plissement, 

en  allem.  Faltenpunkt,  en  holl.  piooijiitni)  ro^P^™''''"'i'ÏU^''*''coreinieu3: 
la  nature  des  points  doDt  il  s'agit.  Dans  un  mémoire  que  je  publierai 
plus  tard,  je  me  propose  (comparez  g  27  de  ce  mémoire-fi)  de  montrer,  en 
Èflet,  à  quel  point  la  production,  l'effacement  et  la  confluence  des  plis  d'une 
surface  en  voie  de  déformation  continue  est  régie  par  l'apparition,  la  dis- 
parition et  la  comcidence  de  ses  points  de  plissement,  et  comment  la  confi- 
guration tout  entière  des  plis  dépend  du  nombre  et  de  la  naturedes  points 
de  plissement  qui  doivent  apparaître  lors  de  la  formation  de  ces  plis  sur 
une  surface  primitivement  uniconvexe.  Au  reste,  la  circonstance  qu'à 
l'origine  de  chaque  pli  (qu'on  songe,  par  exemple,  an  jet  d'une  draperie) 
SB  trouve  un  point  de  plissement,  suffit  déjà,  k  mon  avis  pour  justifier  la 
dénomination  clioisie.  Le  nom  de  »points  asymptotiques",  donné,  dans  les 
publications  relatives  aux  surfaces  du  troisième  degré,  aux  points  de  plisse- 
ment qui  se  produisent  sur  ces  surfaces,  ne  me  semble  pas  à  recommander. 

■  )  Sur  la  signification  des  points  de  plissement  des  surfaces  thermo- 
dynamiques, voyez  Maxwell,  Theory  of  Heat,  loc.  cit.,  ainsi  que  le  Mé- 
moire de  M.  van  der  Waais,  Théorie  moléculaire  d'une  substance  composée 
de  deux  matières  différentes,  dans  le  présent  volume  des  Archives  néer- 
landaises. Chez  les  surfaces  tliermodynamiques  considérées  dans  ce  dernier 
travail,  la  température  joue  le  rdie  de  paramètre  variable,  et  il  se  peut 
donc  que  les  points  exceptionnels  du  premier  ordre,  dout  il  sera  question 
ici  au  g  -13,  se  réalisent  sur  de  pareilles  surfaces 

')  I^a  courbe  binodale  du  mémoire  précédent. 

3)  Salmon-Fiedier,  Analytische  Géométrie  des  Rautnes,  3.  Aufl,,  IX. 
Capitol,  §  476. 
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point  que  je  définis  d'une  manière  un  peu  différente  de  celle 
mentionnée  ci-dessus.  L'étude  de  cette  configuration  conduit 
alors  d'elle-même  à  une  division  des  points  de  plissement  en 
deux  espèces  principales,  auxquelles  se  rattachent  encore  deux 
cas  particuliers,  où  les  considérations  générales  perdent  en 
partie  leur  validité  et  qui,  comme  on  le  reconnaît  plus  loin, 
ont  rapport  à  des  points  de  plissement  doubles. 

Dans  la  seconde  Section  est  exposée  une  méthode  générale 
pour  explorer  la  manière  dont  les  pointa  singuliers  ae  com- 
portent sur  une  surface  qui  se  transforme  peu  â  peu.  Au 
moyen  de  cette  méthode,  —  susceptible,  je  crois,  de  s'appli- 
qoer  aussi  avec  fruit  à  l'étude  d'autres  points  singuliers,  — 
est  alors  développée  la  théorie  de  l'apparition  et  de  la  dis- 
paration  des  points  de  plissement  d'une  surface  en  voie  de 
déformation  continue. 


PREMIERE   SECTION. 
Définition. 

1.  Lorsqu'un  plan  bitangent  se  meut  sur  la  surface  qu'il 
touche  doublement,  il  peut  arriver  que  les  deux  points  de 
contact  viennent  à  coïncider.  J'appelle  point  de  plisse- 
ment le  point  de  la  surface  où  cette  coïncidence 
ae  produit. 

n  est  facile  de  démontrer  qu'un  pareil  point  de  plissement 
doit  se  trouver  tant  sur  la  courbe  spinodale  que  sur  la  courbe 
flecnodale.  A  cet  effet,  représentons-nous  le  plan  bitangent 
un  instant  avant  qu'il  atteigne  la  position  où  les  deux  points 
de  contact  coïncident,  et  admettons  provisoirement  que  ces 
deux  points  soient  situés  sur  une  partie  de  la  surface  on  la 
courbure  est  positive  ;  sur  l'intersection  de  la  surface  et 
du  plan  tangent,  les  deux  points  de  contact  A  et  B  se  pré- 
sentent alors  comme  des  points  isolés,  voisins  l'un  de  l'autre. 
Si  maintenant   le   plan   tangent,    tout   en    restant   parallèle 
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à  lui-même,  eat  légèrement  déplacé,  de  manière  à  ce  qu'il 
coupe  la  surface,  la  courbe  d'intersecliion  montrera  deux 
branches  fermées  isolées,  qui  toutefois  conflueront  en  un  point 
double  C  ai  le  dêpUcement  continue.  En  ce  point  double,  le 
plan  mobile  est  redevenu  plan  tangent  (simple),  et  le  point  C 
se  trouve  donc  nécessairement  sur  la  partie  de  la  surface  qui 
est  à  courbure  négative,  de  sorte  que  la  courbe  spînodale 
doit  passer  entre  les  points  C  et  A,  ainsi  qu'entre  C  et  S  ; 
maintenant  au  point  de  plissement  tous  les  trois  points  se  con- 
fondent, et  il  est  par  conséquent  situé  sur  la  courbe  spinodale. 

D'un  autre  côté,  la  droite  AB,  qui  a  quatre  points  com- 
muns avec  la  surface,  devenant  au  point  de  plissement  tangente 
à  cette  surface  y  aura  un  contact  de  troisième  ordre.  On  voit  donc 
que  le  point  de  plissement  appartieut  aussi  â  la  courbe  âecnodale. 

Dans  le  cas  où  la  surface  est  de  courbure  négative  en 
A  et  en  B,  ou  bien  (ce  qui  ne  peut  arriver  que  très  excep- 
tionnellement) courbée  de  manière  différente  en  ces  deux 
points,  la  démonstration,  pour  rester  valable,  n'a  à  subir 
qu'un  changement  tout  indiqué. 

Equation  de  la  surface  au  voisinage  d'un 
point  de  plissement. 

2.  Pour  étudier  la  conformation  d'une  surface  au  voisinage 
d'un  point  quelconque,  on  peut  écrire  son  équation  sous  la 
forme  générale  suivante  '  )  : 

Si  le  point  en  question  est  un  point  de  plissement,  qu'on 
le  choisisse  pour  origine  des  coordonnées,  et  qu'on  prenne  en 
outre  pour  axe  des  y  la  tangente  ayant  avec  la  surface  un 
contact  du  troisième  ordre,  et  pour  plan  xy  le  plan  tangent, 
on  aura  l'équation  plus  simple 

z^  c^x'^-hd^x^-\-d^x'^y  +  d^xy'^+e^x^+...,         ...  2) 

■  )  Sur  les  avantages  de  la  notation  adoptée  ici  pour  les  cueiricients, 
voyez  §  8,  note  % 
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car,  outre  a,,  b,,  6,,  Cj,  ^4,  il  faut  aussi  que  c,  80Îtuul,vu 
qae  le  point  de  plissement  se  trouve  sur  la  spinodale  et  qu'on 
a  par  conséquent  4c,c,  ^e\. 

Dans  cette  équation  nous  changeons  maintenant  l'ordre  des 
termes,  et  mettons  en  tête  ceux  par  rapport  auxquels,  au 
Toiainage  de  l'origine,  tous  les  autres  peuvent  être  négligés 
dans  une  première  approximation.  Ce  sont  les  trois  termes 
c^x*,  dfXy,  Csy*,  qui  peuveot  être  éventuellement  du  même 
ordre  de  grandeur,  à  savoir  lorsque  x  est  de  l'ordre  y*.  Cette 
dernière  supposition  admise,  nous  obtenons  la  série  suivante  : 

+[_d,x»+e^x^y*+f^xy*+g,y''2+...,      ...  3) 

où  les  termes  compris  entre  crochets  sont  du  même  ordre 
de  grandeur.  En  tout  cas  du  reste,  même  quand  l'hypothèse 
en  question  n'est  pas  réalisée,  la  forme  d'une  surface  au 
voisinage  d'un  point  de  plissement  peut  être  étudiée  au  moyen 
de  l'équation 

ï  =  c ,x*  +d3Ty^  +e^y* ,  ...  4) 

car  tous  les  autres  termes  peuvent  toujours  être  négligés 
par  rapport  à  l'un  ou  l'autre  des  trois  termes  en  question. 
La  seule  considération  de  l'intersection  de  la  surface  avec 
90Q  plan  tangent  amène  alors  à  diviser  les  points  de  plisse- 
ment en  deux  espèces  principales,  suivant  qu'on  a  4c,e^  — 
dj  "^0,  c'est-à-dire,  suivant  que  la  section  tangentielle  possède 
des  branches  réelles  ou  imaginaires. 

Les   points  de  plissement  de  première 

espèce,  4c, Cj  — dj>0,  et  leur  indicatrice  du 

quatrième  ordre. 

3.  Aux  points  de  plissement  de  cette  espèce,  la  section  tan- 
gentielle consiste  en  un  point  isolé  à  tangente  réelle.  Les 
intersections  avec  des  plans  z=  z^  ont  la  forme  représentée  dans 
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la  fig.  1  (PI.  I),  '),  comme  on  le  reconnaît  le  mieux  en  ré- 
solvant l'équation  4)  par  rapport  â  x.  On  trouve  ainsi: 

Il  est  à  remarquer  que  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
aux  points   C  et  D  est  égal,  en  grandeur  et  en  direction,  à 

celui    du   diamètre    parabolique  (  ic  =  —  ~-y^  J  en  0.  H  y 

a  toujours  deux  points  d'inflexion  réels  *)  A,  et  A^,  ainsi 
qu'une  tangente  double  iT,  K",  ;  pour  d^  :=0,  les  points 
K^,  K^,  A^  ei  A^  viennent  se  confondre  avec  le  point  C, 
puis,  quand  d^  change  de  signe,  ils  disparaissent  à  ce  côté 
de  la  courbe,  tandis  qu'à  l'autre  côté  apparaissent,  en  £>,  des 
points  analogues. 

I)  Pour  le  dessin  de  la  courbe,  on  a  pris  des  coordonnées  orthogonales 
et  supposé  que  c,  et  rf,,  par  conséquent  aussi  e,  (à  cause  de  4c,e,— rfj  >  0), 
sont  positifs.  Cela  est  permis  parce  que  l'on  peut  encore  choisir  librement 
l'axe  des  s:  dans  le  plan  des  xy,  comme  aussi  Taxe  des  z  dans  l'espace. 

1)  La  discussion  des  points  d'inflexion,  qui  d'ailleurs  ne  présente  pas 
d'autre  intérêt  que  celui  du  tracé  exact  de  l'indicatrice,  se  fait  de  la  ma- 
nière la  plus   simple   en   élevant  au  carré,  puis  différentiant  par  rapport 

d'x 
à  y",    le  second  terme  de  l'expression  de  —  : 
dy' 

d^ d.J^''''-'^-^y[T. — feT"  y) 

^''\r,-  -^sï—y) 

On  obtient  ainsi  : 
3(4c,e,— <ij)'ï.  /  î.     ,    4c,e,— dî       \    /3r.       4c,e.-rf;      \ 

— sî —  V7r+    4c:    y  )  \^^  ~E^  y')- 

(t.        4c,e.— rfj       \— 1 

■''7. 4Fj—  "V    ■ 

Ce  terme  dans  le  cas  en  question,  croît  donc  d'une  manière  continue 
avec  y',  depuis   la   valeur  zéro  (pour  y"  =0)  jusqu'à  la  valeur  oo   (pour 

!/'=  r '■■_^v  ;  il  ne  devient  donc  qu'une  seule  foiségal  au  premier 
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Pour  notre  étude  les  deux  points  K,  et  K^  ont  de  l'im- 
portance, car  il  est  facile  de  voir  que,  comme  points  de  la 
surface  représentée  par  Téquation  4],  ils  possèdent  un  plan 
tangent  commun.  Pous  ces  points,  qui  appartiennent  ainsi  & 
la  connodale,  on  a: 


(4c,es— dj)i/' 


.  =  0 


par  conséquent: 

»,,=»,.  =  - 2l/'=ï^    ...7) 

et  pour  l'équation  de  la  connodale  on  trouve,  en 
éliminant  z^  : 

.  =  -!-',>.  ...8) 

Pour  r équation  de  la  spinodale: 

on  obtient 

Comme  on  a  4  0,65 — d|  ■>  0,  la  concavité  de  cette  courbe 
est  toujours  tournée  du  même  côté  que  celle  de  la  connodale. 
De    c  e    côté,    la    surface    est    donc    de    courbure    négative 

car  sur  Taxe  des  a;  on  a  ;-r .  ï-f  —  (  r— î-  1    =4c,d,a;.  La 
dx^    ôy^        \9x  SyJ  '   * 

connodale    possède   d'ailleurs   le  rayon  de  courbure  le  plus 

grand  ;  on  a,  en  effet  : 

dj_       _2c^dî (4e,cs— '^»¥» 

flj        6c, Cg — d\       fij  (6C|ej — d\)  ' 
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quantité  qui  est  positive,  lorsque  —  est  positif.    Les  points 

de  contact  conjugués,  K,  et  K^,  se  trouvent  donc  toujours 
sur  la  partie  à  courbure  positive. 

Si  l'on  considère,  enfin,  que  lors  du  décroissement  de  la 
valeur  de  z„  l'indicatrice,  pendant  qu'elle  se  contracte  en  un 
point  isolé  à  tangente  réelle,  devient  relativement  de  plus  en 
plus  mince  dans  la  direction  de  l'axe  des  x,  la  Bg.  ],  où, 
comme  dans  toutes  les  autres  figures,  le  côté  de  la  spinodale 
qui  est  tourné  vers  la  partie  à  courbure  négative  de  la 
surface  est  indiqué  par  des  hachures,  donnera  une  idée  de  la 
forme  d'une  surface  au  voisinage  d'un  de  ses  points  de  plis- 
sement de  la  première  espèce.  (Comp.  aussi  la  fig.  perspective  4). 

Cette  représentation  cesse  toutefois  d'être  satisfaisante  dans 
le  cas  de  d^  =  0.  L'intersection  zz^z^  devient  alors  symétrique 
des  deux  côtés,  les  points  d'inflexion  et  les  points  de  la 
connodale  se  sont  réunis  au  point  C,  et  ce  que  sont  devenues 
les  courbes  connodale  et  spinodale,  il  est  difficile  de  le  dé- 
couvrir sans  examen  particulier.  Noua  serons  donc  obligés  de 
revenir  sur  ce  cas.  (Voir  §  10). 

Les  points  de  plissement  de  seconde 
espèce,  4c,eg — dl  <  0. 

4.  Aux  points  de  plissement  de  seconde  espèce  la  section 
tangentielle,  est  composée  de  deux  courbes  qui  se  touchent  et 
dont  les  courbures    sont  tournées  dans  le  même  sens  ou  en 

sens  opposé,  suivant  que—  "^  0.    Les    intersections  2  ^  z^ 

possèdent  des  branches  infinies,  qui  se  rapprochent  aff^mp- 
totiquement  de  ces  courbes.  La  fig.  2  représente  une  pareille 

intersection    pour  le  cas    —   <0;    c,,    dj    sont  de  nouveau 

supposés  positifs,  et  par  conséquent  «s  nég8.tif;  s„,  en  outre,  est 
pris  positif,  La  section  tangentielle  asyniptotique  a  été  pointillée- 
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L'équation  5)  s'écrit  maintenant: 

.11) 

Lorsque  z^  est  positif,  la  courbe  se  compose  donc  de  deux 
branches,  l'une  à  droite  et  l'autre  à  gauche  de  la  ligne  mé- 
diane (  x^  —  n-î-  y*  1.    Dans    notre   figure,  la  branche  de 

droite  présente  deux  points  d'inflexion  A^  ei  A^  ')  et  une 
bitangente  K^K^.  La  spinodale  (équation  10)  et  laconnodale 
(équation  8)  tournent  toutes  deux  leur  concavité  à  droite, 
tandis  que  la  connodale  possède  le  rayon  de  courbure  le  plus 
grand.  La  partie  de  la  surface  dont  la  courbure  est  positive 
se  trouve  à  droite.  Les  points  de  contact  conjugués  sont  tou- 
jours situés  sur  la  partie  à  courbure  négative  (Comp.  aussi 
la  fig.  perspective  5). 

Les  intersections  avec  des  plans  pour  lesquels  z^  est  négatif 
ofi&ent  peu  d'intérêt.  Elles  se  composent  d'une  branche  su- 
périeure et  d'une  branche  inférieure,  l'une  et  l'autre  pourvues 
de  deux  points  d'inflexion  réels  '),  et  sans  tangente  double. 

')  Pour  se  convaiDcre  qu'il  ne  se  produit  que  deux  points  d'inflexion 
refis,  on  n'a  qu'à  considéi'er  de  nouveau  le  second  terme  de  l'expi'ession  de 


—  .  Ce  terme,  abstraction  faite  du  signe,  croît  ici  d'une  manière  continue 
avec  y*,  jusqu'à  ce  que,  pour  y'  =  ^,\J  ,  i'  atteigne  la  valeur  raaxi- 
mura  '  '  ~ — 1^' ,  qui  surpasse  ici,  vu  que  e,  est  négatif,  la  valeur 
dn  premier  terme    —  .  Lors  d'un  accroissement  ultérieur  dey', le  second 


terme  décroît  régulièreraentjusqu'àla  valeur  limite  î:^^-' £i^  >  -i .     H 

ne  redevient  donc  plus  égal  an  premier  terme. 

')  Cela  résulte   de  ce   qne    le  second  terme  de -^^  ,     d'abord     (pour 
j('  =  -Z-Îjli — \  infiniment    grand,  décroît  continiiment,  jusqu'à  ce  que 
pour  y'  =    _ .  fi.'*.     il  atteigne  la  valeur  minimum  zéro,  après  quoi  il 
Archives  Nékrlandaisks  ,  T.  XXIV.  5 
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5.  Lorsque  —  est   positif,  les  deux  branches  de  la  section 

tangentielle,  ainsi  que  la  ligne  médiane,  se  trouvent  du  même 
côté,  du  côté  gauche  dans  notre  figure  3,  où  c,  et  dj  sont 
pris  positifs. 

Les  sections  2  =  a^  peuvent  pour  z^  positif,  cas  où  elles 
ont  encore  une  branche  gauche  et  une  branche  droite,  ou 
bien  présenter  sur  la  branche  droite  quatre  points  d'inflexion, 
ou  bien  n'en  présenter  aucun  '),  mais  constamment  elles  sont 
dépourvues  de  tangente  double.  Pour  a,,  négatif,  au  contraire, 
ces  sections,  qui  alors  sont  composées  d'une  branche  supé- 
rieure et  d'une  branche  inférieure,  possèdent  toujours  une 
bitangente  K,  K^,  raison  pour  laquelle,  dans  notre  figure, 
nous  avons  représenté  une  section  de  ce  genre  >). 

La  courbe  spinodale  tourne  son  côté  concave,  suivant  les 
circonstances  (d|  ^60,65),  à  gauche  ou  à  droite,  mais  elle 
reste  toujours  à  droite  de  la  courbe  connodale  courbée  à 
gauche,  qui  par  conséquent  se  trouve  toujours  sur  la  partie  à 
courbure  négative  de  la  surface  *).  (Comp.  la  fig.  perspective  6.) 

croît  de  nouveau  jusqu'à  la  valeur  limite  — ' '—^  >    —  .    Il  devient 

donc  deux  fois  égal  au  premier  terme,  et  comme  le  signe  change  au  pas- 
sage par  la  valeur  zéro,  le  premier  point  d'inflexion  est  situé  à  gauche  de 
la  ligne  médiane,  le  second  à  droite. 


■  )  Suivant  que  la  valeur 


^2^di— 4c,e.)    >    d. 


1)  Chacune  des  deux  branches  possède  à  son  c6té  gauche  un  pointd'in- 
flexion,   car,   lorsque   y'    croît,    le   second    terme  de    l'expression  tie -j— , 

décroît  continûment,  depuis  00  jusqu'à  une  valeur  limite  <  -^  . 

3)  On  pourrait  croire  que  e,  =  0  constitue,  tout  comme  d,  =0,  un  cas 
exceptionnel,  vu  que  les  points  Ki  et  K^  s'éloignent  alors  àrinfini.  Mais, 
en  tenant  compte  des  termes  d'ordre  supérieur,  on  reconnaît  que  la  seule 
singularité  est  celle-ci:  que  la  connodale  possède  un  point  d'inflexion  a 
l'origine  (voir  §  8). 
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6,  Une  représentation  perspective  de  la  forme  d'une  surface 
aa  voisinage  d'un  point  de  plissement  est  donnée  dans  les 
figures  4,  5  et  6.  La  première  représente  une  surface  à  point 
de  plissement  de  première  espèce,  les  deux  autres  montrent 
des  surfaces  à  points  de  plissement  de  la  seconde  espèce  ; 
dans  ces  deux  dernières,  nous  avons  donc  pu  donner  aussi 
l'intersection  de  la  surface  avec  le  plan  tangent  du  point  de 
plissement.  Dans  toutes,  la  courbe  connodale  a  été  tracée  et 
la  courbe  -spinodale  a  reçu  des  hachures.  Les  différences  es- 
sentielles de  ces  ^eux  espèces  de  surfaces,  savoir  la  nature 
différente  de  la  section  tangentielle  et  la  situation  différente 
de  la  courbe  connodale  {sur  la  partie  à  courbure  positive 
pour  les  points  de  plissement  de  la  première  espèce,  sur  la 
partie  à  courbure  négative  pour  ceux  de  la  secondé),  sont 
rendues  sensibles  aux  yeux  par  ces  figures. 

La  courbe   flecnodale  en  première 
approximation. 

7.  Si  l'on  place  au  point  x,  y,  z  de  la  surface  l'origine  d'un 
nouveau  système  de  coordonnées  parallèles,  la  nouvelle  équation 
de  la  surface  devient; 

■=£•'-" s/  +  2 (jiî "•   -"  ^S-/"  +  Ji^ i*  )  + 12' 

En  supposant  ensuite  que  le  point  r,  y,  z  appartienne  à 
la   courbe    flecnodale,    il    doit    y  avoir  sur  son  plan  tangent 

ï^  ~-x'+  — y'  une  droite  z'^my'  ayant  avec  la  surface 
ix         :>y 

<m  contact  du  troisième  ordre'  Cela  exige: 

m*  ^—  +2m  r-i-  +  y-,  =  0  ...  13) 

m*  ï-^  +  3  m»  ^^.-  -t-3m  ^^-^  -h  .—  =  0,   ...  14) 


by  Google 


.17) 


68  D.   3.   KOBTEWBG.   SUR   LES 

par  conséquent,  pour  la  surface  de  réquation  4): 

2  c,m»  +4  djym+2  d^x+12.  e^y^  =  0  ...  15) 

6d,m+24c,y  =  0.  ...16) 

En  éliminant  m  de  ces  dernières  équations,  on  obtient  pour 
l'équation  '  )  de  la  âecnodale  : 

26s(dî— 8c,e.) 
d|  y 

Les  courbes  spinodale,  flecnodale  et  con- 

nodale  en  seconde  approximation. 
S.  Comme   il   était   à   désirer  que  les  courbes  connodale, 
spinodale  et  flecnodale,  représentées  en  première  approxima- 
tion par  les  équations   8),  10)  et  17),  fussent  aussi  connues 
en  seconde  approximation,  j'ai  effectué  les  calculs  nécessaires, 
dont  voici  les  résultats  '). 
Spinodale: 
dl—6c,e.    . 

'^=-'777"!'  + 

lSc',e,ei—lie,d,d,e,—10e',dJ,+d,d',    , 
+  — '-' —i^l — ''  + 1«) 

I)  De  cette  équation  se  déduit  immédiatement  ce  théorème  bien  connu, 
qu'en  un  point  de  piis.'^craent  la  flecnodale  et  la  spinodale  (ainsi  que  la 
connodale)  se  touchent.  Il  est  facile,  d'ailleurs,  de  donner  une  raison  simple 
pour  laquelle  la  flecnodale  et  la  spinodale,  lorsqu'elles  se  rencontrent, 
doivent  toujours  avoir  en  commun  un  nombre. pair  de  points  consécutifs. 
Jamais,  en  eflet,  la  flecnodale  ne  peut  quitter  la  partie  à  courbure  néga- 
tive de  la  surface,  ni  par  conséquent  couper  la  spinodale,.  parce  que 
dans  la  partie  à  courbure  positive  les  racines  de  l'équation  13)  devien- 
nent imaginaires  conjuguées  etdoiventpar  conséquent,  toutes  les  deux 
à  la  fois,  être  ou  n'être  pas  des  racines  de  l'équatiou  cubique  14).  Le 
premier  cas  se  réalise,  il  est  vrai,  en  certains  points  isolés  (les  points 
fleOecnodaux  de  Cayley),  mais  ceux-ci  ne  forment  pas  de  courbe. 

t)  Dans  la  notation  adoptée  au  g  2  pour  les  coefficients  de  l'équation  de 
la  surface,  les  termes  appartenant  au  même  coeHicient,  tels  que  i8c',e^e„ 
Hc,d,d,e,,  etc.,  possèdent  les  trois  propriétés  suivantes:  i°.  Le  nombre 
des  lettres  c,c,e,e,  est  égal  [Kiur  tous  ces  termes;  2°.  il  en  est  de  mfme 
de  lasommedes  indices:  1+14-44-5,  et  3'^.  de  même  encore  delà  somme 
des  numéros  d'ordre  des  lettres:  3-t-3-|-5-t-5. 
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Flecnodale 


'2e,{d',—Sc,e,)    , 
"—            dl            »  + 

2  (dl—ie,e,)  (I0d',f,+  ltd,d,cl-10  Jîe,e,-16«,« 

«;)  + 

'                                                   di 

H-  iSe,die,ei-li»e,d,d,el  +  ed',e,e^—lOd',f,    , 

..19) 

d\                                         "  ' 

Connodale 

.=-|î.,..^-i£^A.M,.,... 

..20) 

L'équation  18)  s'obtient  en  substituant  l'expression 
d\—ic,e,    ,      ,   , 

dans  l'équation  9),  après  que  daas  celle-ci  ou  a  pris  pour  z 
la  valeur  3);  l'équation  19}  résulte  de  la  substitutiou  de 

2e,{d»— 8c,cO    ,      -  , 


4  e, 

dans  les  équations  13)  et  14). 

9.  Quant  à  l'équation  20),  la  déduction  en  est  un  peu  plus 
compliquée.  Pour  l'équation  de  la  connodale  nous  écrivons 
d'abord: 

x  =  -'^-^y^+Dy',  ...21) 

puis,  dans  cette  équation,  ainsi  que  dans  les  équations 

W,~(,to:j,'    \Ty),~\Ty); 
/Sz\  /3z\  fii\  /Si\    ...22) 
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qui  expriment  les  conditions  de  l'identité  des  plans  tangents 
des  points  K,  (a:,,  y,)  et  K^  (a;,,  y,},  nous  substituons  les 
expressions 

y,=y,+E!il;        j,  =  — y,  +  B'yJ.         ...23) 
Nous  obtenons  ainsi,  par  21)  : 

2e,    ,        /„     ie,E\    , 

et  par  22) 

2  e,  I.  +  tiîlii  (£+£')+  Ëî£l=l^  =  0,  ...  25) 
E  =  E\  ...26) 

{dl-2e,e,)D+  '■(^'■«■■-''S)  (£  +  £■)+ 

4<i,eî— 3<i,e,e,  +  2d5/._ 
+ --J- _U,  ...il) 

par  conséquent  : 

^^2(e.e.-<i.Aj^  ...28) 

Le  point  de  plissement  double 
homogène   d^^z:  0, 

10.  Dans  le  cas  où  tij  =  0  les  équations  18)  à  20)  cessent 
d'être  applicables, 

Pour  la  courbe  spinodale  on  trouve  alors,  en  première 
approximation,  au  moyen  des  équations  9)  et  3)  : 

(c ^e^—dl)x^  +3  c ,e^x^+G  c,e^y^  =0.  .  . .  29) 

Cette  courbe  présente  donc  à  l'origine  un  point  double, 
avec  branches  réelles  ou  imaginaires. 

En  ce  qui  concerne  la  courbe  fie  en  od  aie,  les  équations 
13)  et  14)  deviennent  : 
(2  c,  +  ...)m^  +  {4  d^x  +  . . .)  m  -I- 

+  (2e,a;ï+6e,xy +  12esy'^  +  . . .)  =r  0,         ..30) 
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(6rf,  +  ...)m»+{6d,+  ...)m'+{12ej«+18«4i/+...)m+ 

+  6e,a;+24e5y+  . . .  =  0.     ...  31) 
A  raison  de  l'équation  30),  m  doit  être  du  même  ordre  de 
grandeur    que  x  et  y;  il  suit  alors  de  l'équatiou  31),  qu'on 
a,  en  première  approximation: 

x  =  -^y.  ...32) 

Nous  posons  donc  x=i -y-^Ay"*,  m=zBy,  et  ob- 
tenons alors  de  30)  une  équation  du  second  degré  pour  le 
calcul  de  B,  tandis  que  par  31)  peut  être  calculée,  pour  cha- 
cune des  deux  racines,  la  valeur  correspondante  de  ,4.  La 
courbe  flecnodale  se  compose  donc  de  deux  branches,  réelles 
ou  imaginaires,  qui  se  touchent;  à  l'origine  elle  a  par  con- 
séquent quatre  points  communs  avec  la  spinodale,  de  sorte 
que    cette   origine  constitue  un  point  de  plissement  double. 

Nous  ne  déduirons  pas  ici  l'équation  de  la  courbe  conno- 
dale,  mais  ferons  seulement  connaître  le  résultat  auquel  cette 
recherche  conduit.  Cette  courbe,  elle  .aussi,  possède  deux 
branches  réelles  ou  imaginaires  et  a,  à  l'origine,  quatre  points 
communs  tant  avec  la  spinodale  comme  avec  la  flecnodale. 

Le    point    de    plissement  double 

hétérogène   4  0,65 — d\  :=  0. 
11.    Le    fait   que,  dans  ce  cas  4  c, «g — d\  =0,  nous  avons 
encore  affaire    à  un  point  de  plissement  double,   ressort  im- 
médiatement  de    la    considération    des  équations  18)  et  19). 

En  effet,    pour  d*^4c,Cr,   on  a -^ — ~-^ ■=—-■■ --i. — '—^ 
c,dj  d\ 

■=.  —  -— i  .  La  spinodale  et  la  flecnodale  ont  donc,  au  moins, 
dj 

trois  points  communs;  mais  alors,  vu  que  ces  deux  courbes 

ne  peuvent  pas  se  couper  (comp.  §  7,  note),  il  doivent  avoir 

encore  un    quatrième    point    de    commun.   La   preuve    qu'il 

en  est  réellement  ainsi  est  fournie  par  les  équations  18)  et  19), 
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car  les  coefficients  de  y*,  dane  ces  deux  êquatione,  devien- 
nent, pour  dî^4c,e5,  égaux  l'un  à  l'autre. 

Il  semblerait  par  contre,  à  considérer  les  équations  18),  19) 
et  20),  que  la  connodale  et  ta  spinodale,  ainsi  que  la  conno- 
dale  et  la  flecnodale,  n'eusseut  que  deux  points  consécutifs 
communs,  ce  qui  toutefois  est  impossible  si  l'origine  est  réel- 
lement un  point  de  plissement  double.  La  solution  de  cette 
contradiction  se  trouve  dans  la  circonstance  que  l'équation  20) 
a  perdu  ea  validité.  C'est  ce  que  montrent  déjà  les  équations 
25)  et  27),  qui,  pour  d|  ^éc,e^,  s'excluent. 

Sans  entrer  dans  plus  de  détails  à  ce  sujet,  je  dirai  briè- 
vement comment  les  choses  se  passent.  La  connodale  se 
compose  de  deux  branches  qui  se  touchent  à  l'origine,  et  les 
rayons  de  courbure  de  ces  branches  sont  égaux  entre  eux 
ainsi  qu'à  ceux  de  la  spinodale  et  de  la  âecnodale.  Chacune 
de  ces  branches,  qui  d'ailleurs  sont  constamment  imaginaires, 
a  donc  trois  points  communs  avec  ces  courbes  '). 


SECONDE   SECTION. 
Introduction. 
12.  Dans  cette  partie  de  notre  travail,  nous  nous  occupe- 
rons de  l'apparition  et  de  la  disparition  de  points  de  plisse- 
ment   sur   une  surface   qui  subit  une  déformation  continue. 

■  )  En  tout,  il  ;  a  doDC,  non  pas  quatre  deces  points,  niais  six.  Cela 
tient  à  ce  que,  comme  on  sait,  \a  spinodale  et  la  connodale,  de  niËmeque 
la'flecnodale  et  la  connodale,  ont,  outre  les  points  de  plissement,  encore 
d'autres  points  communs,  dont,  dans  le  cas  que  nouï  considérons  ici,  deuK 
se  sont  ajoutés  aux  quatres  points  qui  accompagnent  les  points  de  plis- 
sements coïncidents.  Dans  un  travail  ultérieur  (comp.  ici  le  §27j, j'espère 
démontrer  que  Tapparition  de  ces  deus  points  a  une  importante  signifi- 
cation géométrique,  consistant  en  ce  que  deux  points  de  rebrousse  ment  se 
présentent  chez  la  connodale  qui,  lors  de  la  transformation  de  lasurface, 
naît  du  point  isolé.  Le  travail  en  question  expliquera  complètement  la 
maniire  dont  la  connodale  se  comporte  au  cas  d'un  point  de  plissement 
double,  ce  qui  exigerait  ici  des  développements  trop  étendus. 
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Quand  il  s'^it  de  points  singuliers  qui,  comme  les  points  de 
plissement,  se  présentent  en  général  isolés  (c'est-à-dire  sans 
former  des  courbes)  sur  une  surface  déterminée  par  son  équation 
en  coordonnées  polaires,  leur  apparition  et  disparition  peut 
toujours  être  interprétée  comme  un  passage  de  l'imaginaire 
conjugué  au  réel,  ou  réciproquement.  Un  pareil  passage  ne 
peut  toutefois  avoir  lieu  que  lorsque  deux  ou  un  plus  grand 
norabre  des  points  singuliers  en  question  viennent  à  coïncider. 
Pour  étudier  donc,  sur  une  surface  qui  change  continûment 
suivant  une  loi  déterminée,  l'apparition  et  la  disparation  de  ces 
points,  on  n'a  qu'à  considérer  les  points  d'une  singularité 
plus  élevée,  où  plusieurs  de  ces  points  viennent  se  confondre. 
Parmi  les  points  de  singularité  plus  élevée  qui  possèdent 
cette  propriété,  il  y  a  à  tenir  compte,  en  première  ligne,  de 
ceul  dont  la  production  n'exige  qu'une  seule  relation  entre 
les  coefficients  de  la  surface  variable.  Nous  désignerons  ces 
pointssousie  nom  de  points  exceptionnels  ')du  pre- 
mier ordre.  Toute  surface  d'ordre  donné  peut  être  trans- 
formée continûment  en  toute  autre  du  même  ordre,  sans 
qu'il  se  produise  d'autres  po  ints  exceptionnels  que  ceux  du 
premier  ordre.  S'agit-il,  toutefois,  d'une  déformation  qui,  au 
lieu  d'être  entièrement  libre,  est  déterminée  par  un  certain 
nombre  de    paramètres,  alors,  dans  le  passage  d'une  surface 

i)  D'après  ces  conventions,  les  points  d'infienion  d'une  courbe  algébrique 
d'ordre  donné  sont  donc  des  points  singuliers,  mais  non  des  points  ex- 
ceptionnels; les  points  doubles,  au  contraire,  sont  des  points  exceptionnels 
du  .premier  ordi-e,  les  points  de  rebrousse  ment  des  points  exceptionnels  du 
second  ordii;.  S'agit-il  de  courbes  de  classe  donnée,  alors  les  points  de 
rebroussement  et  les  points  doubles  ne  sont  pas  des  points  exceptionnels, 
les  points  de  contact  d'une  bitangente  et  les  points  d'inflexion  sont,  respec- 
tivement, des  points  exceptionnels  du  premier  et  du  second  ordre.  D'une 
nianière  tout  à  fait  générale,  étant  donné  un  système  de  surfaces  qui 
doivent  satisfaire  à  certaines  conditions,  on  peut,  sur  ces  surfaces,  dis- 
tinguer des  points  exceptionnels  du  premier,  dti  second,  du  troisième 
ordre  suivant  le  nombre  des  conditions  supplémentaires  que  leur  appa- 
rition eïige 
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à  une  autre,  tous  les  points  exceptionnels  d'ordre  supérieur 
peuvent  encore  être  évités  généralement,  mais  il  peut 
aussi  se  présenter  des  cas  où  cela  est  impossible.  Dans  ces 
cas,  néanmoins,  noue  pouvons  encore,  par  l'introduction  d'un 
nouveau  paramètre  convenablement  choisi,  échapper  aux  points 
exceptionnels  d'ordre  supérieur,  et  nous  trouvons  alors,  en 
même  temps,  que  ceux-ci  sont  composés  de  certains  points 
exceptionnels  du  premier  ordre.  En  ce  qui  concerne  nos  points 
de  plissement,  nous  ferons  voir  qu'il  ne  se  rencontre  que 
quatre  espèces  différentes  de  ces  points  exceptionnels  du  pre- 
mier ordre,  à  savoir,  les  deux  points  de  plissement  doubles 
dont  il  a  déjà  été  parlé,  puis  les  poiuts  d'osculatton  et  les 
points  coniques;  ce  sont  donc  ces  points  là  que  nous  avons  à 
étudier  dans  la  présente  Section,  quant  au  nombre,  à  la  manière 
de  se  comporter  et  à  la  nature  des  points  de  plissement 
venus  en  coïncidence. 

13.  Lorsque  la  transformation  homographique  détruit  (com- 
me p.  e.  dans  le  cas  des  ombihcs)  le  caractère  propre  des 
points  shiguliers  en  question  il  devient  nécessaire  d'examiner 
aussi,  attentivement,  le  passage  par  l'infini.  Il  serait  alors 
possible,  en  effet,  que  lors  du  passage  d'un  point  par  le  plan 
infini  il  se  produisît  régulièrement  une  réunion  de  plusieurs 
points  et  un  passage  du  réel  à  l'imaginaire  ou  réciproque- 
ment, ou  bien  que  l'espèce  des  points  changeât.  Pour  les  points 
de  plissement,  toutefois,  un  pareil  examen  est  superflu,  parce 
que  l'apparition  de  points  exceptionnels  dans  le  plan  infini 
peut  toujours  être  évitée  ou  esquivée,  tandis  qu'un  point  de 
plissement  isolé  reste  réel  et  de  même  espèce  quand  la  défor- 
mation continue  de  la  surface  le  fait  passer  par  le  plan  infini. 
Nous  considérons  comme  continue  toute  déformation  à 
l'infini  qui  se  montre  telle  dans  les  figures  homographiques. 
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Détermination  des  points  exceptionnels  de 

premier  ordre  qui  sont  en  même  temps 

des  points  de  plissement  multiples. 

14,  H  s'agit  donc,  en  premier  lieu,  de  trouver  les  points 
exceptionnels  du  premier  ordre  qui  constituent  des  points 
de  plissement  multiples. 

L'équation  d'une  surface,  au  voisinage  d'un  de  ses  points, 
peut  toujours,  à  condition  que  ce  point  ne  soit  pas 
un  point  conique,  être  mise  sous  la  forme 

z  =  c,x^  +  c^y^  +  d,x^  +  . . .  ...33) 

en  prenant  le  plan  tangent  pour  plan  XOf,  eten  choisissant 
d'ailleurs  convenablement  les  axes  OX  et  OY.  Pour  que 
l'origine  soit  un  point  de  plissement  multiple,  il  faut  néces- 
sairement qu'elle  se  trouve  sur  la  courbe  spinodale,  et  par 
conséquent  que  c,,  ou  Cj,  ou  tous  les  deux  à  la  fois,  soient 
nuls.  Dans  le  dernier  de  ces  cas,  on  a  affaire  à  un  point 
d'osculation,  où  la  section  tangentielle  présente  un  point 
triple.  Si  au  contraire  c,  seul,  ou  Cj  seul,  est  nul,  il  faut 
nécessairement,  puisqu'un  point  de  plissement  multiple  ap- 
partient aussi  à  la  flecnodale,  que  l'équation  33)  puisse  être 
ramenée  à  la  forme  3),  La  spinodale  et  la  connodale  sont 
alors  connues  (comp.  g  8  et,  si  ^3  =  0,  g  10),  et  la  moitié  du 
nombre  de  leurs  points  communs  donne  le  nombre  des  points 
de  plissement  venus  en  coïncidence  {parce  qu'en  un  point  de 
•plissement  unique  sont  contenus  deux  des  points  d'intersec- 
tion de  ces  courbes).  Des  points  de  plissement  multiples  ne 
peuvent  donc  exister  que  si 

c'est-à-dire  {d\  —  4c,e.,,)^  =:  0,  ou  encore  si  rf^  ^  0;  mais  alors 
l'on  a  affaire  à  l'un  ou  l'autre  des  points  de  plissement  doubles 
déjà  mentionnés.  Parmi  les  points  exceptionnels  du  premier 
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ordre  il  ne  peut  donc  ae  trouver  d'autres  points  de  plissement 
multiples  ')  que  les  deux  espèces  de  points  de  plis- 
sement doubles  et,  en  outre,  les  points  coniquee 
et  les  points  d'osculation.  Tels  sont  donc  les  points  sin- 
guliers que  nous  avons  à  examiner  sous  le  rapport  du  nombre, 
de  l'espèce  et  de  l'allure  des  points  de  plissement  qui  y  sont  . 
confondus.  Auparavant,  toutefois,  nous  établirons  les  équations 
qui  sont  nécessaires  pour  calculer  les  points  de  plissement 
d'une  surface  et  pour  en  déterminer  l'espèce. 

Calcul  des  points  de  plissement  d'une 
surface  2^/(x,  y). 

15.  Au  §  7  nous  avons  vu  qu'en  un  point  de  plissement, 
comme  point  de  la  flecnodale,  l'équation  quadratique  13}  et 
l'équation  cubique  14)  doivent  avoir  une  racine  commune. 
Mais,  puisque  le  point  de  plissement  appartient  aussi  à  la 
spinodale,  l'équation  13}  doit  posséder  deux  racines  égales. 
Ces  deux  conditions  sont  remplies,  quand  il  est  possible  de 
déterminer  une  valeur  m  satisfaisant  à  la  fois  aux  trois  équations  : 

m^,+|ï=0  ...34) 

ox''  ox^Sy  ëx'oy'        oy^ 

Ce  système  d'équations  sera  généralement  utilisé,  dans  ce 
qui  va  suivre,  pour  la  détermination  des  points  de  plissement. 
Lorsque  x,  y,  m  en  est  une  solution,  on  a  encore  il  décider 
si  le  point  de  plissement  correspondant  est  de  la  première 
ou  de  la  seconde  espèce. 

i)  Une  démonstration  plus  systématique,  mMh  moins  coni-ise,  de  cette 
proposition  pourrait  âtre  donnée  au  moven  de  la  supaiation,  pai  la  mc- 
tliode  esquissée  dans  les  paragraphes  suivants,  dea  diveia  points  de 
plissement. 
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Détermination  de  l'espèce, 

16.  Pour  arriver  à  cette  détermination,  nous  prenons  le  point 
de  plissement  pour  l'origine  d'un  nouveau  système  de  coordon- 
nées, parallèle  à  l'ancien;  l'éqnation  de  la  surface  devient  alors: 
IS^z,  ,  „,  ,  1/3'; 


.y+-. 


Sx        Sy' 
Si  l'on  pose  ici: 


'-l(B''--d- -) 


„         ,       Sz    ,      Sz    , 
e'  ~  z-   —        X  —  —  y 
Sx  Sy 

y"=y'  ...38) 

a;"-=  ai'—  my'  donc  x'  ^  x"  +  tny", 
cette  transformation  homographique  ne  change  rien  à  l'espèce 
du  point  de  plissement;   mais  la  nouvelle  équation  prend  la 
forme  3),  où 

_   1   /3'3\       j    „l/o™,5'3'^ft„     5>2  3»s    \ 

'''=■213^0'    ^^^-^V"^   3^+^â^  +  SwO' 

...  39) 

24\      3^;'^  3a;'5y  Sx^hy^  SxSy^     Sx*  J 

et,    d'après    le   §    2,  on  a  donc  affaire  à  un  point  de  plisse- 
ment de  première  ou  de  seconde  espèce,  suivant  que 

5a;*  L       Sx*  Sx^Sy  Sx^Sy^  SxSy^      Sy^j 

Transformation  du  point  de  plissement 
double   homogène  dj^O. 

17.  Nous  commençons  maintenant  par  l'examen  du  point 
de  plissement  double  dont  il  a  été  question  au  §  10. 

Supposons  qu'une  surface  variable  J^(x,  y,  2,p)  ^  Opossède 
pour  une  certaine  valeur  du  paramètre  p,  que  nous  appellerons 
la  valeur  critique,  un  point  de  plissement  de  cette  espèce. 
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L'équation  de  la  surface  pourra  alors,  d'après  le  §  2,  poTir 
cette  valeur  du  paramètre  et  en  choisissant  convenablement 
le  système  de  cnordonnées,  être  amenée  à  la  forme 

«  =  [c,a;»  +  c„i/«]  +  [djx'y+e,3^j+/ey*]+ 41) 

Pour  un  autre  paramètre,  plus  grand  de  Ap,  on  aura  donc 

l'équation 

+  [c,x'^  +e;y*'}+[d^x'y+e^xy^  +^'^y'-'}+ 42) 

dans  laquelle,  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  les  lettres  grecques 
désignent  des  coefficients  du  même  ordre  de  grandeur  que  Ap. 
A  la  détermination  des  points  de  plissement,  situés  sur 
cette  surface  transformée,  nous  appliquons  maintenant  les 
équations  34),  35)  et  36).  Si  nous  supposons  provisoirement 
que  X,  y,  m  soient  entre  eux  du  même  ordre  de  grandeur, 
nous  obtenons,  en  négligeant  tous  les  termes  d'un  ordre  in- 
férieur à  l'ordre  le  plus  élevé 

2c,m+2d^x+-/j=;0  ...43) 

2  di7Tw;+2  /3  +  i2  e^y'^  +6  e^xy+i  e^x'*  =0      ...  44) 

24es7/+6e^a;+6  3,  =0.  ...45) 

Comme,    de   l'équation  44),  il  suit  que  a;,  y  et  m  doivent 

être  de  l'ordre  de  grandeur  l-^  A  p,  nous  pouvons  encore,  dans 

43)  et  45),  négliger  les  derniers  termes.  On  obtient  alors,  sans 

difûculté,  la  solution: 

4  e..  4  d,c, 

ic=: ~  y;     m= *-=■  y  ; 

e,                         c.e. 
_l_ -^—Lt ...46) 

Le  point  de  plissement  double  d,  =0  se  scinde  donc,  lors 
de  la  transformation,  en  deux  points  de  plissement  simples. 

')  Lorsqu'une  pareille  supposition  n'eat  pas  de  mise,  on  le  reconnaît  à 
ce  que  les  équations  se  contredisent  l'une  l'autre  ou  donnent,  pour  quelques- 
unes  des  quantités,  des  solutions  zéro.  Après  coup,  on  peut  démontrer 
l'exactitude  de  la  supposition,  en  vérifiant  que,  pour  la  solution  trouvée, 
les  termes  omis  étaient  réellement  d'un  ordre  de  grandeur  plus  bas  que  les 
termes  conservés. 
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Attendu  que  y^  change  de  signe  en  même  temps  que^p,  il 
s'opère  généralement  '),  au  moment  où  p  traverse  la  valeur 
.critique,  un  passage  du  réel  à  l'imaginaire.  Enfin,  le 
terme  principal  de  l'équation  40)  acquérant  la  valeur  2  c,  (24  e.,), 
les  deux  points  de  plissement  réels  sont  de  même  espèce, 
raison  pour  laquelle  nous  avons  donné  au  point  de  plissement 
double,  qui  résulte  de  leur  réunion,  le  nom  de  point  de  plis- 
sement double  homogène. 

Transformation  du  point  de  plissement 
double  hétérogène  4 c^e^ —  dj  =  0. 

18.  Pour  une  valeur  du  paramètre  voisine  de  la  valeur 
critique,  l'équation  de  la  surface  peut  être  écrite  sous  la  forme  : 

+  ic,x^+d^xy^+e^y*'^+[_djX^y+eiVy^+fey^'\-h 47) 

La  supposition  que  x,y,  m  sont  du  même  ordre  de  grandeur 
conduirait  maintenant  aux  équations 

2  c,m+2  djy  +  S  d,x+/,  =  0  ...  48) 

2dai+2/s=:0  ...49) 

6  d3m+24  Cs^+e  c,x+6  3,  =  0.  ...  50) 

Mais,  en  substituant  dans  48)  et  50)  la  valeur  de  x  donnée 
par  49),  on  obtient  deux  équations  en  m  et  y,  qui,  attendu 
que  dans  le  cas  en  question  4c, e^ — d]  est  nul  pour  la  valeur 
critique  et  de  l'ordre  de  grandeur  Ap  pour  la  valeurp+Ap, 

I)  Il  est  possible,  assurément,  qu'après  la  production  d'un  pointde  plis- 
sement double  d,  =0,  la  surface  continuant  de  se  défprmer,  les  points 
de  plissement  jusque-là  réels  ne  deviennent  pa.s  imaginaires,  mais  se  sé- 
parent de  nouveau  sous  forme  réelle  Une  pareille  production  d'un  point 
exceptionnel  du  premier  ordre,  dans  laquelle  ne  se  produisent  pas  les 
phénomènes  qui  l'accompagnent  en  général,  peut  âti'e  ditenon  effec- 
tive. Lors  de  la  transformation  libre  d'une  surface  d'oi-dre  donné  en  une 
autre,  la  production  non  effective  de  points  exceptionnels  peut  toujours 
ûtre  évitée. 
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donnent  lieu  à  des  valeurs  finies.  La  supposition  de  l'égalité 
de  l'ordre  de  grandeur  se  montre  donc  fausse.  En  admettant, 
au  contraire,  que  x  soit  du  même  ordre  de  grandeur  que 
y'  et  m*,  à  savoir,  de  l'ordre  Ap,  les  équations  34),  35)  et 
36)  nous  donnent: 

2c,m+2dji/+[2(ii;/m+;-,  +  2d,a;+3eji/*]  =  0    ...51) 
2d3^m+2/j+2djX+12csî/»=0  ...52) 

6  djm  +  24  Gr^y  +  [6  djm*  +  18  e,î/m  +  &e^x  + 

+  60/*.î/'+  6Ô,]  =  0.     ...53) 
Multipliant  maintenant  l'équation  51)  par  8(2,,  l'équation 
53)  par  c,,  et  soustrayant,  on  obtient,  en  négligeant  le  terme 
Q(d\ — 4c, 65)^,  parce  qu'il  est  de  l'ordre  de  grandeur  (Ap)ï  : 

+(6d,dj— 6c, C4)a:+3dj/,— 6c, 3,  =0     . .  .  54) 
Mais,   en   vertu    de    51)  et   de  53),  on  a  en  première  ap- 
proximation 

»  =  --l!,  =  -^!,,  ..-56) 

en  vertu  de  52) 


.56) 


^—~  d7       "2c7 
et  en  vertu  de  54) 

c,dl-/^ — 2cîdj3, +2c,(c,c,— djd,);'3 

^    ~~         5d^dl—10c,dle,+20c]ftd^  "        ' 

Ainsi  y^  change  de  signe  en  même  temps  que  Ap,  et  par 

conséquent,  lorsqu'un  point  double  de  cette  espèce  se  montre 

sur  la  surface  variable,   il  s'opère  en  général  un  passage 

du  réel  à  l'imaginaire. 

Dans  l'équation  40),  le  terme  constant  devient  maintenant 
égal  à 

2c,.24«s— 3(2d3)'  =I2(4c,es— d?) 
et  est  donc  de  l'ordre  A  p.  Par  suite,  après  que  la  valeur  de 
m  donnée  par  55)  a  été  substituée  dans  40),  on  voit  apparaître 
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ici,  comme  terme  principal,  le  terme  contenant  la  première 
paissance  de  y  (ordre  1-^Ap);  mais  puisque,  d'après  57),  les 
deux  points  de  plissement  ont  des  y  de  signe  contraire,  ils 
sont  d'espèce  différente.  Dans  un  point  de  plissement 
double  hétérogène  4c, «^ — d\-:=0  seréunissent  donc 
deux  points  de  plissement  d'espèce  différente, 
qui  deviennent  alors  imaginaires. 

Transformation  des  points  d'osculation. 

19.  Lors  de  l'apparition  d'un  point  d'osculation,  l'équation 
de  la  surface,  pour  une  valeur  du  paramètre  voisine  de  la 
valeur  critique,  est: 

+dja!3/»+d,y'-(- 58) 

La  supposition  correcte  est  dans  ce  cas:  m  fini,  a;  et i/  du 
même  ordre  de  grandeur.  Des  équations  34),  35),  et  36) 
résultent  alors,  respectivement,  les  suivantes: 

2m;',+6d,awi+2(ij^+;'î+2dia;-»-2d3J/  =  0     ...  59) 

m/,+2d,a:m-t-2djym+2;-3+2dja;+6d,j/  =  0     ...  60) 

6d,m»+6d,m»4-6dîm+6d,  =0.  ...61) 

A  chaque  solution  réelle  de  l'équation  61)  correspond  un 
point  de  plissement  réel.  Il  ne  s'opère  pas  de  passage 
du  réel  à  l'imaginaire.  L'équation  61)  est  identique  avec 
l'équation  servant  à  calculer  la  tangente  au  point  triple  de  la 
section  qui  touche  la  surface  au  point  d'osculation.  Comme  en 
outre,  dans  l'équation  40),  le  terme  quadratique  de  signe  négatif 
surpasse  l'autre,  nous  pouvons  énoncer  cette  proposition  :  D  a  n  s 
tout  point  d'osculation  sont  réunis  trois  points 
de  plissement.  Le  nombre  (nu  ou  trois)  des  points 
de  plissement  réels  est  égal  au  nombre  des  bran- 

AaCHIVKS   NiSKRLANDAISKS ,   T.    XXIV.  6 
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ches  réelles  de  la  section  tangente.  Les  points 
de  plissement  réels  sont  toujours  de  la  seconde 
espèce.  Il  ne  se  produit  pas  de  passage  du  réel  à 
l'imaginaire. 


Détermination   des  points  de  plissement 
d'une  surface  <p{x,  y,  z)-=:0. 

20.  Au  voisinage  immédiat  d'un  point  conique,  le  développe- 
ment en  série  1)  n'est  plus  admissible,  et  la  voie  suivie  au 
§  15  cesse  donc  d'être  praticable  quand  il  s'agit  de  déterminer 
les  points  de  plissement  qui  se  séparent  lors  de  la  transfor- 
mation d'un  point  conique. 

Nous  devons  donc  commencer  par  établir  des  formules 
propres  ')  au  calcul  des  points  de  plissement  d'une  surface 
représentée  par  une  équation  qo  (x,  y,  z)  =  0,  où  2  n'est  pas  ex- 
primé explicitement  en  x  et  y. 

Soit  le  point  P,  à  coordonnées  x,  y  s,  un  point  de  plisse- 
ment de  la  surface  et  en  même  temps  l'origine  d'un  nouveau 
système  de  coordonnées  x',  y'  z' :  la  nouvelle  équation  de  la 
surface  qo  [x,  j,  a)  ^  0  peut  alors  s'écrire  : 

ff,  \E:^-\-H\+  . . .  z=  0,  ...  62) 

où 

L'équation  du  plan  tangent  en  P  est  alors 


i)  La  considération  des  points  de  plissement  comme  points  d'intersec- 
tion de  trois  surfaces  connues  (Salmon-Fiedler,  AUgemsitie  Géométrie  des 
Raumes,  3.  AuB.,  §477,  S. 623),  considération  qui  conduit,  par  exemple,  à 
la  détermination  du  nombre  des  points  de  plissement  d'une  surface  de 
l'ordre  tt,  fournit  un  système  d'équations  peu  convenables  pour  notre  dessein. 
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ff,  =0,  ...64) 

et  ce  plan  doit,  attendu  que  le  point  P  appartient  à  la  spi- 
Dodale  et  que  par  conséquent  les  deux  tangentes  de  la  section 
tangentielle  coïncident,  être  tangent  au  cône 

fl'i  =  0.  ...  65) 

A  un  point  Q  de  la  droite  de  contact  sont  donc  applicables 

les  équations  64)  et  65).  Mais  pour  un  pareil  point  on  a  aussi 

iH\       8ir^      SH\ 
dx'  _  Sy'  8z  „„. 

î)x'  8y'  8z' 

puisque  le  plan  tangent  au  cône  doit  être  identique  avec  le 
plan  ITf  :=0.  Enfin,  comme  la  droite  de  contact,  c'est-à-dire 
la  tangente  de  la  section  tangentielle  au  point  de  plissement, 
doit  couper  quadruple  ment  la  surface  en  P,  on  a  encore 

H'i=0.  ...67) 

Les  équations  64),  66}  et  67),  avec  l'équation  qi  (x,  y,  z)  =  0 
de  la  surface,  suffisent  pour  calculer  les  inconnues  x,  y,  z  et 
les  rapports  x  :y'  '.  z. 

Détermination    de    l' espèce. 

2X.  Soit  x' ,  y',  z'  un  point  Ç  de  la  droite  de  contact  PQ, 
dont  il  a  été  question  ci-dessus,  et  x'  +  ^X,  y'-i-tjX,  z'  +  ^l  un 
point  R  situé,  en  dehors  de  cette  droite,  dans  le  plan  tangent  ; 
on  a  alors  nécessairement: 

Si  Ton  considère  maintenant  S,  i/  et  C  comme  des  coefficients 
constants  et  finis,  qui  déterminent  la  direction  de  la  droite 
QR,   et   X   comme    une    petite    quantité    variable,  le  point  R 

6* 
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décrit  une  droite  menée  par  Q  dans  le  plan  tangent  du 
point  de  plissement  jP,  droite  dont  les  points  d'intersection 
avec  la  surface  peuvent  être  obtenus  par  la  substitution  des 
coordonnées  x'  ■+■  U,  y'  +  vK  »'  +  C^  dans  l'équation  62). 
En  ayant  égard  aux  équations  64),  65),  66),  67)  et  68),  cette 
substitution  donne,  en  première  approximation  '): 

Cette  équation  du  second  degré  en  X  devra  donc,  si  l'on 
a  affaire  à  un  point  de  plissement  de  la  seconde  espèce, 
posséder  des  raciùes  réelles,  et  dans  le  cas  contraire,  des 
racines  imaginaires. 

Le  point  de  plissement  est  donc  de  la  première  ou  de  la 
seconde  espèce,  suivant  que 


S-^2H\.S—A'%0,  ...70) 


où 


Bien  entendu,  la  condition  70),  si  l'équation  i 
c'est-à-dire  si  le  point  B  reste  dans  le  plan  tangent  du  point 
de  plissement,  doit  être  indépendante  du  choix  de  la  direction 
désignée  par  Ç,  »/,  Ç.  La  preuve  qu'il  en  est  réellement  ainsi, 
ressort  des  considérations  suivantes. 

Soient  |,  ij,  C   les   coordonnées    cartésiennes    d'un    point; 


')    Le  terme  ( S- — \-  n  - — I--— ï^'t 


de  68),    parce  qu'on    a    —~  =  -~  etc.  La  quantité  i  est  du 
(le  grandeur  que  j^'',  y'',  z''. 
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l'équation  5=0  représente  alors  un  cône,  qui,  si  |,  tj,  Ç  sont 
rapportées  aux  mêmes  plans  de  coordonnées  que  a:",  y',  z', 
est  identique  avec  le  cône  65)  et  par  conséquent  touché  par 
le  plan 

B  =  «îî+,'?  +  fJ»  =  0  ...73) 

dx  Sy  Sz 

identique  avec  64).  Mais  la  droite  de  contact,  identique  avec 
PQ,  se  trouve  en  outre  dans  le  plan  ^  ^  0  (si  x,  y,  z"  sont 
regardées  en  A  comme  les  cooi-données  du  point  Q),  car 
par  la  substitution 

—  :=-^^2.(a;',  j('_2'  coordonnées  du  point  Q)    ...74) 
xf      y      z 

on    satisfait,    comme  il  suit  de  67),  à  l'équation  de  ce  plan 

-4  =  0. 

Le  cône  iS  ^  0  est  donc  touché  par  le  plan  £  ^  0  suivant 
la  droite  5  =  0,  j4  ^  0,  et  l'on  sait  qu'en  pareil  cas  son 
équation  se  laisse  mettre  sous  la  forme 

S^^kA-'  +(A,|  + Jtj),-h  Jt,Ç)£  =  0.  ...75) 

Mais  alors  l'équation 
5'=2fl',  .S-^>=(2tff,— 1)^'  -i-2(Jt,|-i- 

+  ij^  +  ijC)fl',B=0    ...76) 
représente,  elle  aussi,  un  cône  touché  par  le  plan  B-^0. 

L'espace  décrit  par  les  plans  tangents  réels  d'un  cône 
du  second  ordre  étant  appelé  l'espace  extérieur  de  ce  cône, 
il  ne  s'agit  plus,  d'après  70),  que  de  déterminer  le  signe  de 
S'  au  point  |,  r/,  Ç,  c'est-à-dire,  puisque  ce  point  se  trouve 
toujours  sur  le  plan  tangent  73)  du  cône  iS^  ^  0,  dans 
l'espace  extérieur  de  ce  cône.  Or,  ce  signe  est  contraire 
à  celui  du  discriminant  de  la  fonction  S'.  Pour 
le  cas  particulier  ax^  4-  6y*  +  fô'  r:r  0,  ce  théorème  est  très 
facile  à  démontrer.  Mais  alors  il  doit  être  vrai  généralement, 
car  le  aigne  dn  discriminant  n'est  pas  changé  par  les  sub- 
stitutions linéaires  correspondant  à  une  transformation  des 
coordonnées. 


by  Google 


D.   J.    KOBTEWEG.   SUR   LES 

la        S 

^  "g.         ■. 


J^A 1^ 


5^    3ic   ",-^   S  "^  §■  gjS  §p  fep     o 

=='U   =:'1>  «l''?    S  S   «  -T»   CiS   Cl-      -I- 

J      J      J     J I  ^  ^     ^  "^ 

s'il  sli  ik  "=l  I  II  gl*  sli  ik 

s     ^'     s'   -  °|  sis  „^lt?l  gb 


s  Sh  Sr    i      s  VA 

a.  , ^  " '^    .2   s  "      «  <i 

I  II;;  SI-?  si;  s  E  g  +  - — :' 

II  I      I    i^l  ■='  ?l|  ^!î  ^1^ 
£  «^  ^l"=  ^f=  ..  .5  g^  bju  ijk  &,g 


a     as 


i^''         ?«  55  f  ^'fi 


«  Le  a: . 


a   * 


g"  ."T  ^  ^  i  S  S 
^  *!•§  §!•§  sN  «  »■§ 

■|  T  T  T  |i| 


tu      S)      tn    1-  ■=  » 

iM         (N         c;       ■«    _  ~ 

«>  5  -a 


b,  Google 


POINTS   DE  PLI88BMBNT. 

S"  Sa 


la  " 

■SI  '  °  J 

I  °  g-g. 


-Il 


•^  I 


fc  -^  Il  5    S.  3  'c;  ^ 

■=~  Se  te  *  te"  o    o  -j  sis* 

S  -S  -«         'a.  .„    ^  ■«  S  ^     ►„• 

S  J  !o  U    il!  >     =        <=  "'  "  ~  «  -     + 

■3    î  .-l-s»    .-L         .1         -1,  ?     .  o  -s    g      ^. 

-■  §  as?    »i  ■=>  à!  à.  èL?  -5  °  =■  ■?  I     . 

S   "  S>  i^    ^  '•=    •=  I .    "  I  -Il  -^  al*! 

--  S  ■?"=»"'*"  2. tfT  a  S.  a     + 

C  ^  '■I            T         "I          «I  -a)  °  ^"   '^      ** 

■i  «  ..   5 s  ï  f  âl^  ^^  -s  °  -f  îi  f    ^- 

Il  â    *      "  «  °  °  sf.  t 

-J: ,; §1  ^  |i  î 


^i■3 


SJ 


sa  œ         o  -j    * 

1 1  I  ;:         1 


b,  Google 


88  D,   J.   KORTBWEO.   BUR   LB8 

OU,  en  faisant  subir  à  l'origine  des  coordonnées  un  déplacement 
convenable  : 

ç  =  «  +  //,  +  JÏ3  +  H,+  . . .  =  0.  ...  82) 

Les  équations  64),  66)  et  67),    dont  la  solution,  combinée 

avec  l'équation  82),  nous  fournit  les  coordonnées  x,  y,  z  des 

points  de  plissement  et  les  directions  {x  :  y'  :  «')  des  tangentes 

des  sections  tangentielles  correspondantes,  s'écrivent  alors  : 

ï-4  ^  +  J~r-  y  +  =r-T-  3  —  M  s-  =  0  ...  84) 

Sxdif  Sy^"        SySz  Si/ 

i>  a;'  +  i!*„-  +  ^3'— u^  =  0  ...86) 

dxSz  Sy  33  ôz^  àz 

où  M  représente  la  valeur  commune  des  quotients  66). 

Remarquons  d'abord  qu'on  satisfait  aux  équations  84),  85) 
et  86),  en  première  approximation,  par  la  supposition 

x' y' z' 


car  alors  s'évanouissent  les  termes  qui  dépendent  de  H^. 
En  accord  avec  ce  fait,  nous  substituons  dans  notre  système 
d'équations  : 

ï'  =  u  {«+!);     y'  =  u(y+,);     z  —u[z+Z).       ...88) 
Nous  obtenons  alors,  en  posant  pour  abréger 

et  en  restreignant  chaque  équation  aux  termes  dont  il  sera 
fait  usage  ultérieurement; 
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2»,+3fl,  +  4fl,  +  (;,+  f',=0 


SB, 
Sx 


,SH,  .au. 


SV, 


—  0 


Sy  Sy  Sy  9y 


"li^l'li. 


Ss 


.91) 


.94) 
.95) 


6fl,+24ff,+6t/,  =0. 
En  n'ayant  maintenant  égard  en  premier  lieu,  dans  chaque 
équation,  qu'aux  termes  de  l'ordre  de  grandeur  le  plus  élevé, 
on  peut  conclure  des  équations  92)  à  94)  que  |,  »?,  C  atjpartien- 
nent  à  l'ordre  a;^,  puis  des  équationB91)  et  95)que  lesrapports 
de3  coordonnées  xiy.z  doivent  satisfaire  aux  équations 
5j  ■^O  et  flj  =0.  Pour  la  détermination  des  coordonnées 
elles-mêmes,  toutefois,  il  faut  tenir  compte  aussi  des  termes 
dont  l'ordre  de  grandeur  est  moindre. 

En  multipliant  les  équations  92  à  94)  respectivement  par 
X,  y,  r,  on  obtient  après  sommation: 

3n,+8H^+  l\  +  2U,  =0.  ...96) 

Cette  équation,  joint-eà91)  et  à  95),  noua  permet  d'exprimer 
fl,,  Bj  et  U,  en  tenues  de  l'ordre  x*.  On  trouve 

fl,  =  — 4fl,  —  ï/,  ...97) 

f/,  =  4  ff,  H-  Ua  ...  98) 

...  99) 


H^=2H,+^V, 


La    substitution  de   ces   valeurs  dans  l'équation  82)  de 
surface  donne  alors 

1 


H^  - 


-  V, 


.100) 


et  il  ne  reste  plus  qu'à  calculer  ï/,,  c'est-à-dire  à  tirerl,  i?,  Ç 
des  équations  92)  à  94)  et  à  substituer  ces  solutions  dans 
I/j,  Mais,  en  première  approximation,  les  équations  92)  à  y4) 
peuvent  être  écrites: 
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S<H           S'B.     ^ 

l^^  +  sisii* 

Sx  Sz          Sx 

. .  101) 

S'B,,^i'H,     _^S'B,^^SH,        „ 

. .  102) 

S'H,  ,    ,     S'H,       ,  S'H,  y   .   SH,       „ 

.  ,  103) 

introduisant  de  nouveau,  conformément  à  79),  la  notation 

a  =  H,  â»Hj    5ïH, 

S'H,  S'H,  S'H,   SH, 
Sx'     SxSy    3:c3ï     Sx 

Sx''     Sx5y    5xSy 

S'H,   S'H,   S'H,   SH, 

S'H,  S'H,   3'JÏ, 

SxSy      Sy*      SxSz 

;  A,= 

SxSy      Sy'     SySz      Sy 
S'H,  S'H,  S'H,    SH, 

...  104) 

3'Hj  S^Hj    8*H, 

SySx     SySz      Sz'       Sz 

SxSz     SySz     Sz* 

SH,     SH,      SH, 
Sx        Sy        Sz 

mve  sans  peine,  c 

omme  résultat  de  la  substitution  : 

U,  =  Zi .  ...  105) 

Pour  le  calcul  des  points  de  plissement  d'un  point  conique 
transformé,  nous  obtenons  donc  finalement  les  équations 


H, 

=  0 

.  . .  100) 

H,=0 

...  107) 

"'-k-' 

. . .  108) 

où,  au  moyen  de  106)  et  107),   l'expression  A^  s 

laisse  en- 

core  simplifier,  comme  A',  l'a  été  au  §22.  On  a 

en  effet; 

A.=  l 

SH,     SH, 
Sx       Sx 
SH,     SH, 
W    'W 

...  109) 

Posons  y^=mx,  ï  =  na;;  les  équations  106)  et  107)  suffisent 

alors  au  calcul  de  m  et  de  n. 

après  quoi, 

u  moyen 

de  108),  ovi 
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A,  désigne  un  nombre  et  A,  une  expression  du  quatrième 
ordre  en  x,  y,  z,  on  trouve,  pour  chacune  des  six  solutions 
m,  n,  une  valeur  de  a;'. 

En  tout,  il  y  a  donc  24  points  de  plissement, 
dont,  toutefois,  la  moitié  au  moins  doit  être 
imaginaire. 

24.  Pour  la  discussion  ultérieure  nous  avons  à  distinguer 
deux  cas,  suivant  que  le  cône  tangentiel  H^-^d  est  réel  ou 
imaginaire.  Dans  le  second  de  ces  cas,  le  point  conique  est  un 
point  isolé,  auquel  s'est  réduite  une  nappe  de  la  surface.  Cîomme 
il  ne  peut  alors  exister  de  valeurs  réelles  pour  m.  et  n,  les 
24  points  de  plissement  sont  tous  im^inaires. 

Une  nouvelle  nappe,  naissant  d'un  point  isolé 
d'une  surface,  ne  présente,  au  début,  aucun  point 
de  plissement  réel. 

Lorsque,  au  contraire,  le  point  conique  possède  un  cône 
tangentiel  réel,  ce  point  se  trouve  à  la  rencontre  de  deux 
portions  de  surface  qui,  en  faisant  varier  le  paramètre,  ou  bien 
se  séparent,  ou  bien  se  réunissent.  ')  Or,  ainsi  que  nous 
l'avons  démontré  au  §  22,  le  signe  de  l'expression  ffj,dan3 
l'espace  intérieur  du  cône,  concorde  avec  le  signe  du  discri- 
minant A,;  la  surface  82}  présentera  donc  l'état  de  la  réu- 
nion ou  de  la  séparation,  suivant  qu'on  aura  ce  A,  ^0, 
car,  au  signe  de  «,  on  reconnaît  immédiatement  si,  après  la 
transformation,  l'origine  a  été  englobée  dans  l'espace  intérieur 
du  cône  des  tangentes,  où  qn  s'accorde  en  signe  avec  A,,  ou 
dans  l'espace  extérieur.  Lors  donc  que  «  et  A ,  possèdent  le 
même  signe,  l'espace  intérieur  s'est  étendu  et  il  y  a  eu  réu- 
nion; dans  le  cas  contraire,  il  y  a  eu  séparation.  Comme, 
en  première  approximation,  a  est  proportionnel  à  Ap  et  change 
donc  aussi  de  signe  avec  Ap,  il  s'opérera  en  général,  chaque 
fois   que  le  paramètre  p  passera  par  une  valeur  critique  im- 


')  Comp.  Klein.  Mathem.  Ann.,  Bd.  VI,  1873:  Veber  Flàchen  dritter 
Ordnung,  S.  SfS. 
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pliquant  l'apparition  d'uo  point  conique,  une  séparation  de 
parties  de  surface  précédemment  unies,  ou  une  union  de  par- 
ties antérieurement  séparées 

Après  ces  remarques,  il  est  facile  de  poser  la  règle  suivante  : 

A  chaque  solution  m,  n  réelle,  ou  —  ce  qui  re- 
vient au  même  —  à  chaque  droite  réelle  passant 
.par  le  point  conique  de  la  surface  //,  +//^,:=0,  corres- 
pondent quatre  points  de  plissement.  De  ces  qua- 
tre points,  deux  sont  constamment  Imaginaires, 
les  deux  autres  sont  réels  ou  imaginaires  suivant 
le  signe  de  «;  ils  se  présentent  donc  comme  points 
de  plissement  réels  soit  sur  les  parties  unies,  soit 
sur  les  parties  séparées  de  la  surface,  pourdevenir 
imaginaires  au  moment  de  la  séparation  ou  de  la 
réunion. 

25.  Pour  ce  qui  concerne,  finalement,  l'espèce  des  points  de 
plissement  produits  lors  de  la  transformation  d'un  point  conique, 
voici  la  règle  simple  qui  la  fait  connaître: 

Les  points  de  plissement  qui  deviennent  réels 
lors  de  la  séparation  sont  de  la  première  espèce, 
ceux  qui  deviennent  réels  lora  de  la  réunion  sont 
de  la  seconde  espèce. 

En  effet,  pour  déterminer  l'espèce,  on  a  à  substituer  dans 
l'inégalité  78),  en  vertu  des  équations  88)  (dans  lesquelles, 
en  première  approximation,  on  peut  négliger  5,  »/.  Ç)  les  va- 
leurs x  ::zux,  y'=.uy,  z  =.uz.  Cette  condition  78)  devient 
alors,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  de  l'ordre  de  gran- 
deur le  plus  élevé, 

2a,  .H,  -fA,  <0  ...110) 

expression  qui,  à  l'aide  de  l'équation  108),  se  laisse  trans- 
former en  cette  autre  : 

2«A,^0.  ...111) 

Or,  d'après  le  §  24,  il  y  a  séparation  ou  réunion,  suivant 
qu'on  a  «A,  ^0. 
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Bécapltulation  des  résultats  obtenus. 

26.  Résumous  brièvement  les  résultats  auxquels  nous  sommes 
arrivés  dans  cette  Section. 

Lorsqu'une  surface  est  soumise  à  une  transformation  con- 
tinue, dans  laquelle  l'apparition  de  points  exceptionnels  d'ordre 
supérieur,  ainsi  que  l'apparition  non  effective  de  points  ex- 
ceptionnels du  premier  ordre  (comp.  S  i7,  note  de  la  page  79), 
est  évitée,  des  points  de  plissement  ne  peuvent  devenir  réels 
ou  imaginaires  qu'au  moment  où  se  montre  sur  la  surface 
l'un  de  ces  quatre  points  exceptionnels  du  premier  ordre: 
points  de  plissement  doubles  homogènes  (d,  =:  0), 
points  de  plissement  doubles  hétérogènes  (dl — 4c, €„ 
:=:  0),  points  d'osculation,  points  coniques. 

Dans  les  points  de  plissement  doubles  homogènes 
se  réunissent  deux  points  de  plissement  de  la  même  espèce. 
Il  s'y  opère  un  passage  du  réel  à  l'imaginaire. 

Dans  les  points  de  plissement  doubles  hétérogènes 
se  réunissent  deux  points  de  plissement  d'espèce  différente. 
Il  s'y  opère  un  passage  du  réel  à  l'imaginaire. 

Dans  les  points  d'osculation  se  réunissent  autant  de 
points  de  plissement  réels  (un  ou  trois)  que  la  section  tan- 
gentielle  montre  de  branches  réelles.  Ces  points  de  plissement 
sont  toujours  de  la  seconde  espèce.  11  ne  se  produit  pas  de 
passage  du  réel  à  l'imaginaire.  Le  nombre  total  des  pointa  de 
plissement  réunis  {réels  et  imaginaires)  est  de  trois. 

Dans  un  point  conique  se  réunissent,  en  tout,  24  points  de 
plissement.  Lorsque  le  point  conique  est  un  point  isolé,  ces 
24  points  de  plissement  sont  tous  imaginaires.  Si,  au  con- 
traire, au  point  conique  se  rencontrent  deux  nappes  de  la  sur- 
face, le  nombre  des  points  de  plissement  réels,  que  la  transfor- 
mation fait  apparaître,  est  égal  au  double  du  nombre  des 
droites  réelles  qui,  sur  une  certaine  surface  dérivée,  du  troi- 
sième ordre,  passent  par  le  point  conique.  Cette  surface  du 
troisième  ordre  s'obtient  en  supprimant  dans  l'équation  de  la 
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surface  donnée,  le  point  conique  étant  pris  pour  origine  des 
coordonnées,  tous  les  termes  du  quatrième  ordre  et  des  ordres 
plus  élevés.  Les  points  de  plissement  deviennent,  par  couples  : 
ou  bien,  réels  lors  de  la  séparation,  imaginaires  lors  de  la 
réunion,  et  dans  ce  cas  ils  sont  de  la  première  espèce  ;  ou 
bien,  réels  lors  de  la  réunion,  imaginaires  lors  de  la  sépa- 
ration, et  dans  ce  cas  ils  sont  de  la  seconde  espèce. 

Il  est  à  remarquer,  en  outre,  que  l'espèce  du  point  de 
plissement  ne  peut  jamais  changer.  Pour  que  cela  fût 
possible,  il  iaudrait  que  l'expression  dj — 4c  ,«5  changeât  de 
signe  et,  par  conséquent,  devînt  nulle.  Or,  cela  n'a  lieu  qu'en 
des  points  de  plissement  doubles  de  la  seconde  espèce,  en 
des  points  d'osculation  et  en  des  points  coniques;  mais  alors 
il  ne  se  produit  pas  de  changement  d'espèce,  mais,  dans  le 
premier  et  dans  le  dernier  cas,  un  passage  à  l'imaginaire. 

27.  Si  nous  pouvons  regarder  comme  complètement  résolue, 
par  ce  qui  précède,  la  question  posée  au  début  de  cette 
Section,  il  resterait  à  accomplir  encore  une  seconde  recherche, 
non  moins  importante  que  la  première.  Il  est  facile  de  voir, 
en  effet,  que  la  production  et  la  disparition  des  points  de 
plissement  sont  accompagnées  de  remarquables  changements 
dans  le  cours  de  la  courbe  connodale  (ainsi  que  dans  celui 
de  la  flecnodale  et  de  la  spinodale),  changements  qui,  pour 
chacun  des  quatre  points  exceptionnels  du  premier  ordre, 
possèdent  un  caractère  différent.  L'étude  de  ces  changements 
forme  une  sorte  d'analyse  des  plis  d'une  surface.  Le  nombre 
de  ceuxci  peut-être  compté  au  moyen  de  leurs  courbes 
connodales.  Il  y  a  ensuite  à  distinguer  des  plis  fermés  et 
des  plis  non  fermés.  Les  premiers  sont  limités  par  deux 
points  de  plissement;  chez  les  seconds,  les  deux  branches 
de  la  connodale  rentrent  chacune  en  elles-mêmes,  sans  que 
les  points  de  contact  conjugués  viennent  jamais  à  coïncider. 
D'autres  cas  ne  peuvent  pas  se  présenter  au  moins  chez  les 
surfaces  algébriques  et  lorsqu'on  n'attribue  pas  de  signification 
spéciale  au  plan  infini.  La  notion  ordinaire  de  pli  doit,  bien 
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entendu,  être  un  peu  généralisée.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que 
la  surface  du  sixième  ordre  composée  de  trois  surfaces  sphéri- 
ques  isolées  possède  trois  plis  non  fermés.  En  se  représentant 
les  trois  sphères  comme  primitivement  unies  par  des  portions 
de  surface  qui  disparaissent  peu  à  peu,  on  sera  amené 
à  reconnaître  la  légitimité  de  cette  généralisation. 

Bien  qui  j'aie  achevé  en  partie  l'étude  qui  vient  d'être 
esqiiisaée,  je  crois  devoir  remettre  à  plus  tard  l'exposé  des 
résultats  obtenus. 

Application 
aux    surfaces    du    troisième    ordre. 

28.  Ce  n'est  qu'à  partir  des  surfaces  du  troisième  ordre 
que  les  points  de  plissement  peuvent  se  présenter.  Dans  ce 
qui  va  suivre,  j'indiquerai  brièvement  comment  la  théorie 
générale  se  simplifie  pour  ces  surfaces.  La  courbe  fîecnodale 
d'une  surface  de  cet  ordre  étant  formée  par  l'ensemble  des 
droites  situées  sur  la  surface,  des  points  de  plissement  ne 
peuvent  se  trouver  que  sur  ces  droites. 

Si  l'on  même  un  plan  par  une  pareille  droite,  ce  plan 
coupe  en  outre  la  surface  suivant  une  conique,  dont  les 
points  d'intersection  avec  la  droite  doivent  être  considérés 
comme  des  points  de  contact  conjugués  de  la  connodale 
(laquelle,  par  conséquent,  est  aussi  identique  avec  la  droite). 
Or,  là  où  la  conique  touche  la  droite,  où,  par  conséquent, 
les  deux  points  conjugués  de  là  connodale  coïncident,  là  se 
trouve  un  point  de  plissement.  Les  points  de  plissement 
des  surfaces  du  troisième  ordre  ne  sont  donc  pas  autre  chose 
que  les  points  asymptotiques  bien  connus  dans,  la  théorie'de 
ces  surfaces,  points  dont  deux,  réels  ou  imaginaires,  se 
trouvent  sur  chacune  des  droites  de  la  surface.  On  voit 
aussi,  immédiatement,  qu'il  ne  peut  se  rencontrer  que  des 
points  de  plissement  de  la  seconde  espèce. 

29.  Si  l'on  prend  un  point  de  plissement  d'une  surface 
du    troisième  ordre  pour  origine  des  coordonnées,  la  droite 
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correspondante  pour  axe  des  x,  et  le  plan  tangent  pour  plan 
X  0  Z,  il  est  facile  de  voir  (comp.  §  2)  que  l'équation  de  la 
surface  ae  laisse  mettre  sous  la  formule: 

I .  [F^  (x,  y,  z))  =  c,ar>  +d^xy'^+d^x^y+d,x^     . .  .  112) 

En  cas  d'un  point  de  plissement  double,  il  faut  qu'on 
ait  d,  ^0  ou  4c,C5  — -dj  ^0,  ce  qui  toutefois  revient  ici  au 
même,  à  cause  de  e,  =0.  Mais  lorsque  dans  l'équation  112) 
on  a  dj  =0,  et  qu'on  déplace  l'origine  des  coordonnées  le 
long  de  la  droite  j-^O,  2^0,  en  remplaçant  y  par  y  +  h, 
l'équation  conserve  la  même  forme,  et  chaque  point  de  la 
droite  doit  par  conséquent  être  regardé  comme  point  de  plis- 
sement double.  En  deux  des  points  de  la  droite,  toutefois, 
savoir  aux  points  où  elle  coupe  la  surface  f ,  [x,  y,  a)  =  0, 
l'unique  terme  du  premier  ordre,  z  F,  (o,  6,  o),  s'évanouit  dans 
l'équation  112).  Ces  deux  pointe  sont  donc  des  points  coniques 
de  la  surface,  et  la  droite  qui  les  joint  est,  comme  on  le 
sait,  une  droite  quadruple  de  la  surface  du  troisième  ordre. 
Des  points  de  plissement  doubles  ne  se  rencontrent 
donc,  chez  les  surfaces  du  troisième  ordre,  que  sur 
des  droites  quadruples.  Tous  les  points  de  ces  droi- 
tes doivent  être  regardés  comme  des  points  de 
plissement  doubles. 

L'apparition  des  points  d'osculation  n'offre  rien  de 
particulier.  La  section  tangentielle  consiste,  bien  entendu,  en 
trois  droites,  dont  deux  peuvent  être  imaginaires. 

Les  points  coniques  de  la  surface  du  troisième  ordre 
présentent  une  propriété  qui  n'existe  pas  dans  le  cas  général, 
à  savoir,  que  des  points  de  plissement  réels  ne  peuvent  s'y 
former  que  .lors  du  processus  de  la  réunion.  Cela  résulte 
déjà  de  la  circonstance  que  chez  ces  surfaces  il  ne  se  ren- 
contre que  des  points  de  plissement  de  la  seconde  espèce 
(comp.  §§  22  et  25).  Mais  on  peut  aussi  le  déduire  directe- 
ment de  l'équation  108),  car,  d'après  109),  la  quantité  A,  est 
un  carré,  par  conséquent  positive,  tandis  que  H^  s'évanouit 
pour  les  surfaces  du  troisième  ordre.  Des  sqlitions  réelles  des 
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équations  106)  à  108)  ne  peuvent  donc  se  présenter  que  si 
«A,  est  positif,  c'estr-à-dire,  en  cas  de  réunion. 

30.  Finalement,  nous  montrerons  encore  comment  la  théorie 
générale,  appliquée  aux  surfaces  du  troisième  ordre,  conduit 
à  un  théorème  concernant  le  nombre  des  points  de  plisse- 
ment réels. 

Une  surface  du  troisième  ordre  se  laisse  transformer,  d'une 
manière  continue,  en  toute  autre,  sans  que  jamais  il  apparaisse 
à  la  fois  plus  d'un  seul  point  conique.  On  peut  donc  dans  la 
transformation  des  surfaces  du  troisième  ordre  éviter  les 
points  de  plissement  doubles,  et  puisque  le  nombre 
des  points  de  plissement  réels  ne  change  pas  lors  de  la 
production  de  points  d'osculation,  ce  n'est  que  dans 
les  points  coniques  qui  peut  avoir  lieu  un  passage  du  réel  à 
l'imaginaire,  ou  réciproquement.  Or,  comme  le  nombre  des 
points  de  plissement  qui  deviennent  réels  lors  de  ta  réunion 
est  égal  au  double  du  nombre  des  droites  réelles  du  point 
conique;  comme,  de  plus,  ces  droitessont  des  droites  doubles, 
qui,  de  même  que  les  points  de  plissement,  deviennent  ima- 
ginaires lors  de  la  séparation,  réelles  lors  de  la  réunion;  et 
comme,  enfin,  des  droites  doubles  n'apparaissent  sur  les  sur- 
faces du  troisième  ordre  que  dans  le  cas  où  celles-ci  présen- 
tent des  points  coniques,  —  la  différence  entre  le  nombre 
des  points  de  plissement  réels  et  celui  des  droites  réelles 
doit  être  la  même  pour  toutes  les  surfaces  du  troisième  ordre. 
Pour  déterminer  cette  différence,  il  suffit  donc  de  considérer 
une  seule  surface  du  troisième  ordre,  par  exemple,  la  surface 
diagonale  de  Clebsch.  Celle-ci  possède  27  droites  réelles  et 
10  points  d'osculation,  dans  lesquels  coïncident  30  points 
de  plissement  réels.  Nous  arrivons  donc  à  ce  théorème: 

Dans  toute  surface  du  troisième  ordre  la  diffé- 
rence entre  le  nombre  des  points  de  plissement 
réels  et  celui  des  droites  réelles  est  égale  à  trois. 

Bien  que  nulle  part  je  n'aie  trouvé  l'énoncé  explicite  de 
ce  théorème  ii     e  peut  pourtant  pas  être  dit  nouveau  quant 


by  Google 


98  D.   J.   KOBTEWKG.   SUR  LES  POISTS   DE   PLISSEMENT. 

au  fond.  C'est  ainsi  que  Nf.  Zeuthen  IMath.  Ann.,  Bd.  VIII, 
S,  5),  pour  chacune  des  cinq  espèces  principales,  à  27,  15. 
7,  3  et  3  droites  réelles,  donne  !e  nombre  des  droites  réelles 
avec  points  de  plissement  imaginaires,  à  savoir,  respective- 
ment, 12,  6,  2,  0  et  0.  Mais  le  nombre  des  droites  réelles 
avec  points  de  plissement  réels  devient  alors  15,  9,  5,  3  et 
3,  et  pour  les  points  de  plissement  réels  on  a  donc  les  nom- 
bres 30,  18,  10,  6  et  6. 
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QUELQUES   FORMULES 

POUR  LE 

CALCUL  DES  NOMBRES  DE  BERNOULLI  ET 
DES  COEFFICIENTS  DES  TANGENTES, 

PAR 

F.  J.  TAIT  DEIT  BERO. 


Il  y  a  quelques  années,  j'ai  publié  dans  lea  Veralc^en  m 
Mededeelingen  der  Koninklijke  Akademie  van  Wetenschappen  te 
Arnsterdam.,  Âfdeeling  Natuurhinde,  2^  Reehs,  Deel  16,  1881, 
p.  74 — 176,  un  Mémoire,  dont  les  Archives  n^landaises  (T.  XVI, 
1881,  p.  387—443)  ont  donné  une  traduction  abrégée,  sous 
le  titre:  „Sur  les  relations  récurrentes  périodiques  entre  les 
coefficients  du  développement  des  fonctions,  etc." 

En  suite  à  ce  Mémoire,  deux  autres  communications,  re- 
latives aux  nombres  de  BemouUi  etc.,  ont  récemment  paru 
dans  les  mêmes  Verslagen  en  Mededeelingen,  3^  Reeks,  Deel  5, 
1889,  p.  358—397,  et  Deel  6,  1889,  p.  265—276.  Ce  sont  ces 
nouvelles  études  dont  je  me  propose  de  faire  connaître  ici 
toutes  les  parties  essentielles,  en  renvoyant  comme  précédem- 
ment, pour  des  détails  plus  circonstanciés,  aux  deux  publi- 
cations originales  hollandaises. 


Pour   déterminer  les    nombres  de  Bemoulli  B  et  les  coef- 
ficients des  tangentes  T,  noua  partirons,  de  même  que  nous 
Archives  Néerlandaises,  T.  XXIV.  7 
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l'avons  fait  dans  notre  premier  travail  (Arch.  néerl.,  XVI,  p.  432), 
des  deux  développements 

où  l'on  a  en  général  (p.  395)  p  !  =  1  .  2  .  3  .  . .  p,  et  par  consé- 
quent (p.  396)  01  =  -7-  =1,  ainsi  que  (p.  433)  B__j  =  —1  et 

î'_^=0.    De  la  valeur  tg  —  =cot -^  — 2cotx  résulte  alors 

immédiatement,  par  substitution,  la  relation  (p.  433)  Jïg—i  ^ 
=  2(2^?  — l)B2î— 1,  en  vertu  de  laquelle  toute  formule  pour 
les  nombres  de  Bernoulli  est  reconnue  être  en  même  temps 
une  formule  pour  les  coefficients  des  tangentes,  et  réciproque- 
ment. Aussi,  dans  la  première  partie  de  ce  qui  va  suivre,  où 
les  formules  en  T  ont  ordinairement  une  forme  plus  concise, 
nous  nous  bornerons  en  général  à  ces  formules,  sans  les  écrire 
encore  une  fois  sous  la  forme  modifiée  qu'elles  acquièrent 
lorsqu'on  substitue  pour  chaque  T  sa  valeur  exprimée  dans 
le  B  correspondant. 

Passant  des  fonctions  goniométriques  aux  fonctions  expo- 
nentielles, et  désignant  comme  d'ordinaire  par  e  la  base  des 
logarithmes  népériens  et  par  i  l'unité  imaginaire,  on  a  d'abord 


et   par    conséquent,   eu  remplaçant  x  par  —  ix  et  en  appli- 
quant à  la  tangente  le  développement  ci-dessus  rappelé, 

:1  — - 
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Si  dans  cette  expression  le  dernier  membre  eat  supposé 
développé  suivant  la  série  de  Maclaurio,  on  obtient  immédi- 
atement, en  égalant  le  coefficient  de  x^-^  au  coefficient  ho- 
mologue de  l'ayant-demier  membre, 

*    '^        (2î)l        (2,-1)! 


-'(-;^) 


d«>«-l 

(«=0 

--(.-^) 

(f*-l         (.= 

0)' 

d>t-l  (  - 

^0 

22!— 1-          dx^ 

-     (2  3-1)1- 
ce  qui,  sous  la  forme 

R»     ,  —      ^3g-l      _  /_\î 

donne  pour  le  ci*"»  nombre  de  BemouUi  la  même  expres- 
sion différentielle  qu'on  trouve,  déduite  par  une  méthode 
différente  due  à  I^aplace,  entre  autres  dans  les  traités  de 
R.  Lobatto,  Lesaen  over  de  differentiaat-  en  inlegraal-reJeening, 
2*  Deel,  1«  Afdeeling,  1852,  p.  374—376.  et  de  S.  F.Lacroix, 
Traité  du  calail  différentiel  et  du  caleul  intégral,  2«  éd.,  T.  3, 
1819,  p.  107 — 114.  Ces  auteurs  montrent  ensuite  comment 
Laplace,  —  en  établissant  le  (2  g — l)'*™*  coefficient  différentiel 

de  la  fonction -,  ,  d'une  part  sous  la  forme  d'une  frac- 

e'+  1  ^ 

tion  finie  ayant  (c^ -h  l)*î  pour  dénominateur  et  des  coefficients 
indéterminés  pour  les  2  q — 1  premières  puissances  de  e^  au 
numérateur,   d'autre    part   sous  la  forme  d'une  série  infinie 

résultant  du  développement  de  cette  fonction  z elle- 
même  suivant  les  puissances  négatives  de  c,  —  eat  arrivé  â 
sa  formule  pour  le  calcul  direct  et  indépendant  d'un  nombre 
BemouUien  quelconque.  Cette  formule,  qui,  si  l'on  prend  de 
nouveau  la  forme  en  T  au  lieu  de  la  forme  en  B  et  qu'on 
fasse  usage  de   doubles  signes  2:  et  de  la  notation  ordinaire 

7* 
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pour  les  coefficients  binomiaux,  peut  initialement  être  écrite 

1  1  0  *■  '^  ^ 

offre  le  grand  avantage  de  se  laisser  réduire,  dans  le  second 
membre,  à  la  moitié  seulement  du  nombre  des  termes  placés 
soua  le  premier  signe  £:  en  effet,  puisque  les  (2  5—  l)iÈines 
puissances  des  nombres  naturels  forment  une  série  arithmé- 
tique de  l'ordre  (2  q—l)  et  que  par  conséquent  leurs  diffé- 
rences (2  ç)'*"»»  sont  toutes  égales  à  zéro,  on  a 


2(-)<l')'"-''^- 


ou,  vu  que  le  terme  pour  r  ^  «  est  ici  nul  de  lui-même, 

d'où  il  suit,  si  dans  le  second  terme  2  on  remplace  l'indice 
variable   quelconque    r    par    2q  —  r    et    qu'on    ait    égard     à 

»— 1 

=(_)2,  -,-1  y^  (_)r  (  2î\  (2  ç_„_^)3,-l  ; 
0  \'^   / 

on  voit  par  là  que,  dans  la  formule  en  question,  les  termes 
également  éloignés  du  milieu,  c'est-à-dire  les  termes  en  n  et 
en  25—11,  sont  toujours  égaux  deux  à  deux;  que  le  terme  du 
milieu,  correspondant  k  n^  q,  reste  donc  isolé,  et  que  par 
conséquent  Laplace  a  pu  légitimement  réduire  sa  formule  à 
une  expression  qui,  mise  de  nouveau  sous  la  forme  en  T  et 
en  £,  s'écrit: 

DiyilzcdbyGoOgIC 
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î-1        —1 
(_),-I?ÎÎZ!n,-l=22(-).-l^(-)rf 'A(,.-,)^-I  + 
1  1  0       ^'^  '' 

+  (-)'-' 2}  (-)'  (^,')  (3— ■)"«-' (1) 

Au  reste,  même  sans  faire  appel  à  la  série  de  Maclaurin, 
l'égalité  ci-dessus  posée  entre  les  deux  valeurs  obtenues  pour 


forme,  par  exemple  de  la  manière  suivante. 
On  a 


(2î}! 

=  -l;(-î)'' {«*-!}" , w 

1 
Or,  on  peut  substituer  ici 

.^-.«=ï;(-)'Ç>-= I}H.Ç)|}«^'-. 

Cette  substitution,  à  cause  de  l'absence  de  toute  puissance 
paire  de  a;  dans  le  premier  membre  de  l'équation  précédente, 
donne  d'abord  lieu  à  remarquer  que,  dans  le  résultat,  le 
coefficient  de  chaque  terme  3^'  doit  être  égal  à  zéro  pour 
a  =  2  5,  c'est-à-dire  qu'on  doit  avoir 

1}  (-  i)"  2}  i.~y  (  r)  f**  -  '•)'' = *^' 

1  0  ^     ^ 

(où  pour  T  la  limite  supérieure  n  a  pu  être  remplacée  par 
1—1,  parce  que  pour  r  =  »  le  terme  (n  —  r}^?  s'évanouit; 
tandis  que  pour  n  la  limite  supérieure  a  pu  être  abaissée  de 
co  à  2  3,  parce  que,  comme  il  a  été  rappelé  plus  haut,  les 
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différences  {2q  +  1)"*™»  de  la  série  des  puiasancee  (2  5)'*n™, 
et  aussi  toutes  les  difiêrences  supérieures,  s'annulent  d'elles- 
mêmes).  Mais  d'autre  part  cette  même  substitution,  si  pour 
8  :=  2  g  —  1  on  égale  entre  eux  les  coefficients  de  x^~^,  qu'on 
tienne  compte  d'un  abaissement  des  limites  analogue  à  celui 
dont  il  vient  d'être  parlé,  et  qu'on  multiplie  par  22î^ï.  (2^—1)1, 
donne  la  formule 

3 
Bj-l  »— 1 

1  0  ^     '  [ 

=  Ij  (-)'-'  237—1.71^  i~)r  ("-l)(n-r)3î 

où,  comme  forme  simplifiée,  le  dernier  membre  a  pu  être 
ajouté  à  raison  de 

(n  \ ni        n  (»■ — 1)1      n       /n  — 1\ 

r  J  rl{n — r)!  n — r  '  r!  (n — r — 1)1  n  —  r  \  r  )' 
Dans  le  second  ou  le  troisième  membre  de  l'équation  (2), 
pour  chacune  des  2  g  —  1  valeurs  de  n  le  coefficient  du  terme 
«2f— 1,  dans  le  développement  de  {e^ — 1)»,  a  été  exprimé  sépa- 
rément sous  la  forme  2_Z'  Mais  ces  coefficients  pour  les  va- 
leurs successives  de  n  se  laissent  aussi  très  bien  déduire  l'un 
de  l'autre,  par  une  formule  récurrente.  Prenant,  à  cet  eÉEet, 
la  forme  de  développement  suivante: 

(e^—  !)■  —  V^  p      fl 
ni        "  ^-^'"■'    s\  ' 

où,  à  cause  de  e"  —  1^  x  +  etc.,  on  n'a  réellement  à  faire 
partir  la  variable  s  que  de  la  valeur  n  comme  limite  infé- 
rieure; et  remarquant  qu'on  a 

ni      _  (t»  — 1)^1     _    {e--iy     («.  —  1).  -1 

dx  (n  -1)1  "       n!  (n  — 1)1     ' 
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on  obtient,  par  substitation  : 


I}^-..<^="Ç'.-.S-§''"- 


«I  ' 


et  après  que  dans  le  second  membre  la  variable  arbitraire  s 
a  été  remplacée  par  s —  1,  afin  de  pouvoir  égaler  entre  eux 
les  coefficients  de  x*-i  dans  les  deux  membres,  l'expression 
de  cette  égalité  donne  pour  les  coefficients  P  la  formule  gé- 
nérale  de  réduction; 

P».,  =  nP,.,_l  +  Pn-l.,-l. 

En  considérant  que  pour  n^l  tous  les  Pi.t^  1  sont  con- 
nus, et  de  même  pour  8::=n  tous  les  Pn.»^!,  on  parvient 
facilement,  à  l'aide  de  cette  formule,  à  remplir  comme  il  suit  le 


Tableau  des  coefficients  P»^  de  — r-  dans 


(a--l)- 


a;' 

TT 

a;' 
2! 

31 

4Î 

a:* 
6! 

7"! 

etc. 

•1  =  1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

11  =  2 

1 

3 

7 

15 

31 

63 

n  =  3 

1 

6 

2» 

90 

301 

«  =  4 

1 

10 

66 

350 

n  =  5 

1 

15 

140 

n=6 

1 

21 

n  =  7 

1 

etc. 

La  signification  de    ce  tableau  est  donc  celle-ci:  pour  ob- 


tenir le  développement  de 


-1). 


correspondant  à  une  va- 


leur   quelconque    de  n,    on  multiplie  chacun  des  coefficients 
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inscrits  dans  la  ligne  horizontale  de  cet  n  par  le  terme  placé 
au-dessus  en  tête  du  tableau,  et  on  prend  la  somme  de  ces 
produits.  (Kappelons,  en  passant,  que  les  coefficients  du  ta- 
bleau sont  les  mêmes  qui  entrent  dans  les  formules  pour  les 
difTërences  finies,  d'ordre  successif,  d'une  fonction  quelconque, 
exprimées  au  moyen  des  dérivées  de  cette  fonction  :  en  effet, 
pour  y  ^f  [x),  en  combinaison  avec  y  +  ù.tf  =/  (a;  +  h],  le 
théorème  de  Taylor  donne,  lorsqu'on  y  applique  une  notation 
symbolique, 

et  en  général,  par  la  répétition  de  la  même  opération, 

/    Ai.       ,\« 

A«y—    {e     ^  — 1\     y  , 

de  sorte  qu'en  cette  question  aussi  on  arrive,  au  moins  sym- 
boliquement, à  une  expression  de  la  forme  {c*  —  1)"  considérée 
plus  haut.  De  fait,  on  retrouve  le  tableau  ci-dessus  lorsque, 
prenant  le  tableau  des  coefficients  p  des  susdites  dififérences, 
tel  que  l'établit  entre  autres  Lobatto  (p.  335)  au  moyen  de 
sa  formule  de  réduction 


0  /      («~i 


on  le  simplifie  en  divisant  les  lignes  horizontales  successives 
par  leurs  premiers  termes  1  !  ^  1,  2 1  ■=  2,  31^6,  4  !  :=  24, 
5 1  =  120,  6 1  =  720,  7  !  =  5040,  etc.  ;  cette  simplification  re- 
vient, en  effet,  au  passage  des  coefficients  de  Lobatto  aux 
nôtres  suivant  la  relation  p'"'  :=  n  !  F»., ,  et  au  passage,  dé- 
coulant immédiatement  du  premier,  de  sa  formule  de  réduc- 
tion en  p  à  la  nôtre  en  P.  Au  sujet  du  tableau  ci-dessus 
donné,  j'ai  d'ailleurs  encore  trouvé  cités:  Lacroix,  p.  124  et 
SOO,  eth.EuleT,IXgerentialrechnunff,  2"  TMi,  1790, p.  59— 63). 
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En  substîtoant  maintenant  à  (e* —  1)",  daoa  la  formule  (a), 
son  expression  en  coefficients  P,  on  obtient 

!],_„_.  ^. .-.=_!},_, ,„,pp.„^. 

Dans  celle-ci,  nous  n'insistons  pas  de  nouveau  sur  la  dis- 
parition nécessaire  du  coefficient  complet  de  toute  puissance 
paire  de  x  dans  le  second  membre  ;  par  contre,  en  y  égalant 
l'on  à  l'autre  les  coefficients  de  la  puissance  impaire  géné- 
rale a:%— 1  dans  les  deux  membres,  après  le  même  abaissement 
de  limite  pour  n  et  la  même  multiplication  par  2^-1,(25— 1)! 
qui  ont  été  effectués  en  (2),  nous  arrivons  à  conclure  : 

2î-l 

(_}ï-i  ^lîll  7^_i=  \j  (_)»-!  22î-'^in!P,.2î-i  ..(2') 
^  1 

Cette  formule,  qui  en  réalité  n'est  qu'une  autre  forme,  une 
forme  récurrente,  de  la  forme  indépendante  (2),  n'a  donc  besoin 
d'emprunter  chaque  fois  au  tableau  ci-dessus  que  l'ensemble  des 
coefficients  P  d'une  même  colonne  d'ordre  impair  2  5  —  1  :  pour 
l'application  dont  il  s'agit  ici,  toutes  les  colonnes  paires  sont 
superflues,  et  cela  nous  conduit  à  construire  directement  un 
tableau  plus  condensé,  en  conservant  toutes  les  lignes  horizon- 
tales, mais  seulement  les  colonnes  impaires.  A  cet  effet,  notre 
formule  de  réduction  pour  P,  qui  ramène  de  a  à  s  —  1,  doit 
être  remplacée  par  une  autre,  sautant  chaque  fois  de  s  à  3 — 2  ; 
or,  une  pareille  formule  s'obtient  en  différentiant  de  nouveau 

le  premier  coefficient  différentiel   de  — ■     ,     ■  ,    trouvé    plus 

haut,  et  en  substituant  dans  le  résultat  ce  coefficient  différen- 
tiel lui-même,  tant  pour  n  que  pour  n  —  1;  il  en  résulte 

dx^  dz  du 

-  „.  («^-i)-  +  (2  »  - 1)  fc'-nî-ti  +  fc-itil 
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c'est-à-dire 


-s 


s!. 


d'où  dérive,  après  remplacement  au  secoud  membre  de  «par 
8 — 2,  la  formule  voulue 

Cette  formule,  qui  au  besoin  pourrait  conduire  tout  aussi 
bien  à  la  composition  dea  colonnes  exclusivement  paires  qu'à 
celle  des  colonnes  impaires,  sert  donc  de  fondement  au  tableau 
suivant,  qui  dans  notre  cas  suffit. 

Tableau  des   coefficients  P».,  des   termes  impairs    —  dans 


X* 

31 

x^ 
51 

71 

x" 

ri 

etc. 

nT=l 

1 

1 

1 

1 

1 

n  =  2 

8 

16 

68 

256 

»  =  3 

1 

26 

301 

3026 

n  =  4 

10 

350 

7770 

11  =  5 

1 

140 

6951 

11  =  6 

21 

2646 

11  =  7 

1 

462 

»  =  8 

86 

»  =  9 

1 

ete. 
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Aprèa  avoir  tiré  du  développement  de  (a)  ce  qui  convenait 
à  l'objet  que  nous  avons  en  vue,  passons  à  rétablissement 
d'autres  formules,  plus  simples,  pour,  le  calcul  indépendant 
des  coefficients  des  tangentes  et  par  conséquent  aussi  des 
nombres  de  Bemoulli.  Nous  commencerons  par  chercher, 
—  parce  que  nous  aurons  plus  tard  à  faire  un  usage  répété 
des  résultats  de  cette  recherche,  —  le  développement,  tant 
sous  forme  indépendante  que  sous  forme  récurrente,  d'une 
puissance  quelconque  du  sinus,  en  fonction  des  puissances  de 
l'arc.  A  cet  effet,  la  formule 

peut  servir  de  point  de  départ.  Mais,  comme  etparcon- 

séquent  aussi    i 1     ne   contiennent    que  les  puissances 

paires  positives  de  x,  il  ne  peut  entrer  dans  le  dernier  membre 
de    la  formule  que  des  puissances  de  la  forme  ar»+2._  En  y 
,  remplaçant   donc  s  par  m  +  2  s,  renversant  l'ordre  des  deux 
sommations,  et  divisant  par  i»,  on  obtient  d'abord 

(2«„.).  =  tii-y  (T^Ç  (->'(")  <-^'->"*''- 

Dans  cette  formule,  toutefois,  le  nombre  des  termes  placés 
sous  le  second  signe  £  peut  être  réduit  de  moitié,  parce  qu'on 
a  toujours 


(— )'Ç)('*-2r)»+2'  =  (-)— ^  („-r)   (»-2{n-r))»+^ 

c'est-à-dire,  que  deux  termes  en  r  et  n — r,  également  éloignés 
du  milieu,  sont  toujours  égaux  l'un  à  l'autre  ;  eu  divisant  donc 
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par  2,  et  remarquant  qu'en  cas  d«  n  pair  le  terme  du  milieu, 
pour   r  =  ^ ,  s'amiule  de  lui-même,  et  qu'alors  il  est  en  outre 
permis  d'écrire  partout  n  —  2r=;2  (^  —  r    J  ,  on  trouve 
/(pour  n  impair)  \ 

2''-ls-m«a;={  )..(l*) 

«pour  n  pair)  i 

Cherchons  maintenant,  pour  la  même  fonction  sin"  x,  le  dé- 
veloppement avec  coefficients  récurrents.  Posons,  à  cet  effet, 

"ïTi —  4^  *-^'  ^-"-^^'(^rTM"! ^^^ 

puis  faisons  usage  de 

jj  ifiw  X      ^in'^—^xcosx 

?t!     (n — 1)  !         — sm''x+{n~l)sm''—^x(l — ain^x) 

dx'^  dx  (îL — 1)1 

j  sin"  X       siiv—^  X 

—  ~"    ^Vr        (n— 2)!  ' 

noue  aurons,  par  substitution, 

+   2j  <-)'   a-î'+ï—î  ï 


(«  +  2»— 2)1' 
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Si  dans  le  premier  terme  du  second  membre  de  cette  équa- 
tion on  remplace  l'indice  variable  s  par  s — 1,  afin  de  pouvoir 
égaler  entre  eux  les  coellîcients  de  3^+2»— 3  dans  les  deux 
membres,  l'expression  de  cette  égalité  donne  la  formule  de 
réduction 

Ç«.n  +  2.  =  n'  Çn.B  +  2,  — 3  +  (?«— a.»+2»— 2 

pour  lea  coefficients  Q.  Bien  que  cette  formule,  combinée  avec 
d*'),  convienne  tout  aussi  bien  pour  les  valeurs  paires  de  n 
que  pour  les  valeurs  impaires,  il  faut  reconnaître  que  pour 
n  pair  l'introduction  de  coefficients  numériques  plus  petits,  Ç, 
est  possible  et,  dans  l'application,  préférable.  Supposons,  eu 
effet,  qu'en  ce  cas  chacun  des  nouveaux  coefficients  Q'  soit  lié 
au  coefficient  primitif  bomologue  Qpar  la  relation  $n.f.4-2i  = 
=  2^  Q'n.H  +  it  (où  l'exposant  de  2  est  donc  toujours  égal  à 
la  différence  des  deux  indices  de  Q  ou  de  Q')  ;  on  peut  alors, 
en  premier  lieu,  écrire  la  formule  0'),  en  la  multipliant  par 
2»,  sous  la  forme 


ni  -V"        '^^  (n+2.0!  ■    ■    ■  ^'^ 

et,  en  second  lien,  calculer  les  coefficients  Q",  qu'elle  renferme 
maintenant,  par  la  formule  de  réduction 


Çn..+2,^  (-^)Vb,„+2.-2+   Ç-n- 


qui  résulte  de  la  formule  en  Q  ci-dessus  trouvée,  moyennant 
la  division  successive  de  ses  trois  termes  par  les  trois  valeurs 
2("+2»)-»,  22.2(''+2'— 2)— »  et  2('»+2*— 2)-(H-a)^  dont  chacune  est 
égale  à  2^.  En  remarquant  maintenant,  d'une  part,  que  dans 
((*')  pour  n  =  1,  à  cause  de 
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on  connaît  tous  les  Çi.i+2j^  1,  etpour«  =  0touBle8ÇB.«  =  l, 
et,  d'autre  part,  que  dans  (|5")  pour  n  z=  2,  à  cause  de 


2  »in  xY 
2! 


2,=  ^(H^M!^_ 


'  (2+2  8)1 


on  connaît  également  tonales  Ç'2.a+2f  =  l,etpour5  =  Otous 
les  ^n.n^l,  on  obtient  sans  peine  les  deux  tableaux  sui- 
vants, applicables  respectivement  aux  deux  systèmes,  impair 
et  pair,  ci-dessus  considérés. 


(pour  71  impair). 


(n  +  2s)l 


11 

31 

x' 
51 

a:' 
7  1 

3;" 
91 

""111 

ete. 

n  =  l 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

11  =  3 

1 

10 

91 

820 

7381 

n  =  5 

1 

35 

966 

24970 

m  =  7 

1 

84 

6082 

n  =  9 

1 

165 

11=11 

1 

etc. 
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Tableau    des    coefficients    Q^a.n+2i 

I    1?"  ~  1  (2  ïin  x)"  ,  .  , 


(2  3-)'+a* 

(«  +28)1 


21 

(2«)' 
41 

(2a,)' 
61 

(2«)' 

-"sT 

(2.)." 

(2«)" 
"121 

etc. 

101 

«  =  2 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

n  =  4 

1 

5 

21 

86 

841 

»  =  6 

1 

14 

147 

1408 

«=8 

1 

30 

627 

«  =  10 

1 

65 

n=12 

1 

etc. 

Dans  chacun  de  ces  tableaiiz,  de  même  que  dans  le  tableau 
donné  tout  d'abord,  le  développement  de  la  fonction  inscrite 
en  tête,  pour  une  valeur  désignée  de  n,  eat  formé  de  la  somme 
algébrique  des  produits  obtenus  en  multipliant  les  coefficients 
de  la  ligne  horizontale  de  cet  n  par  les  termes  en  x  placés 
au-dessus  d'eux. 

En  ce  qui  concerne  maintenant  l'usage  que  nous  voulons 
faire  des  formules  (|3),  (jî')  et  (|3")  trouvées  pour  sin'x,  nous 

remarquona  d'abord  qu'au  lieu  du  développement  àe  tg-^ 
on  a  immédiatement  devant  soi  —  ce  qui  eat  préférable  dans 
le  cas  actuel  —  le  développement,  suivant  les  puissances  im- 
paires ascendantes  de  sinx,  de  tgx  elle-même,  savoir 


'''  =  z:n.= 


=  .m«(l-.»'»r'=  2i2.4.6......(2  .)'"'' 
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on  y  voit  que,  pour  le  terme  indiqué  par  n  =:  0,  il  faut  at- 
tribuer la  valeur  1  non  seulement,  en  vertu  de  ce  qui  a  été 
dit  à  l'origine,  au  dénominateur  2.4.6...  (2n):=  2"  .n!  delà 
fraction    ci-dessus,    mais   aussi    au    numérateur,  à  considérer 

aous  la  forme  ^^ — — '- — '- — ^r—^ ~ ,  et  par  consé- 
quent à  la  fraction  elle-même.  En  substituant  maintenant 
dans  le  premier  membre  sa  valeur  exprimée  en  coefficients 
des  tangentes,  et  dans  le  dernier,  pour  la  puissance  impaire 
générale  de  dnx,  la  valeur  qui,  à  la  suite  du  remplacement 
de  n  par  2  n  +  1,  résulte  soit  de  la  première  formule  (/î)  soit 
de  la  formule  {§'),  on  dispose  de  la  double  égalité 


4*  (29)!  '  4^12. 4. 6 (2n)    '  i^- 


=  13 


,  1.3.5. ..(2»-j), 
I  2.4.6 (2»)       '  ' 


Se- 


'(2n+2s+l)!   I 


Après  avoir  pris  dans  le  second  et  dans  le  troisième  membre 
s:=q — n  —  1,  afin  de  pouvoir  y  mettre  en  évidence  la  même 
puissance  a;2î— i  que  dans  le  premier  membre,  il  ne  reste 
plus  qu'à  égaler  entre  eux  les  coefficients  de  cette  puissance 
dans  les  trois  membres,  pour  pouvoir  conclure,  après  mul- 
tiplication par  {— )!— 1  {2q — 1)  !,  aux  deux  formules  suivantes 
pour  le  coefficient  général  des  tangentes,  la  première  sous 
forme  iudépendante,  la  seconde  exprimée  en  coefficients 
récurrents  Q: 
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i;(-K('V')<2n-2r+l)^-i|    ....(3) 
=^(_),  (1 .  3  .  5  . . .  (2  n  -  1))'(2  «  +  1)  Q&.+1.2Î-1  ;  .  .(3') 

0 

la  limite  supérieure  de  n  a  de  nouveau  pu  être  abaissée  ici 
de  00  à  5 — 1,  parce  que  dans  (3)  la  (2n  +  l)*™»  différence 
de  la  sérid  des  (29—  Iji^me»  puissances .  dea  nombres  impairs 
successifs  s'évanouit  d'elle-même  pour  chaque  2n+l  >  29^ — 1, 
ou,  ce  qui  est  équivalent,  parce  que  dans  (3')  les  coefficients 
QîK+i.Sf— 1,  à  prendre  dans  une  même  colonne  de  l'avant- 
demier  tableau,  viendraient  évidemment  il  manquer  dès  qu'on 
aurait,  ici  également,  2n  +  l>2g  —  1. 
Le  développement 

qui  ne  procède  plus  suivant  les  puissances  impaires  ascen- 
dantes de  mt  X,  mais  suivant  celles  de  sin  2  x,  peut,  lui  aussi, 
fournir  un  couple  de  formules,  à  peu  près  de  même  forme 
que  les  précédentes,  pour  le  coefficient  général  des  tangentes. 
En  effectuant  exactement  les  mêmes  opérations  que  ci-dessus, 
et  en  outre  une  division  par  2^?— 3^  on  trouve; 

,  -,-ir»,-i_yj;if  -.  1.3.5. ..(2n-i)     1 

>    '        ~"5  ^'f^    '    2.4.6...(2»  +  2)-2«"-i 

2}(-)'f»  +  l)(2»-2,  +  l)«,-.  j (4) 

=  '|3  (_).  (^3.5...(2.-l))M2„  +  l)  ^^^^_^      (,,, 
Architks  Nébblakdaibes,  t.  XXIV.  8 

i 
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Au  lieu  de  la  tangente  elle-même,  on  peut,  avec  un  succès 
au  moins  égal  quant  à  la  simplicité  du  résultat,  prendre  pour 
point  de  départ  du  calcul  son  coefficient  différentiel:  on  ob- 
tient ainsi  des  développements  appropriés,  non  seulement, 
comme   plus  haut,  en  m  a:  et  en  sin  2  x,  mais,  de  plus,  en 

awi-s".    On  peut  en  effet    écrire  —  pour  ce  qui  concerne  la 

seconde  ligne  en  substituant  à  tçx  \e  développement  trouvé 
en  dernier  lieu  — 


1 — *wi*aT       ^^ 

dtgx_     1      _  )  „    tgx        ,V^1.3.5...(2n— 1)    .  »„„ 
cos'x        1  ^sift2a;         -^2.4.6. ..(2n+2) 

(l-2m  |)"'  =  2("+l)2-3in3»|-, 

où  l'on  a  affaire,  comme  on  voit,  aux  puissances  paires  suc- 
cessives du  sinus  de  x,  ou  de  2  a;,  ou  de  -^  .     Prenons    par 

exemple  la  première  ligne  et  appliquons,  après  remplacement 
de  n  par  2  n,  soit  la  seconde  formule  (|î),  soit  la  formule 
(|3")  ;  en  remarquant  toutefois  que  l'applicabilité  de  ces 
deux  formules  elles-mêmes  ne  commence  qu'à  »  :=  2,  donc, 
après  le  susdit  remplacement,  qu'à  n=l,  d'où  résulte  l'obli- 
gation de  mettre  séparément  en  évidence,  dans  chacun  des 

trois  développements  obtenus  pour  J  ,  le  terme  corres- 
pondant à  M  z=  0,  c'est-à-dire  l'unité  ;  la  première  ligne  donne 
alors 
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Y        (25)1  '     ' 

Si  ensuite,  pour  pouvoir  égaler  entre  eux  les  coefficients  de 
(2 i)2î— 2,  on  pose  de  nouveau  s^q  —  n  —  1  dans  le  second  et 
le  troisième  membre,  on  obtient,  après  multiplication  par 
Hj-1(2î  — 2)!,  le  système: 

(-;,-.3k=>=p(_,._i^Ç(_),(2;)(„_)^-a..(5) 

,-1 
=  2}(-)"  '■^' (l!l..t,-% (5') 


où,  pour  la  même  raison  que  plus  haut,  la  limite  supérieure 
de  »  a  pu  être  abaissée  de  co  â  q — 1, 

De   la  même    manière,  la   seconde  ligne  donne  lieu  à  la 
double  formule; 

-S<-)-'^-^-^,„fr'^'  2«^--.ç-..s,_s (6', 
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et  la  troînième  ligne  à  la  double  formule  : 

On  obtient  des  formules  un  peu  plus  compliquées  en  partant 
du  second  coefficient  différentiel  de  tgx,  ce  qui  peut  conve- 
nablement se  faire  ici  soua  la  double  forme 

I 

~C08^x      \  sinS2x      "  sin^2x 


_g.y.l-3.5...(2« 
~      -^  2.4.6...(2n 


:(2n+4)" 

de  sorte  que  dans  ces  deux  cas  la  première  formule  (|ï)etla 
formule  (|ï')  pour  les  puissances  impaires  du  sinus  sont  de 
nouveau  à  employer.  On  a  alors,  en  procédant  comme  précé- 
demment, à  pratiquer  les  opérations  suivantes:  substituer  les 
deux  susdites  formules,  après  y  avoir  remplacé  n  par  27Ï+1 
et  en  outre,  dans  le  second  cas,  x  par  2  a:;  remarquer  que 
dans  le  premier  membre,  qui  se  transforme  en 


S' 


Hiq-WCiq- 


(2î)! 

et  où  l'application  ne  commence  en  fait,  de  même  que  dans 
les  résultats  à  trouver,  qu'à  ç=:  2,  il  n'est  même  pas  nécessaire 
d'écrire  2  au  lieu  de  0  pour  la  limite  inférieure,  puisque  pour 
3;=0  le  facteur  r_j  et  pour  5=1  le  facteur  2q  —  2  s'éva- 
nouissent d'eux-mêmes  ;  prendre  maintenant  s^q  —  n— 2en 
vue  de  l'égalité  à  établir  entre  les  coefficients  de  x^î— »  ou  de 
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(2a;)2î— 3;  enfin,  multiplier  par  ( — )f~-^{2q — 3)!  et  appliquer 
â  la  limite  supérieure  de  n  l'abaissement  maintenant  permis 
de  oo    à  q  —  2.    Les    résultats    sont  :    dans  le  premier  cas,  le 

système 

/    ^^l2^-^^  X\{,    ^.    ,  1.3.5...(2tH-1)       1 

(-)^'-r  ^^^=4: ((->"-'  2.4.6.  ■■■■(2n)-pi^i 

!}(-)' (^";^^)(2«-2r+l)2î-3J (8) 

=  2  2}(— )"-Ml-3.5...{2ïH-l))3  Ç3,+i.2,_8,   .  .  .  (8') 

0 

et  dans  le  second  cas,  te  système 

(_w-i  5î=J  =  V.  \(-)^i  1.3. 5. ..(2^  +  1)  _J__ 
^    '  q  -V  (  2.4.6.,.(2in-4)      22'— > 

Si  l'on  voulait  opérer  d'une  manière  analogue  sur  les  coeffi- 
cients différentiels  plus  élevés  de  tg  x,  on  pourrait,  pour  en 
obtenir  le  développement  suivant  les  puissances  de  sin  x,  faire 
de  nouveau  usage,  comme  il  va  être  dit,  de  formules  de  ré- 
duction ;  ces  formules  pourraient  d'ailleurs  servir  aussi,  presque 
sans  changement,  au  développement  suivant  m  2  x,  et  de  plus, 
pour   les  coefficients  différentiels  impairs,  au  développement 

Boivant    ein  -g-.    Supposons   qu'en  général  pour  une  certaine 

valeur  de  p  on  ait  déjà  trouvé 

dxF 
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OÙ  le  coefficient  Np.n  est  donc  nne  fonction  connue  de  l'indi- 
catenr  de  rang  n,  tandis  qne,  comme  on  va  le  voir,  pour  p 
impair  on  a  toujours  a  ^  0  et  ponr  p  pair  toujours  a  =  1  ;  ou 

obtient  alors,  en  différentiant  deux  fois-  ^      ■^ ■- 


7  '[Np+i.nsin'^'*-''  x^ 


diW  +  2     ' 

d  y  ■  (2n+«) Np.n ïin2«+"— la;  coa  x 


=  ^  {2n+a)Np.n\{2n+a—l)8infi''+"—^x{l-~ein^x)-8in^+''x\= 
0 

—  '^(2n+a~l){2n  +  a)Np.nSin^  »+"  -  3  a;  — 
0 

—  ^(2  n  +  a)3  JVp.„  ffina  »+"  a: , 
0 
et  par  conséquent,   en  remplaçant  n  par  n  +  1  dans  le  pre- 
mier  terme  du  dernier  membre,  puis  égalant  entre  eux  les 
coefficients  de  sin2"+"  x  dans  les  deux  membres  extrêmes  : 

Np+a.n  =  (2  «  -^«+1)  (2  n+a+2)  Np.„+i—  (2  n+a)3  Np.n. 
Ou  séparément:  pour  p  impair,  remplacé  par  2p  +  1, 

N2p+i.n=(2n  +  l){^n+  2)^^p+l.,^-l  ~  (2n)2  iVap+i.»; 
et  poux  p  pair,  remplacé  par  2  p, 

N2p+2.n—  (2  n  +  2)  (2  »  +  3)  Nsp.n+i  -  (2  n  +  1)2  Nzp.n , 

tandis    que   dans    ce    dernier  cas  on  peut  encore  introduire 
utilement,  suivant 

HT  1.3.5...  {2«  — 1}  .„ 

des  fonctions  plus  simples  JV',  pour  lesquelles  il  vient  alors 
J»'!,+2..=  (2»  +  l)|(2n  +  3)  ifV»+l  — (2"  +  l)  JVV-I- 
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On  a  donc  en  général  les  deux  types 

et 

«ifto»  _Vil.3.6...(2n  — 1)  „,         ... 
-tSt  =4:2. 4. 6. ...... (2^)  "  *-»»^*'  '■ 

Partant  maintenant,  pour  p  :=  0,  des  développements  smvant 

dnx   assignés  pins  haut  &  tgx  et  &    ^  -  ,    c'est-à-dire    de 

ff'o.»=:l  pour  le  second  type  et  de  Ni.n  =  l  pour  le  pre- 
mier ;  puis  appliquant  alternativement  les  formules  de  réduc- 
tion qui  vienaent  d'être  trouvées  pour  les  fonctions  JV'gp+a.» 
et  iV2f+3.«,  on  obtient  pour  les  deux  types  en  question: 

iV'2.»^  2(2ft  +  1)  (en  accord  avec  Is  valeur  déjà  calculée 
directement  pour     ^     ), 

Ni.n  =  2  (3  n  +  1),  N'i.n  =•]  6  (2  «  +  1)  («  -H  1), 
Wb.»  =  4  {15  )i2-|-15  n-hi],  N'6.n=16{2  n+l)(12  ïi3+28  n+17), 

Jtf^.„  =  8(105»3  +  210n2  +  147n-|-34),  etc. 
On  voit  que  ces  fonctions  se  compliquent  assez  rapidement 
et  ne  suivent,  ni  l'une  ni  l'autre,  quelque  loi  bien  apparente  ; 
or,  par  là  se  trouverait  annihilé,  et  au-delà,  l'avantage  qu'of- 
frirait l'emploi  des  coefficients  différentiels  ascendants  de  ^  x, 
à  savoir  de  donner,  pour  le  coefficient  général  des  tangentes, 
des  formules  qui  seraient  composées  d'un  nombre  de  plus  en  plus 
petit  de  termes  en  n  et  qui  contiendraient  en  outre,  dans  chacun 
de  ces  termes,  des  puissances  de  moins  en  moins  élevées. 
Aussi,  renonçant  à  pom-suivre  cette  voie,  nous  nous  borneroue 
à  mentionner  que  du  troisième  coefficient  différentiel,  relati- 
vement encore  simple, 
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résulte,    par  la  méthode    indiquée,   le  système    de  formules 
suivant  (qui,  cependant,  ne  peuta'appliquer  qu'à  partir  de  ç=3): 

(-)«-'?^=S(-)-'?i±iÇ(-)'n("-)"-..(io) 

Ainsi  qa'on  peut  le  prévoir  d'après  ce  qui  précède,  les 
formules  à  déduire  par  intégration,  au  lieu  de  par  difiéren- 
tiation,  sont  composées  d'un  plus  grand  nombre  de  termes  en  n. 
Nous  serons  donc  bref  à  leur  égard  et  transcrirons  seulement 
la  double  formule  initiale  : 


ltgxàx=:  — iVcp.  li 


[~  2  Nep.hg.a—'nn^^)—  g  2^  ~^^ 

f—  Nep.log.  (l-2sm2|)  =S^  »i'^t 
et  le  double  système  qui  en  dérive  : 

,_),-.îk=!=i3(_,.-.-J_^g(-,.(2;)(„_,)v.(ii, 

et 

Afin    de   mettre    clairement   en  évidence,  par  uu  exemple 
déterminé,  le  plus  ou  moins  de  simplicité  de  toutes  les  for- 
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mules  obtenues  pour  les  coefficients  des  tangentes,  jusques  et 
y  compris  (12}(12'),  on  a  réuni  à  la  fin  de  cette  Section,  dans 
le  Mémoire  original,  les  iormes  complètement  développées 
qu'elles  fournissent  pour  g  ^4,  c'est-à-dire  pour  le  quatrième 
coefficient  T^.  De  cet  ensemble  nous  ne  reproduisons  ici,  pour 
abréger,  que  la  formule  de  Laplace: 


-\T,  =  2\1 


(.-a)).(s.-(«>..Q)i- 
(-G>-a>'-G)) « 


et  la  doublo  formule  : 


*-(t) 


-^=^-7.    ^y (10) 

=^_^'.l_I^^, (10-) 

laquelle,  tout  en  conduisant  comme  toutes  les  autres  au  ré- 
Bnltat  final  T,  ^  17,  l'emporte  sur  toutes,  et  par  le  nombre 
moindre  des  termes  ou  des  coefficients  Q',  et  par  le  degré 
moins  élevé  des  puissances  qui  enti-ent  dans  ces  termes.  Cela 
n'empêche  pas,  toutefois,  que  lorsqu'il  s'agit  de  calculer  réel- 
lement quelques  coefficients  des  tangentes  successifs,  à  partir 
du  premier,  on  pourra  en  général  y  parvenir  plus  simplement 
que  par  les  formules  indépendantes  dont  il  est  question 
ici,  notamment,  au  moyen  des  formules  récurrentes  périodiques 
développées  dans  mon  Mémoire  antérieur.  En  m'appuyant  sur  la 
page  415  de  ce  Mémoire  {Arch.  néerl.,  T.  XVI),  je  rapporte- 
rai, comme  exemples  concis  pour  la  période  3,  les  formules 
(sous  forme  bemoullienne) 

Co)---(ï)--CD*'=-¥' 
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qui  peuvent  donc  successivement  servir,  après  qu'ont  été 
calculés  par  la  même  voie  d'abord  B_^  ou  B^  ou  B^ ,  puis 
Bg   ou  B„  ou  Bg ,  à  déterminer  aussi  B^-^  ou  B^^  ou  B^^_ 


A  la  page  412  de  mon  Mémoire  antérieur  j'ai  aussi  fait 
mention  des  deux  relations  récurrentes  interrompues  trouvées 
entre  les  nombres  de  BemouUi  par  M.  A.  Stem,  Beitràgezur 
Théorie  der  BemouUi' echen,  tmd  Euler'scken  Zaklen,  dans  Âb- 
haridl.  der  Kôn.  Geselhchaft  der  Wissenschaften  zu  Gottingen, 
T.  23,  1878,  p.  7—8  (voir  aussi  id.,  S"'  Beitrag,  dans  id., 
T.  26,  1880,  p.  3 — 45).  Dans  le  premier  de  mes  deux  nouveaux 
articles  hollandais  j'ai  également  développé,  quoique  sous  une 
forme  un  peu  différente,  de  semblables  relations  interrom- 
pues —  c'est-à-dire  ne  revenant  pas  sur  tous  les  nombres 
antérieurs,  mais  seulement  sur  quelques-uns  d'entre  eux  qui 
précèdent  immédiatement  —  ;  ces  relations  s'exprimaient  de 
nouveau  plus  simplement  en  coefficients  des  tangentes  qu'en 
nombres  de  BemouUi,  et  elles  s'exprimaient  mieux  encore  en 
d'autres  coefficients,  intimement  liés  aux  premiers.  Ici,  sans 
entrer  dans  le  détail  des  opérations  elles-mêmes,  je  commu- 
niquerai seulement  les  résultats  obtenus  à  ce  sujet. 

Posant   t  ■=.  ti 

l  (pour  p  impair) 


X'(-)'^''^' 


(p-l)!<f  = 


■  d  xp-ar-i  ' 
I  (pour  p  pair) 

dr-2r-l  t 


-w 
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auxquelles  s'applique  en  général  la  formule  de  réduction 
Ap+i  2r=:  2Ap.2r  +  (p  —  1)?  -4p-i.ar-2  ,  avec  les  formules 
particulières  ^p+i.o  =  2  Ap,o  et  (pour  p  impair)  Ap+i.p+i  = 
=  (p  —  1)  p  Ap~i.p~i,  mais  avec  la  formule  d'exception  (pour 
P  pair)  Ap+i.pSs{p'~l)pAp~i.p-!t.  Il  en  résulta  ce 

Tableau descoefficients^y.2rde(—)''  3 — -zï^rzi  dans(p — l)\f, 


p  =  l 

(2;  1.2) 

|1| 

y  =  2 

(2;  2.3) 

|2,  (1)1 

p  =  3 

(2;  3.4) 

12  (2,  1)1 

y  =  4 

(2;  4.5) 

|2  (4,  8,  (3))| 

p  =  6 

(2;  5.6) 

|8  {2,  10,  3)1 

p  =  6 

(2  ;  6.7) 

|8  (4,  40,  46,  (16))] 

y  =  7 

(2;  7.8) 

|16  (4,  70,  196,  45)  i 

p=  8 

(2  i  8.9) 

116(8,  224,  1232,  1056,  (315))  | 

t>  =   9 

(2  ;  9.10) 

1128  (2,  84,  798,  1636,  316)  | 

etc. 

-40 


d*  l 


donnant,  par  exemple, 

51,.=8(4ji-.„^_ 

et 


Sl<»=16 


-70^ 


-15) 


En  introduisant  ensuite,  au  lieu  des  coefficients  des  tangentes 
T  eux-mêmes,  d'autres  coefficients  2"  liés  aux  premiers  par 

la  relation    simple    T'aj—i  ^    ■^~    ,    de    sorte    qu'il  venait 


ïq 

'(28-1)1 


|  =  Ç'P^*-. 
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j'ai    obtenu    les    susdites   relatioos   récurrentes  interrompueB 
entre  les  coefficients  T',  savoir,  en  premier  lieu: 

a 
(pour  p  impair)  Ç(-)'^P.arï-p-2.+a.=0  /p,^,^ij^„.i?z.8J, 

(pour  p   pair)  TKJ—y-Ap.ssr  T'p~sr-i  +  (— )ï^;,.j,  =  0 

0 

f -1 
s 

et    y^t  (-  yAg.ZrTp-2r+iU~l  =  0   /  -.        ,.p        A, 

et  ensuite  : 

(pour  p  impair  et  pour  p  paix) 

f— ^  on   ^—  1 


etc. 
Pour  p  =  Q,  par  exemple,  ou  a  le  système  : 
4  î",  —  40T',  +  46  T',  —16  =  0 
4T',  —  40T', +46Î",  =0 

4  î",  —  40  2",  +  46  î",  =0 

8(4  1",,— 40  1", +46  r,)  =Hr^ 

8(4  3",,— 40  r',, +46  î",)  —^ii 

etc. 
et  pour  p  ^  7  le  système  ; 
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4T\  — 70î"s+19er',— 45T',  =0 
4  î",  —  70  y,  +  196  r'g  -  45  T',  =  0 
4  2",,— 70  7",  +196Î",  —  45  T\=0 

_6I7[ 


16  (4  T',  s—  70  2"  , ,  +196  T' , 


Revenant  aux  deux  relations  de  Stem  mentionnées  ci-dessus, 
je  les  considérai  plus  particulièrement  dans  le  cas  où  elles 
contenaient  le  moins  de  termes,  et,  après  une  légère  réduction, 
je  reconnus  qu'elles  se  confondaient  alors  sous  la  foiine 
commune 

»  -^  \     /  (  jp^^^   g  >  1)  0  ) 

donnant,  si   l'on  prend   successivement  9  =  1,  2,  3,  etc.,  le 
système  : 


5B,    —  B,  =  0, 

7  B,    —  5  B,  =  0, 

9  S,    —UB,  +B,  =  0, 
H  B.    —  30  B,  +  7  B,  =  0, 
13B,,— 66B,  +27B,  —  B,  =0, 
16B,,— 91B,,  +77B,  — 9B,=0, 
17  B,,  —  140B,,  +  182  B, ,  —  44B,  +  B,  =0, 
etc. 

(Je  dois  noter  ici  qu'un  article  de  M.  Ed.  Lucas:  Sur  Ub 
nowvelles  formules  de  MM.  Seidel  et  Stsiït,  concernant  les  nomfrres 
de  Bemoulli,  dans  le  Bulletin  de  la  Sodété  mathémiUque  de  France, 
T.  8,  1879—1880,  p.  169-172,  m'a  rappelé  que  cette  relation 
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particulière  de  Stem  — ■  mais  non  ses  deux  relations  géné- 
rales —  avait  déjà  été  signalée  avant  lui  par  M.  L.  Seidel, 
Veber  eine  einfache  Entslehunçsweise  der  BemouUi'schen  Zahlen, 
und  einiger  verwandten  Beihen,  dans  Sitzungsberichte  der  mathem.- 
physik.  Classe  der  k.  b.  Ahademieder  Wiasettschaften.  zu  Mimchen, 
T.7,1877,p.l57— i87.){voir^rcA.néCT-i.,T.XVI,p.440;îd.,p.439). 
On  peut  d'abord  remarquer,  à  propos  de  ce  dernier  système, 
que  les  coefficients  numériques  d'un  même  nombre  de  Ber- 
noulli,  dans  les  lignes  horizontales  successives,  se  laissent 
déduire  l'un  de  l'autre  d'une  manière  simple,  de  sorte  que, 
pour  l'ensemble  du  système,  il  serait  facile  d'inscrire  ces 
coefficients  suivant  leur  ordre  successif,  en  lignes  obliques 
parallèles.  En  effet,  on  a  vu  tout  à  l'heure  que  le  coefficient 
du  (r  +  l)i^8  terme  de  la  5'*">«  ligne  horizontale,  c'est-à-dire 
(abstraction  faite  du  signe)  précisément  le  coefficient  du  terme 

général  Ba?— ar— i,  avait  pour  valeur  (23-2r+l)  — -.^    _     :  ; 

or,  ai  dans  cette  valeur  g  et  r  sont  simultanément  augmen- 
tés de  l'unité,  on  reconnaît  que  le  coefficient  du  même  terme 
B2q~Sr-~i  placé  obliquement  au-dessous  dans  la  ligne  suivante 

est  égal  à  (2?— 2r+l)^^_j-^j±^_^  et  par  conséquent 

(2rV2U2T+3)  ^^^'  ""^"^  ^^^-  ^'  (?.''  =  0).(î+l,r=l), 
(ç  +  2,  r  =  2),  etc.,  (2  3—1,  r  =  g  —  1),  (2  g,  r  =  g),  pris  en 
guise  de  coordonnées  rectangulaires,  indiquent  les  coefficients 
numériques  du  même  nombre  bemoullien  Bzj-i  dans  leB 
q  +  1  lignes  successives  dont  ce  nombre  fait  partie,  chacun 
de  ces  coefficients  numériques  doit  donc,  pour  fournir  le 
suivant,  être  multipHé  par 

(g+l)g(g  +  2)(g-l)(g+3)(g-2)  (23)(1)     _     1 

~2l~'        4:5        '        6.7        '  ^^•'{2g)(2g+i_)~2g-Hl' 
C'est  ainsi,  par  exemple,  que  pour  g  =  4,  c'est-à-dire  pour  les 
cinq    coefficients    9,    30,    27,    9,    1,   dont  est  successivement 
aftecté  Bj,  on  a: 
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Mais,  en  second  lieu,  de  la  relation  particulière  ci-dessus 
mentionnée  j'ai  déduit  un  couple  de  nouvelles  relations,  qui 
me  paraissent  ae  prêter  mieux  que  beaucoup  d'autres  au 
calcul  numérique  effectif. 

A  la  relation  en  question,  correspondant  à  une  valeur  quel- 
conque de  g^  1,  réunissons  par  addition  le  double  de  la  relation 
immédiatement  précédente,  en  laquelle  elle-même  se  trans- 
forme donc  par  substitution  de  9  —  1  à  j,  et  pour  cela  com- 
binons chaque  fois  deux  termes  homologues  £s;— Sr— i,cequi 
nécessite  donc  aussi,  dans  cette  relation  précédente,  le  rem- 
placement de  chaque  r  par  r  ~  1.  La  somme  se  présente 
alors  initialement  bous  la  forme  : 

_  I  (pour  ç  =  2)  1  I 
t  (pour  2  >  2)  0  I  ' 

où  pour  q  impair  la  limite  supérieure  primitive  ^^—  de  r 
a  été  remplacée  par    i-^~ ,  parce  que   dans  ce  caa  —  mais 

non  pour  q  pair  —  la  relation  précédente  contient,  outre  les 
nombres  B  qui  entrent  dans  la  relation  primitive,  encore  un 
B  inférieur;  de  plus,  comme  l'indique  le  second  membre, 
l'applicabilité  commence  seulement  à  2  =  2,  parce  que  la 
susdite  relation  précédente  n'est  valable  que  pour  y—  1  >^1. 
Par  la  réduction 

2r  +  l  Kir)       2r— 1  V2  r  -  2^ 

(2r— l)2r(2i-+l) '""'  ''V2r  — 2^ 

_  (;  — 4r)(î  +  2r+l)  /  S  -  IN 
(2r— l)2r(2r+l)    \2r-2J 
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la  relation  que  nous  venons  de  trouver  se  transforme  ensuite 
en  celle-ci 


■2-'     '  (2r-l)2r(2r  +  l) ^-2;  ^''-"-' " 


.  I  (pool  ?  =  2)  1  I 
'  (pour  î>  2)0  ' 


=  i, »-i W 


qui  forme  le  fondement  du  calcul  ultérieur.  Ou  plutôt,  dans 
le  cas  de  5  pair,  cette  dernière  relation  est  déjà  elle-même, 
sans  aucune  nouvelle  opération,  le  résultat  final  cherché.  Pour 
le  reconnaître,  il  suffit  de  remarquer  que  les  coefficients  de 
deux  termes  du  premier  membre  placés  symétriquement  de 
part  et  d'autre   du  milieu  (c'eat-à-dire  de  chaque  couple  de 

termes  en  r  et  en  -| r)  sont  alors  ou  bien  égaux  ou  bien 

opposés  :  en  effet,  l'échange  réciproque  de  2  r  et  de  5  —  2  r, 
par  lequel  le  facteur 


2)--  l)2r(2.-+l)  V2r  — 2/' 


(2)- 
écrit  sous  la  forme 


(2r  +  l)]{q  —  2r  +  l)l' 

n'est  évidemment  pas  altéré,  donne  pour  le  coefficient  du  terme 
en  Bg+2r—i  la  valeur 

,     .1-r  (4r-9)(2g-2r  +  l)(g  +  2r  +  ï)/g-l  \ 
^     '^  {2r  — l)2r{2r  +  l)  V2r  — 2>'' 

c'est-à-dire,  précisément  (—)'s~^  fois  le  coefficient  de  Bzç—Zr-i 
lui-même.  Si  donc,  à  raison  de  ce  fait,  on  réunit  les  termes 
deux  à  deux,  il  vient  la  formule  plus  concise: 
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(pour   9  pair)^(     ) (2r-l)2r(2r+l) \lr~l)\ 

t.-(13) 


(pour  2  >  2)0 


où  pour  ^  pair   on  a  pu   attribuer  à  i-  la  limite  supérieure 
^Lj_  au    lieu  de   ^ ,  parce  que  le  terme  médian  isolé,  que 

(3)  contiendrait  alors  pour   r^-ï-,    s'évanouit   de  lui-même, 

à  cause  de  son  facteur  j  —  4  r  ^  0. 

Pour  le  cas  de  q  impair,  au  contraire,  la  relation  générale 
%  elle-même  n'est  plus  susceptible  de  la  simplification  précé- 
dente, parce  que  tou9  ses  coefficients  sont  alors  inégaux  entre 
eux.  Même  dans  ce  cas,  toutefois,  on  peut  encore  déduire 
de  (3)  une  autre  relation,  de  forme  presque  aussi  concise 
que  (13).  En  effet,  si  de  la  relation  {S)  on  retranche  eu  général 
la  relation  immédiatement  précédente  du  même  type,  pour 
laquelle  il  faut  donc  de  nouveau,  dans  {S),  remplacer  q  par 
5  —  1  et  en  outre,  afin  de  laisser  inaltéré  l'indice  2q — 2r — 1 
da  terme   général  en   B,  remplacer  r  par  r  —  1,  on  obtient 

q+l  (,nî+3 

fe-4y-8)(3+2r-21/-3-2\|„  (pora4=3)-l , 

(2r-3)(2r— 2)(2r— l)i,2r— Vr^'"         l(pourî>3)0    V 

où  pour  q  pair  la  limite  supérieure  i-  de   r,  indiquée  dans 

(3),  a  été  remplacée  par    i-^—  ,  pour  la  même  raison  qui,  lors 

de  l'établissement  de  la  relation  (3)  elle-même,  a  fait  substituer 

2  2 

Abchivbs  NéaEI-ANDAISBS,  T.  XXIV. 
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impair.  Or,  cette  nouvelle  relation,  écrite  de  préférence,  à  la 
suite  d'une  réduction  dont  on  trouvera  le  détail  dans  le 
Mémoire  original,  aous  la  forme 

2  3 


(2r  — 3)(2r  — l)(2r  +  l) 


(rJ.)i  «««- 


.{pour  ?  =  3)-l   j 

t  (pour  î  >  3)  0      I    ' ^  ' 

présente  justement  l'inverae  de  ce  que  nous  avons  vu,  ci- 
dessus,  par  rapport  à  la  relation  {S).  Tandis  que  pour  q  pair 
elle  conserve,  à  cause  de  l'inégalité  des  coefficients  de  tous 
ses  termes,  la  forme  passablement  compliquée  que  nous  venons 
d'obtenir,  elle  se  laisse  de  nouveau,  pour  q  impair,  condenser 
en  quelque  sorte  en  un  nombre  de  termes  moitié  moindre. 
On  reconnaît  en  effet  que  le  coefficient  de  Bq+2r~  a,  qui  dans 
ce  cas  se  déduit  du  coefficient  de  B2y-%r—i  moyennant  l'échange 
réciproque    de    2r  et  de  g  —  2r+  1,  ne  se  distingue  de  ce 

coefficientprimitif  que  par  le  signe  ( — )  ^      dont  il  est  précédé; 

par  suite,  en  rapprochant  de  nouveau  deux  à  deux  les  termes 

■  du  premier  membre  placés  symétriquement  de  part  et  d'autre 

du  milieu  {c'est-à-dire,  dans  le  cas  actuel  de  q  impair,  chaque 

couple   de  termes  en  r  et  en  i-= r),  on  peut  écrire: 

"^  (■2r-S)(2r-l)(2>-  +  l)  (2^-4)  I  (*«'-"- 1  + 
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dans  cette  expression,  pour  ^-g—  pair,  il  a  été  attribué  à  r 
la  limite  supérieure  ^-j— ,  parce  que  le  terme  immédiate- 
ment suivant,  indiqué  par  r  =  ^-j—    ,    et  qui    dans  ce  cas 

est  en  même  temps  le  terme  du  milieu  de  (S")^  s'annule  de 
lui-même,  à  cause  de  son  facteur  g  —  4r-i-  1:=0. 

Lors  de  l'application  numérique  des  formules  (13)  et  (13') 
il  peut  être  commode  de  se  rappeler,  entre  autres,  les  par- 
ticularités suivantes:    1°  que  pour  le  premier  terme,  indiqué 

par  r  =  0,    savoir    B^j-i  +  (— )|  ~  ^  Bq—i    dans    (13)  'et 

o2î-H-{ — )  2  Bg~2  dans  (13'),  le  coeflScient  est  simplement 
2î  +  1,  puisqu'on  a  alors: 

(2i'-l)2r(2r+  1)  \2r  — 2/      (2  r  +  1)1  (}  —  2r  +  1)  1  "" 


I,    -    {l-ù  = 


2  que  pour  un  terme  quelconque,  indiqué  par  r,  le  facteur 
2  j  —  2  r  +  1  est  toujours  la  somme  des  deux  facteurs  qui  le 
précèdent,  que  ceux-ci  soient  q  —  4r  et  q  +  2r  +  l  ou  bien 
î  — 4r+letî  +  2r;3°  que,  les  formules  (13)  et  (13')  ayant 
été  obtenues  exclusivement  par  addition  ou  soustraction  de 
relations  à  coefficients  entiers,  tous  les  coefficients  numériques 
des  nombres  de  Bernoulli  y  doivent  également  être  des  entiers. 
A.U  reste,  l'application  alternative  des  deux  formules  (13) 
^'  (13'),  précédée,  pour  le  cas  }  ^  1  non  compris  dans 
ces  formules,  de  l'application  de  la  formule  primitive  dont 
eUes  sont  dérivées,  donne  le  tableau  suivant,  où,  pour  chaque 
valeur  de  q,  les  résultats  du  calcul  des  coefficients  numériques 
sont  placés  à  la  fin,  entre  crochets  [  ]. 
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}=1,  3fl,  =i    [S] 

î  =  2,  6(B,  +£,)  =  !, C6] 
}  =  8,  7(B,-B,)  =  — 1,[7] 
î  =  4,  9(B,-B,)  =  0,  [9] 

,  =  5,  11  (B,  +  B.)  -  ?||  (^)  (B,  +  B,)  =  0,  [11,  21] 
,  =  6,  13(fl,,+  B,)-  ^Q,)  (B. +fl,)=0,  [13,  33) 
,  =  T,  16(B,.-B,)-  f|;|-^Q  (B,,-B,)  =  0,  [15,78] 
,  =  8,  17(fl,.-fl,)-^-(J)(B,.-B.)  =  0,[17,110] 
,  =  9,  19(B,,+  B,)-?^'Q(B,,, +B.)+  2.13.15  | 

i  à-6  G)  *  rôC)  I  (*■■+«■■>= »•  ['"■  '«'-  2°»] 

,  =  10,  21(B,,+B.)_ig|?  (^)  («„  +  «.,)  + 

+  ~i^  GV'-'  +  *..)  =  ».  [21,247,306] 
,  =  11,  23(B,,-B.)-?i||}('„'')(B,.-B,,)+4.16.19( 

î  às  (  2  )  +  lia  G)  i'^'  '-"■■'  =  »•  P^'  =«^'  ^'" 

,=  12,25(B..-B„,-!^3(11)(,_,,^ 

+  ^^  (2^)  (B, .  -  B, .)  =  0,  [26,  460, 1309] 
,=  13,27(B„+B„)-i^^(;^)(B..+B,.,+ 

-"■"-làC^O-iiCo)!'^--^"'- 


'Î^7C4)-^^'^^' 
[27,  625,  2737,  2299] 


'■''■'']st7{'!)^lhQ2)U''-^  ■'■''  =  '>■ 
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L'avantage  que  présentent  nos  nouvelles  relations,  pour 
déduire  successÎTement  les  ans  des  autres  les  nombres 
B|,  B,,  Bf,..  .Bîq—i,  consiste  d'abord  en  ce  que  le  calcul 
de  Bsq—i  n'exige  approzimatiTement  que  la  connaissance  de 

-j  coefficients    numériques,    dont  chacun  dépend  seulement, 

d'une  manière  assez  simple,  des  coefficients  binomiaux  de  la 
puissance  (j — l)«iue  ou  des  puissances  (q — i)iiiiieet  (5— 2)"*™*} 
tandis  que,  par  exemple,  l'application  de  la  relation  récurrente 
le  plus  fréquemment  mentionnée  pour  les  nombres  de  Bemoulli, 
savoir  Is  relation 


Ç(-)'-C'2:')^-='-^ 


-1 
2 


(voir,  entre  autres,  mon  Mémoire  antérieur,  Arch.  nêerl.,  T.  XVI, 
p.  410,  formule  (4*)},  qui  contient  par  conséquent  tous  les 
nombres  B  précédents,  nécessite  le  calcul  de  q  coefficients 
binomiaux,  et  ceux-ci  de  la  puissance  beaucoup  plus  élevée 
2g +1.  Maie  une  simplification  non  moins  importante  me 
paraît  résulter  de  la  circonstance  particulière  que,  dans  les 
relations  trouvées,  les  nombres  de  Bemoulli  n'entrent  pas 
autrement  que  combinés  deux  à  deux  en  une  somme  ou  en 
une  différence.  En  effet,  d'après  un  théorème  qu'ont  fait  con- 
naître presque  simultanément  von  Staudt  (A.  L.  Creile,  Jourruil 
fur  die  Matkematik,  21'^  Band,  1840,  p.  372—374)  et  Th. 
Clausen  (H.  C.  Schumacher,  Âstronomiscke  Nachriekten,  17*'  Band, 
1840,»p.  351 — 352)  —  cités  tous  les  deux  dans  mon  Mémoire 
antérieur,  p.  437  -  438,  —  le  nombre  bernoulUen  général  Ba^— 1 
consiste,  suivant  que  q  est  impair  ou  pair,  en  un  nombre 

entier  augmenté  ou  diminué  de  la  fraction  -^  et  diminué  ou 

augmenté  de  la  somme  de  toutes  les  fractions  qui  ont  l'unité 
pour  numérateur  et  pour  dénominateurs  les  résultats  de  l'ad- 
dition de  l'unité  aux  diviseurs  pairs  de  2  g,  en  tant  que  ces 
résultats  constituent  des  nombres  premiers.  (C'est  uniquement 
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pour   éviter  l'introduction  de  l'unité  négative,  qui  sans  cela 
se  présenterait   dans  quelquesuns  des    premiers  nombres  de 


ici  sous  la  forme    1 g-).  A    titre    d'exemple  nous  citerons 

—  en  choisissant  des  nombres  B  qui  serviront  tout  à  l'heure 
à  compléter  l'explication  —  les  valeurs  suivantes: 


B, 

2730            236713 

B, 

-'-1^1         1 

B, 

_3617  _          1,1,1.1 

B, 

_  174611  _              1,1,1,1 
330     -  ^^^        2  *  3  +  5  +  11  ' 

B, 

_864613_              1        1        1 
138        "'■'+  2        3       2S- 

B, 

_  236364091  _„„„„        1.1,1.1,1 
•-      2730       =^^™       2-^3-^6  +  7+r3 

Or,  pour  q  pair,  se  trouvent  chaque  fois  combinés  entre  eux, 
dans  la  formule  (13),  le  {q  —  r)i*mE  et  le  (|-+ r  )  nombre 
de  Bemoulli,  cette  combinaison  ayant  la  forme  d'une  somme 
ou  d'une  différence,  suivant  que  la  différence  ^  —  2  r  des 
rangs  d'ordre  de  ces  nombres  est  impaire  ou  paire  et  que  par 
suite  l'exposant  ^  — 1,  dans  (13),  est  pair  ou  impair;  de 
même,  pour  q  impair,  on  trouve  continuellement  combinés 
entre  eux,  dans  la  formule  (13'),  le  (q — r)'*™*  et  le  (  ^-^  +  r  ) 
nombre  de  Bemoulli,  cette  combinaison  étant  également  une 
somme  ou  une  différence,  suivant  que  la  différence  ^-^  —  2  r 
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des  rangB  eat  impaire  oa  paire    et  que  par  suite  l'exposant 

^"~     ,  dans  (13'),  est  pair  ou  impair.  Si  doDC  ces  sommes  et 

ces  difi%rences  sont  chaque  fois  déduites  des  valeurs  B  scin- 
dées, comme  dans  les  exemples  rapportés  ci-desaus,  en  entiers 
et  en  fractions,  il  arrivera,   à  raison   do  ce  qui  a  été  dit  à 

ce  propos,  que    non  seulement  les  termes  {— )*-i  (-0 — -w] 

tonjours  présents  dans  chaque  B,  mais  aussi,  selon  l'occurrence, 
quelques-unes,  beaucoup  ou  même  la  totalité  des  autres  frac- 
tions partielles  se  compenseront  mutuellement;  or,  cette  com- 
pensation pourra  souvent  —  en  rendant  superflus  différents 
multiphcateurs  dont  l'introduction  serait  devenue  nécessaire 
si  chaque  nombre  B  avait  continué  à  se  présenter  isolément  — 
conduire  à  une  abréviation  assez  notable  du  calcul.  L'exemple 
suivant  suffira,  je  l'espère,  pour  faire  ressortir  cet  avantage. 
En  supposant  que  toutes  les  valeurs  ci-dessus  écrites  soient 
déjà  connues,  à  l'exception  de  la  dernière,  Bjj,  on  peut  pour 
celle-ci  —  vu  que  parmi  les  diviseurs  pairs  de  24  augmentés 
de  l'unité,  savoir  parmi  les  nombres  3,  5,  7,  9,  13,  25,  les 
deux  nombres  non  premiers  9  et  25  doivent  être  rejetés  — 
prendre 

'*  2         3        6        7        13' 

et  alors,  par  application  de  la  relation  pour  q  :=  12,  qu'on 
trouve  entièrement  développée  dans  le  tableau  de  la  page  134, 
le  calcul  du  nombre  entier  inconnu  x  revient  à  ce  qui  suit: 

25  (2-0) -460(6192 -1 -1)  +  1309(529- 7 -H jïL- .y  =  0 

ou 

25  ï— 460.6191  +1309.522  =  — 20  — 119  +  77  =  — 62, 

d'oit  l'on  tire  sans  beaucoup  de  peine  x  =  86580  et  par  suite 
£,3  lui-même. 


by  Google 


138       F.  J.  VAN  DBN  BERO.  QUELQUES  FOEMULES 

En  considéraot,  non  plus  la  série  complète  des  nombrei! 
de  Bemoulli,  mais  chacune  pour  soi  lesséries^,,  Sj,Ba,  etc. 
et  B3,  B^,  B,,,  etc.  qu'on  obtiendrait  par  répartition  en  pé- 
riodes de  deux  termes,  ou  les  séries  partielles  B^,  B,,  B,,, 
etc.  et  -B,,  Bg,  5,^,  etc.  et  B^,  Bj,,  B,  „  etc.  que  donnerait 
la  distribution  en  périodes  de  trois  termes,  —  de  la  manière 
exposée  dans  mon  Mémoire  antérieur,  —  j'ai  cherché  à  dé- 
velopper, pour  ces  séries  partielles,  des  relations  récurrentes 
périodiques  interrompues,  qui  auraient  donc  joué  pour  elles 
un  rôle  semblable  à  celui  que  les  deux  relations  de  Stem, 
ou  les  deux  relations  (13)  et  (13')  que  nous  en  avons  déduites, 
remplissent  par  rapport  à  la  série  unique  ou  ininterrompue 
B|,  Bj,  Bg,  Bj,  etc.  Cette  recherche,  malheureusement,  n'a 
pas  abouti. 


Avant  de  finir,  je  commimiquerai  encore,  pour  les  premiers 
nombres  de  Bemoulli,  quelques  expressions  par  lesquelles  ils 
dépendent,  d'une  manière  relativement  simple,  de  sommes 
algébriques  plus  ou  moins  régulières  de  certains  eoefflcienta 
binomiaux.  Sauf  en  ce  qui  concerne  quelques-uns  des  plus 
simples,  je  n'ai  pas  réussi,  toutefois,  à  découvrir  le  vrai  fon- 
dement sur  lequel  reposeraient  ces  analogies  ;  aussi  Je  ne  les 
donne  que  comme  trouvées  par  hasard  ou  par  tâtonneroent. 
En  disposant  les  premiers  membres  dans  un  ordre  régulier, 
que  l'œil  saisira  sans  beaucoup  de  peine,  les  expressions  en 
question  prennent  la  forme  suivante  : 

— .=-(0-(D-(5> 

2..r.8.9..=2.j-(»).(^)j, 
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2'.M0.1I.12i>,  =2.  I-  CI)  +  Q^)  -  (JJ)  j    „,  y„ 

2i'.13.14.15.16.17.18-B, ,  =:2".3' j-A*')  +  C'^')— CJ^y, 
2".]5.16.17.18.19.20.21  K,,=  2".3'.6'.17    j   -    P^\  — 

Pour  B,  s  je  n'ai  pu  obtenir  quelque  chose  de  semblable 
qu'en  ajoutant  encore  le  facteur  2  à  plusieurs  des  termes, 
savoir  ; 

2".17.18.19.20.2X.22.23.24  B,,  — '=    ■»_'.iiaaj 

Quant  aux  nombres  bernoulliens  d'ordre  supérieur,  quelques 
tentatives,  faîtes  dans  le  même  sens,  ont  complètement 
échoué. 


Sans  entrer  dans  aucun  détail,  Je  noterai  ici  que  des  dé- 
veloppements suivant  les  puissances  ascendantes  du  sinus, 
eemhlables  à  ceux  qui  dans  la  première  partie  de  ce  travail 
ont  fourni  la  base  de  formules  indépendantes  pour  les  coeffi- 
cients des  tangentes,  pourraient  aussi  servir  au  même  usage 
pour  les  coefficients  des  sécantes.  C'est  ainsi  qu'on  pourrait 
partir  de: 

«..  =  (1^  .i„.,r'=|}t^l^|^^Td)™...:  etc. 

D,i,cdb,Googlc 


HO  F.   J.   VAN   DEN  BBIIO.    QUELQUES   FOBMULKS 

Les  coefiBcients  des  cosécantes,  C,  sont  directement  liés 
aux  nombres  de  Bemoulli  par  la  relation  (voir  Mémoire  an- 
térieur, p.  433): 


Au  sujet  de  la  matière  traitée  dans  ces  pa^ea,  j'ai  en- 
core reçu,  d'une  main  amie,  les  indications  bibliographiques 
suivantes,  qui  se  rattachent  en  quelque  sorte  à  la  liste  donnée 
dans  mon  Mémoire  antérieur,  p.  437 — 440. 

A.  L.  Crelle  —  C.  W.  Borchârdt,  Jownal  fur  die  Mathematik:  Stern, 
Bd.  92,  1882;  Worpitzky,  Studien  ûher  die  Bern.  und  Eul.  Zahlen, 
et  Kronacker,  Ueber  die  Bern.  Zahlen,  Bd.  94,  1883;  Lipschitz,  Beilr&ge 
zu  der  Kenntniss  der  Bern.  Zahlen,  Bd.  96,  188i. 

J-  A.  Grunert,  Arckie  der  Mathematik  und  Physik  :  Sachae,  Ueber  die  Dar- 
slellung  der  Bern.  und  Eul.  Zahlen  durch  Determinanlen,   Tb.  68,  1882 

Comptes  rendus  de  l'Académie  des  sciences.  Parts:  C.  le  Pswge,  T.  88 
p.  1075. 

B.Tortolini  —  F.Brioschi,   Annali    di  Matematica:  E.  Catalan  1859 

J.  J.  Sylvester,  London  etc.  phîloâophical  magazine,  4»li  Ser.,  Vol.  21 
1861,  p. 127 -136, 

E.  Catalan,  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  sciences  ele.de  Belgique, 
T.  43, 1880,  Mémoire  sur  une  suite  de  polynômes  entiers,  etc.  Chsvpitreyi. 
p.  26— 31. 

Schl5milch's  Zeitschrift  fur  Mathematik  etc.:  Worpitïky,  UeberdiePar- 
tialbruchzerlegung  der  Functionen  etc. 

Nouvelles  Annales  de  mathématiques:  Cesaro,  Sur  tes  nombres  de  Ber- 
noulli  et  d'Euler,  3e  Série,  T.  5,  1886. 

American  Journal  of  Matkematics:  G.  S.  Ely,  Bibliography  of  Ber- 
noutli's  nûmbers,  Some  Notes,  Vol.  5;  T.  Gomes  Teixeira,  Notes  sur 
les  nombres  de  Bemoulli,  Vol.  7  ;  Vol.  9,  p.  380. 

Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France:  Williot  T.  16,  1888, 
p.  144;    de   Presie,  trf.,  p.  157;   Maurice    d'Ocagne,     T.  17,  1889,    p.  107. 

Mémoires  couronnés  etc.  publiés  par  l'Académie  royale  des  sciences  etc. 
de  Belgique,  T.  52,  1889:  G.  de  Longchamps,  Les  fonctions  pseudo-  et 
hyper-Bemoulliennes  et  leurs  prémices  applications. 
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Plus  spécialement  je  doîa  faire  mention  ici  de  l'obligeance 
avec  laquelle  M.  J.  C.  Adams  à  Cambridge  m'offrit  un  exem- 
plaire de  son  Mémoire  „0n  the  Caleulation  of  tke  BemouUian 
Numbers  from  -Bj,  to  -Bg,'',  (Appendix  I,  p.  I— XXXII,  to 
Cambridge  Astronomical  Observations,  Vol.  XXII,  1890).  Se 
rattachant  à  ses  articles  antérieurs  sur  les  62  premiers  nombres 
de  Bernoulli  dans  Crelle,  Journal,  Bd.  85,  1878,  et  dans 
S^ort  47*^  meeting  British  Aaaoâation  in  1877  (voir  Arch.  néerl., 
T.  XVI,  p.  438  et  439),  il  y  expose  les  détails  do  la  méthode 
de  calcul  dont  il  a  fait  usage.  Cette  méthode,  qui,  d'après  le 
théoTème  de  von  Staudt-Clausen,  a  pour  but  principal  de 
déterminer  les  entiers  compris  dans  les  nombres  de  Bernoulli, 
pourrait  peut-être  s'appliquer  aussi  aux  relations  périodiques, 
que  je  communiquai  précédemment,  et  aux  relations  inter- 
rompues (13)  et   (13'),    que  je  viens  de  développer. 

Novembre  1889. 
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Bans  sou  Organograpkie  végétale  '),  A.-P.  De  OandoUe  dit 
quelques  mots  de  formes  régulières  du  Viola  hirta,  en  ren- 
voyant à  une  planche  du  même  ouvrage,  sur  laquelle  sont 
représentés  tous  les  différents  états  de  passage,  depuis  la  fleur 
à  un  seul  éperon  jusqu'à  une  fleur  pourvue  de  cinq  de  ces 
organes.  En  corrélation  avec  cet  accroissement  du  nombre 
des  éperons,  on  voit  s'augmenter  aussi  le  nombre  des  appen- 
dices staminaux,  qui,  à  l'état  normal,  ne  sont  propres  qu'aux 
deux  étamines  inférieures.  Outre  ces  modiflcations,  on  re- 
marque encore,  dans  quelques-unes  des  fleurs,  une  diminution 
du  nombre  fondamental  de  leurs  parties  ;  les  figures  montrent 
non  seulement  deux  fleurs  pentamères,  mais  aussi  une  couple 
de  fleurs  à  nombre  quaternaire,  une  fleur  à  nombre  ternaire, 
et  même,  si  nous  ne  nous  abusons  sur  l'intention  du  dessi- 
nateur, une  fleur  dimère.  Il  est  à  regretter,  que  toutes  ces 
figures  n'aient  pas  été  accompagnées  d'une  explication  plus 
ou  moins  détaillée. 

L'anomalie  dont  il  s'agit  est  de  celles  qu'on  appelle,  à 
l'exemple  de  M.  Masters,  pélories  irrégulières,  c'est-â-dire  de 
celles  où  l'organe  irrégulier  apparaît  en  nombre  plus  grand, 
à  tel  point  que  la  fleur  devient  régulière.  Comme  espèces  de 

1  )  T.  IM,  p.  519. 
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Violettes  pouvant  se  péloriser  de  cette  manière,  M.  Masters, 
dans  sa  Vegetable  Teratoloçy,  cite  seulement  le  V,  odorata  et 
le  V.  hirta. 

yigaore  si  l'anomalie  en  question  a  aussi  été  rencontrée 
chez  le  V.  trieolor,  maïs,  en  fût-il  ainsi,  les  phénomènes  que 
j'ai  récemment  observés  sur  un  spécimen  de  cette  espèce  ne 
laisseraient  pas  de  légitimer  suffisamment  une  description 
nouvelle. 

C'est  de  M.  J.-J.  Smith  jr.,  temporairement  attaché  au 
jardin  universitaire  de  Bruxelles,  que  j'ai  reçu  les  petites 
âeurs  qui  ont  donné  Heu  à  la  présente  communication.  Un 
peu  plus  tard,  M.  Smith  a  eu  la  bonté  de  m'envojer  les  fi- 
gures jointes  à  cette  Note,  ainsi  que  le  détail  de  ses  propres 
observations.  Il  convient  de  mentionner  que  toutes  ces  fleurs, 
tant  celles  de  l'envoi  qui  m'avait  été  fait  que  celles  décrites 
par  M.  Smith,  provenaient  d'un  seul  exemplaire,  tiré  de  graines 
du  jardin  botanique.  Après  que  les  graines  eurent  levé  à  l'inté- 
rieur de  l'habitation,  les  jeunes  plantes  furent  transplantées, 
au  printemps,  dans  un  jardin,  où,  par  les  progrès  de  la  crois- 
sance, elles  ne  tardèrent  pas  à  s'entremêler  complètement. 
La  grande  majorité  des  fleurs  de  cet  exemplaire  étaient  anor- 
males. De  celles-ci,  M.  Smith  récolta  quelques  graines,  avec 
lesquelles  M,  le  professeur  Hugo  de  Vries  se  propose  d'entre- 
prendre au  printemps  prochain  des  expériences,  en  vu  de  la 
transmission  éventuelle,  par  voie  d'hérédité,  des  anomalies  qui 
vont  être  décrites. 

1°  Calice.  Dans  les  fleurs  pentamères  le  calice  est  composé 
de  cinq  sépales,  dont  les  deux  inférieurs  présentent  divers 
degrés  de  cohérence.  La  fig.  I"  {PI.  II)  représente  le  calice 
de  I,  avec  la  soudure  partielle  de  ses  deux  sépales  inférieurs. 
Cette  soudure  fait  des  progrès  dans  les  fleurs  tétramères  et 
peut  conduire  à  une  foliole  calicinale  unique,  laquelle,  ou  bien 
offre  encore  un  faible  indice  de  sa  composition,  par  exemple 
dans  la  présence  d'une  dent  à  côté  du  sommet  (fig.  Il"),  ou 
bien  a  complètement  l'aspect  d'un  sépale  simple.  Cette  partie 


by  Google 


144  Ï.-C.   COSTKRUS.   PÉLORIES 

de  la  fleur  est  celle  qui  aubit  un  arrêt  dana  son  développe- 
ment; elle  peut  finalement  être  réduite  à  la  moitié  de  sa 
grandeur  ordinaire. 

2°  Corolle.  La  corolle  étant  vue  de  face,  c'eat  le  pétale  in- 
férieur (celui  qui  normalement  porte  l'éperon)  qui  dans  les 
fleurs  pentamères  attire  le  plus  l'attention,  par  ses  dimen- 
sions moindres  (fig.  1).  Ce  pétale  peut  devenir  encore  plus  petit, 
jusqu'à  disparaître  complètement  dans  les  cas  où  il  ne  reste 
pas  de  place  pour  lui;  la  fleur  est  alors  tétramêre  (fig.  II). 
La  réduction  successive  et  la  disparition  finale  de  ce  pétale 
inférieur  exercent  une  influence  remarquable  sur  les  autres 
segments  de  la  corolle  et  principalement  sur  aes  voisins 
immédiats.  Notons  d'abord  que  l'éperon  (long  de  5  millimètres 
dans  les  fieura  normales)  participe  à  cette  déchéance,  surtout 
lorsque  les  deux  sépales  inférieurs  viennent  à  se  souder.  Dans 
ce  cas,  en  effet,  l'espace  manque  pour  livrer  paasage  à  ce 
prolongement  tubuleux  ou  pour  lui  permettre  de  se  déve- 
lopper convenablement.  Dès  que  le  développement  est  ainsi 
entravé,  les  quatre  autres  pétales  commencent  à  se  déformer 
et  à  montrer  un  appendice  calcarifonne.  Mais,  ainsi  qu'il  a 
été  dit  plus  haut,  les  pétales  le  plus  fortement  afi'ectés  sont 
ceux  qui  comprennent  entre  eux  le  pétale  inférieur.  Cela 
ressort  du  tableau  suivant,  dans  lequel  est  donnée,  en  mil- 
limètres, la  longueur  de  l'éperon.  Pour  les  fleurs  tétramèrea, 
c'est<à-dire  pour  celles  où  manque  le  pétale  inférieur,  on  a 
marqué  0. 

le  fleur  (6  pétales)  0  0  4  |  1|  •) 
2«  „  (5  „  )  1  4|  3  4|  0 
3e  „  (5  „  )  1  3  très  petit  3  1 
4"  „  (4  ,  )  1  4  0  6  2 
5"  „  (4  ,  )  2  5  0  6  3 
Dans  toutes  les  séries  horizontales  de  ce  tableau  le  chifl^re 

I  )  Ce    premier   cas  est  le  seul  où  l'on  voie  un  éperon  éloigné  dépasser 
en  longueni'  un  éperon  plus  rapproché. 
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du  milieu  Be  rapporte  à  l'éperon  du  pétale  inférieur,  tandis^ 
que  les  autres  chiffres  occupent  les  mômes  places  relatives 
que  les  autres  pétales  par  rapport  à  ce  pétale  inférieur.  Les 
deux  chiffres  extrêmes  correspondent  donc  aux  deux  segments 
supérieurs  de  la  corolle.  La  formation  d'un  éperon,  à  des 
pétales  qui  d'ordinaire  en  sont  privés,  s'accompagne  de  la 
production  de  poils  à  l'entrée  de  cet  organe.  Partout  où  se 
montre  un  éperon,  on  voit  apparaître  aussi,  à  un  degré  plus 
OH  moins  marqué,  une  petite  touffe  de  poils.  La  coloration 
jaune  peut  également  se  communiquer  à  d'autres  pétales  que 
le  pétale  inférieur,  comme  l'indique  la  fig.  II*,  qui  représente 
le  pétale  2  de  la  ffgure  principale  ;  à  la  place  laissée  en  blanc, 
il  existait  une  tache  jaune. 

3°  Etaminea.  Le  nombre  des  étamines  est  de  5  ou  de  4, 
soivant  le  nombre  des  pétales.  De  même  que  les  deux  sépales 
inférieurs,  les  deux  étamines  de  situation  correspondante 
montrent  une  tendance  à  se  souder  entre  elles  ;  cette  tendance 
est  pleinement  satisfaite  dans  les  fleurs  tétramères,  où,  au  Ueu 
de  deux  étamines  inférieures,  on  n'en  voit  plus  qu'une  seule. 
En  ce  qui  concerne  les  appendices  connus,  au  bas  de  leur 
partie  dorsale,  il  est  de  règle  que,  aussitôt  que  l'éperon  ac- 
quiert une  certaine  longueur,  il  existe  aussi  un  appendice, 
qui  se  cache  dans  le  plus  long  des  deux  éperons  voisins. 
Par  exemple,  dans  la  fleur  5  du  tableau  ci-dessus,  il  y  a  un 
appendice  entre  le  pétale  supérieur  de  gauche  et  celui  qui 
est  placé  au-dessous;  l'appendice  à  choisi,  pour  s'y  cacher, 
l'éperon  le  plus  long,  savoir,  celui  de  5  mm.  Cependant,  il 
arrive  aussi  que  l'appendice  n'atteigne  pas  la  cavité  de  l'épe- 
ron, mais  s'arrête  en  face  d'elle  ;  dans  quelques  rares  cas,  je 
l'ai  même  vu  s'incurver,  pour  faire  finalement  saillie  en  de- 
hors de  la  corolle. 

Pistil.  Chez  une  couple  d'exemplaires  examinés  de  plus 
près,  le  pistil  n'offrait  rien  d'anormal,  et  chez  d'autres,  à  raison 
de  son  aspect  ordinaire,  il  n'invitait  pas  à  une  étude  spéciale. 

Â  part  les  anomalies  dont  il  vient  d'être  question,  la  ffeur 
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se  composait  des  verticilles  ordinairea;  on  n'y  découvrait  rien 
de  la  remarquable  pétalodie  des  étamines  et  des  pistils,  for- 
mant deux  verticilles,  qui  a  été  observée  chez  le  Viola  odorata 
par  A.-P.  et  A.  De  CandoUe  '). 

La  seule  particularité  qui  puisse  encore  être  comptée  parmi 
les  anomalies,  est  une  légère  torsion  de  la  fleur  autour  de  son 
axe,  parallèlement  au  pédoncule.  Si  l'on  regarde  comme  cause 
déterminante  de  toutes  les  autres  anomalies  la  soudure  des  ' 
deux  sépales  rapetisses,  il  est  facile  de  concevoir  que  l'un  de 
ces  sépales  soit  atteint  par  la  réduction  à  un  degré  plus  fort 
que  l'autre.  Il  en  résultera  que  la  fleur  se  tournera  un  peu 
du  côté  resté  le  plus  petit,  par  la  simple  raison  qu'elle  pré- 
sente une  tendance  à  placer  verticalement  le  sépale  anormal. 


Explication  dkb   tiouRBS. 

PLANCHE  liro. 
Fig,  I.  Viola  trieolor,  une  fleur  pentamëre,  vue  de  face. 

la.  calice  vu   du  côté  postérieur;  tes  éperons  des  pétales  3  et  4  font 

saillie  ;  les  deux  sépales  inférieurs  sont  soudés. 
ib.  et  ic.  pétale  3  de  la  fig.  la,  vu  de  face  et  par  derrière. 
id.  pétale  5  de  la  Bg,  I,  vu  de  côté, 
U.  pétale  1  de  la  fig.  I,  vu  par  derrière. 

N.B.  Cette   fleur  figure   sous  le   n°  2  dans   le  petjt  tableau  de  la 
longueur  des  éperons  (p. 144). 
Fig.  II.  Viola  tWooior,  une  fleur  tétramère,  vue  de  face. 

2a.  sépale   occupant  la   place  des  deux  sépales  inférieurs  de  la  fleur 

normale . 
26.  pétale  2  de  la  Dg.  Il;  à  la  base  se  montre  une  tache  jaune. 
2c   id.  id.,  vu  du  c&té  postérieur. 
2d.  pétale  3  de  la  fig.  II,  vu  de  face. 


I)  Monstruosités    Végétales,   I,   par   MM.    Aug,    Pyr.  et  Alphonse  De 
CandoUe,  p.  2. 
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La  staminodie  de  la  corolle  ne  8e  rencontre  paa  fréquem- 
ment. M.  Masters  en  cite  comme  exemples  :  un  Faba  vulgaris, 
dont  les  ailes  et  la  carène  étaient  staminodiques  ;  uae  forme 
cultivée  de  Saxifraga  granulata,  de  Capaelîa  bursa  pastoria,  de 
Solarium  tuberosum  et  de  Kalmia  latifolia;  puis,  un  Dav£u8 
Carota,  où  la  place  d'un  des  pétales  était  occupée  par  une 
étamine,  le  Digitalis  purpurea  et  V Asphodeliis  ramostts.  Un  fait 
analogue,  observé  par  Turpin  chez  le  Monardafistulosa,  tenait 
peut-être,  selon  M.  Masters,  à  l'adhérence  d'un  pétale  et  d'une 
étamine,  comme  on  le  voit  souvent  chez  lea  Fuchsia.  L'appa- 
rition d'étamines  supplémentaires  chez  les  Orchidées  demande 
également  à  être  étudiée  avec  soin  avant  d'être  admise  comme 
staminodie  des  enveloppes  florales,  vu  que  dans  cette  famille 
cinq  étamines  sont  ordinairement  nidimentaires  et  qu'acci- 
dentellement un  ou  plusieurs  de  ces  organes  peuvent  se  dé- 
velopper, soit  à  l'état  libre,  soit  en  connexion  avec  des  parties 
du  périgone.  Il  y  a  donc  toujours  à  tenir  compte,  chez  ces 
plantes,  d'adhérencea  possibles. 

Grâce  à  l'obligeance  de  M.  le  professeur  Hugo  de  Vries, 
j'ai  pu  étudier  le  cas  remarquable  et,  à  ce  qu'il  paraît,  non 
observé  jusqu'ici,  de  corolles  staminodiques  chez  VErica  tetraîix. 
M.  de  Vries  les  avait  trouvées  dans  la  bruyère  de  Loosdrecht, 
en  grandes    quantités  pendant  l'été  de  1887  et  en  quantités 
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moindres  l'année  suivante.  Muni  de  ses  indications,  je  me 
rendis,  le  4  juillet  1889,  à  l'une  des  localités  où  la  découverte 
avait  eu  lieu,  entre  Bussum  et  Hilversum;  mais,  bien  qu'il 
y  eût  surabondance  de  Bruyères  en  fleur,  la  recherche  d'exem- 
plaires moDstmeux  resta  infructueuse.  Le  résultat  d'excursions 
postérieures,  surtout  aux  environB  de  Baam  et  aussi  près  de 
Qilversum,  ne  fut  pas  plus  favorable.  Heureusement,  M,  de  Vries 
mit  à  ma  disposition  une  si  riche  collection  d'échantillons, 
tant  secs  que  conservés  dans  l'eaprit-de-vin,  que,  pour  cet 
objet-là,  de  nouvelles  trouvailles  n'étaient  plus  nécessaires  '). 

Rappelons  que  la  corolle  de  VErica  tetralix  normal  est 
monopêtale  et  4-dentée.  Dans  chacune  des  dents  pénètre 
un  faisceau  vasculaire;  de  plus,  entre  deux  faisceaux  con- 
sécutifs il  s'en  élève  un  autre,  bifurqué  un  peu  au-dessus 
de  l'angle  rentrant  qui  sépare  les  deux  dents.  Ce  dernier 
faisceau  vasculaire  est  marqué  dans  la  fig.  1  (PL.  III),  ainsi 
que  dans  plusieurs  autres,  du  chiffre  2,  tandis  que  près  des 
faisceaux  principaux  se  voit  le  chiffre  1. 

Le  premier  degré  d'anomalie,  visible  à  l'extérieur,  consiste 
en  un  agrandissement  de  l'incision  entre  deux  dents  de  la 
corolle  {6g,  2),  On  voit  en  outre,  dans  le  cas  représenté,  un 
petit  renflement  l,  que  son  contenu,  composé  de  pollen,  fait 
reconnaître  comme  loge  d'anthère. 

Dans  la  flg.  3  se  retrouve,  au  fond.  Le  même  état,  mais 
plus  développé;  en  outre,  du  bas  de  la  loge  naît  un  de  ces 
appendices  qui  sont  caractéristiques  pour  les  anthères  des 
Erica  et  qui  ont  donné  lieu  au  nom  de  l'ordre  des  Bicornes. 

La  loge  d'anthère  prend  dans  la  flg.  4,  en  l,  une  forme 
plus  pointue  ;  au  côté  droit  de  la  même  figure,  une  dent  de 
la    corolle    s'est   transformée  en   une  anthère  complète  bien 

■  )  Des  prépaiations  de  VErica  en  question,  collées  sur  verre  au  moyen 
de  la  gélatine,  furent  présentées  par  M.  de  Vries  au  deuxième  Congrès 
des  sciences  médicales  et  naturelles,  tenu  à  Leyde.  H  fut  insisté  aussi  sur 
la  facilité  avec  laquelle  de  pareilles  préparations  se  laissent  photographier. 
Voir  p.  118  et  suiv   des  Handelingen  du  Congrès. 
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qu'un  peu  anomale  à  certaina  égards;  à  l'une  des  loges  on 
Toit  le  pore  par  lequel  se  fait,  aussi  dans  les  étamines  or- 
dinaires, la  sortie  du  pollen. 

Ces  diverses  particularités  sont  rendues  encore  un  peu  plus 
distinctes  dans  la  fig.  5  ;  celle-ci  montre  les  parties  de  l'anthère 
déjà  arrivée  à  un  état  assez  parfait,  et  elle  fait  connaître,  en 
outre,  de  quelle  manière  est  préparé  l'isolement  de  l'étamine. 
Le  lobe  figuré  de  la  corolle  staminodique  n'est  plus  uni  à  ses 
voisins  que  par  un  parenchyme  incolore  et  à  parois  minces, 
compris  entre  deux  très  faibles  faisceaux  2  et  2'.  Ceux-ci  sont  les 
produits  de  dédoublement  du  faisceau  intermédiaire  marqué  2 
dans  la  fig.  1  et  déjà  ainsi  en  2  et  2'  dans  la  fig.  2.  Comme  on  le 
voit  par  ces  figures,  dès  qu'une  dent  de  la  corolle  subit  une 
anomalie  appréciable,  le  faisceau  vasculaire  intermédiaire  se 
scinde  en  deux  faisceaux  distincts').  A  mesure  que  l'étamine 
se  perfectionne,  les  petits  faisceaux  partiels  s'affaiblissent  de 
plus  en  plus,  pour  finir  par  disparaître  complètement  (fig,  4 
et  6).  Dans  la  fig.  6,  la  séparation  a  fait  de  nouveaux  progrès  : 
la  partie  supérieure  du  filet  de  l'étamine  y  est  développée  en 
oi|;ane  distinct. 

n  serait  sans  utilité  de  s'étendre  longuement  sur  tous  les 
cas  qui  peuvent  se  produire.  Je  me  bornerai  à  mentionner 
que  la  corolle,  avec  les  différents  degrés  de  staminodie,  pré- 
sente aussi  différents  degrés  d'incision.  Elle  peut,  par  exemple, 
n'être  fendue  que  d'un  seul  côté,  les  dents  qui  bordentcette 
fente  étant  seules  devenues  anthéroïdes.  D'autres  fois,  la  co- 
rolle est  partagée  eu  deux  segments,  chacun  à  deux  dents 
modifiées;    ou    bien,   il  s'est  formé  deux  étamines  déliées  et 


1)  Il  serait  plus  exact  de  dire  que  l'union  des  deux  moitiés  du  faisceau 
Tasculnire  ne  se  produit  pas.  En  réalité,  de  chaque  faisceau  principal  (1) 
se  détachent,  à  la  base  de  la  corolle,  deux  branches,  qui,  l'une  à  droite, 
l'autre  à  gauche,  montent  parallèlement  jusqu'à  l'incision  entre  deux 
dents  de  la  corolle,  pour  diverger  ensuite  un  peu  en  cet  endroit.  Dans  les 
3«urs  normales,  les  deux  branches  se  confondent  dès  la  base  et  ne  se 
séparent  que  tout  en  haut. 

10» 
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une  étamineplus  longue  et  plus  forte,  cette  dernière  étantéquîva- 
lente  aux  deuz  autres;  ou  bien  encore,  une  seule  ètamine  s'est 
détachée  du  reste  de  la  corolle,  qui  elle-même  porte  trois 
anthères.  Il  est  digne  de  remarque,  assurément,  que  les  parties 
modifiées  de  la  corolle,  qu'elles  soient  devenues  libres  ou 
qu'elles  demeurent  unies  aux  parties  non  modifiées,  sont  moins 
longues  que  ces  dernières.  Il  en  est  de  même  de  la  corolle 
prise  dans  son  ensemble  :  à  l'état  modifié,  elle  est  plus  courte 
qu'à  l'état  normal.  Tandis  que,  normalement  développée,  elle 
a  7  mm  de  longueur  (parfois  même  8  mm),  la  longueur  deB 
corolles  monstrueuses  varie  de  3}  à  5  mm.  Or,  le  style  de  la 
plupart  de  celles-ci  n'étant  guère  plus  court  que  d'ordinaire, 
il  en  résulte  que,  dans  les  fleurs  anormales,  le  style  est 
longuement,  parfois  très  longuement  exsert;  c'est  ce  qui  avait 
lieu,  par  exemple,  dans  le  cas  où  la  corolle  ne  mesurait  que 
3J  mm  de  longueur,  tandis  que  le  pistil  en  comptait  7\. 

A  ia  question  de  savoir  s'il  se  forme  jautais  une  étamine 
surnuméraire  concordant  sous  tous  les  rapports  avec  les  éta- 
mines  normales,  je  dois  répondre  par  la  négative,  tout  en 
ajoutant  que  la  différence  peut  être  très  petite.  Pour  permettre 
la  comparaison,  j'ai  représenté,  âg.  7,  une  étamine  ordinaire. 
Relativement  à  l'axe  de  la  fleur,  les  deux  appendices  de 
l'anthère  de  cette  étamine  sont  dirigés  vers  le  bas  et  vers 
l'extérieur,  tandis  que  les  lobes  de  l'anthère  sont  dressés,  mais 
en  divergeant  un  peu.  Chez  les  étamines  provenant  de  la 
corolle,  les  lobes  de  l'anthère  ont  une  position  tout  autre. 
Le  fig.  6  les  montre  tournés  vers  le  bas,  la  fig.  5  placés  ho- 
rizontalement. Dans  cette  dernière  figure,  le  connectif  est 
encore  large  et  les  loges  se  trouvent  encore  assez  loin  du 
sommet.  Dans  les  fig.  6  et  8,  au  contraire,  le  connectif  com- 
mence déjà  à  se  rétrécir  et  la  ressemblance  avec  les  étamines 
ordinaires  devient  par  conséquent  plus  sensible. 

La  difîérence  entre  les  vraies  étamines  et  les  parties  stami- 
nodiqnes  de  la  corolle  est  toutefois  amoindrie  par  le  fait  que 
dans  quelques  fleurs  on  trouve  des  étamines  qui  portent  leur 
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anthère  sens  dessus  dessous;  celleB-ci  se  distingueraient  à 
peine  des  êtamines  supplémentaires,  si  le  filet  de  ces  der- 
nières, toujonrs  un  peu  plus  large,  ne  nous  mettait  sur  la  voie. 

Quant  à  l'action  que  peut  exercer  le  pollen  des  nouvelles 
êtamines,  je  n'ai  rien  à  en  dire,  n'ayant  pas  eu  d'exemplaires 
vivants  à  ma  disposition. 

Un  mot  maintenant  sur  les  êtamines  proprement  dites. 
Qaelques-anes  d'entre  elles  étaient  parfois  imparfaitement 
développées,  ne  possédant,  par  exemple,  qu'une  anthère  ru- 
dimentaire,  à  laquelle  il  manquait  l'un  des  appendices,  ou 
même  tous  les  deux.  D'autres  fois,  le  nombre  des  êtamines 
était  plus  ou  moins  réduit,  et  dans  un  cas  il  s'ahaissait  même 
jusqu'à  trois. 

L'une  des  fleurs  m'ofirit  une  particularité  imprévue,  à  sa- 
voir, la  cohérence  d'anthères  voisines.  Comme  les  anthères, 
par  suite  de  la  présence  des  appendices,  s'accrochent  facile- 
ment l'une  à  l'autre,  et  qu'alors,  pour  aller  plus  vite,  on  les 
sépare  souvent  sans  précaution,  il  est  possible  que,  dans  d'autres 
fleurs,  la  susdite  particularité  m'ait  échappé.  La  fig.  9  donnera 
une  idée  de  la  soudure  en  question  :  deux  loges,  appartenant 
à  deux  êtamines  contiguës,  sont  unies  en  un  lobe  unique, 
d'aspect  cordiforme.  Dans  la  fleur  à  laquelle  cette  figure  a 
été  empruntée,  il  y  avait  deux  faisceaux  de  deux  êtamines 
(diacun,  un  faisceau  de  trois  êtamines  et  une  êtamine  en^ 
tièrement  libre.  Il  ne  serait  pas  impossible  qu'entre  les  fais- 
ceaux eux-mêmes  il  eût  aussi  existé  une  certaine  cohérence, 
qui  aurait  été  involontairement  détruite  lors  de  la  préparation. 

Comme  dernière  observation,  je  mentionnerai  une  irrégu- 
larité du  style.  Outre  qu'accidentellement  sa  longueur  était 
très  réduite,  il  présentait  dans  les  fleurs  fortement  anomales 
une  courbure,  qui  allait  parfois  jusqu'à  lui  donner  la  forme 
d'un  demi-cercle  (fig.  10  a  et  i). 

Ni  dans  le  calice,  ni  dans  les  bractées,  je  n'ai  remarqué 
aucune  déviation  du  type  ordinaire. 
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Eu  voyant  tes  aDomalies  de  la  corolle,  ci-âeaaua  décrites, 
exister  chez  un  si  grand  nombre  d'exemplaires,  que  M.  de 
Vriea  a  en  la  bonne  fortune  de  rencontrer,  on  ne  saurait 
se  défendre  de  chercher  quelque  explication  théorique  du 
phénomène.  Il  y  a  d'ailleurs  encore  d'autres  faits  qni 
s'imposent  à  notre  attention. 

Le  premier  de  ces  faits,  c'est  que  la  corolle  de  VErica 
tetralia  et  d'autres  membres  de  la  même  famille  (Rhododen- 
dron, Rhodora,  Azalea,  Kalmia,  autres  espèces  d'Erica)  se  trouve 
parfois,  à  titre  d'anomalie,  divisée  en  pétales  libres.  Tout 
récemment  encore,  M.  Fr.  Buchenau  en  a  communiqué  un 
exemple,  dans  lequel  la  corolle  ordinaire  de  VErica  t^alù 
était  remplacée  par  quatre  pétales  spatules  ' }.  H  faut  considérer 
aussi,  comme  se  rattachant  à  ce  fait,  la  circonstance  que 
certaines  Ericacées,  telles  que  Clethra,  sont  dialypétales.  End- 
licher,    dans   la   caractéristique  de  cette  famille,  dit:  corolh 

gamopetala i7iterdum  fere  ad   basin   parHta,  elementii 

seorsvm  deeiduia  quasi  dialypetala.  La  tendance  â  la  dialyse  de 
la  corolle  se  retrouve,  très  prononcée,  dans  les  familles  qu'on 
compte  parmi  les  plus  proches  alliées  des  Ericacées,  Telles 
sont  les  Pyrolacées,  les  Monotropées  avec  leur  corolle  le  plus 
souvent  dialypétale,  et,  d'après  Le  Maoùt  et  Decaisne,  les 
CameUiacées  „par  l'intermédiaire  des  genres  Saurayaet  Clethra; 
dans  ce  dernier  genre,  en  effet,  comme  dans  plusieurs  Rho- 
doracées,  la  corolle  est  polypétale,  hypogyne,  imbriquée,  etc. 

En  second  lieu  doit  être  signalée  la  tendance  à  la  soudure 
des  êtamines.  Nous  en  avons  mentionné  et  représenté  un  cas 
(fig.  9)  pour  notrç  Erica,  et  nous  rappelons  que  chez  une  variété 
de  Rhodendron  poniicam  les  êtamines  sont  unies  par  une  mem- 
brane en  une  espèce  de  seconde  corolle.  Dans  la  description 
de  Le  Maoût  et  Decaisne,  on  lit  que  les  êtamines  (normales) 
sont  parfois  plus  ou  moins  monadelphes,  tandisque  Endlicher 
en  dit:  filaTnenia  libéra  v.  basi,  rariiis  juxta  totam  longitudin^rt, 
inter  se  coalita. 

I)  Abh.  Naturw.  Verein.,  Bremen,  Bd.  X. 
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L'affinité  nettement  prononcée  avec  dea  familles  choripétales 
fait  neâtro  la  présomption  que  la  corolle  des  ISrica  était  ori- 
ginairement à  pétales  libres,  et  que,  sous  l'influence  de  l'une 
ou  l'antre  propriété  appartenant  à  la  famille  —  tendance  à 
la  soudure  des  parties  d'un  même  verticille  —  elle  s'est  changée 
en  corolle  gamopétale. 

n  ne  s'agit  ici,  bien  entendu,  que  d'une  présomption,  d'une 
hypothèse,  d'après  laquelle,  si  elle  était  exacte,  les  anomalies 
ci-desBUB  décrites  devraient  être  conçues  comme  le  retour 
d'une  corolle  gamopétale  à  l'état  de  corolle  dialypétale,  avec 
stamiuodie  concomitante. 

On  est  tenté  de  faire  encore  d'autres  hypothèses,  en  son- 
geant à  l'obdiplostémonie  des  Ericacées.  Comme  on  le  sait,  les 
étamines  extérieures  sont  placées  vis-à-vis  des  dents  de  la 
corolle  et  les  intérieures  vis-à-vis  des  parties  du  calice.  Ces 
étaminea  extérieures,  ou  opposées  aux  pétales,  sont  en  un 
certain  sens  des  organes  superSus  ;  elles  troublent  le  diagramme, 
qui,  sans  elles  serait  en  accord  avec  la  loi  d'alternation.  De 
là  vient  que  ce  verticille  d'étamines,  qui  au  reste,  selon  Eichler, 
manque  parfois,  est  considéré  comme  non  essentiel  et  pris  soit 
pour  un  verticille  intercalé,  soit  pour  un  produit  de  la  corolle  '). 

Chez  les  Fuchsia  et  genres  voisins,  on  peut  regarder  comme 
suffisamment  établi  que  l'obdiplostémonie  est  la  conséquence 
de  la  formation  d'une  étamine  à  la  base  de  chacun  des  pé- 
tales *);  mais  pour  les  Biriea  la  chose  est  plus  difficile  à 
expliquer. 

Comme,  chez  les  Onagrariacées,  un  même  faisceau  vascu- 
laire  pourvoit  un  pétale  et  l'étamine  qui  lui  est  opposée,  il 
fallait  t&cher  de  reconnaître  le  cours  des  faisceaux  vasculaires 
chez  les  Eriea.  Peut-être  que,  là  aussi,  se  montrerait  un  seul 
verticille    de  faisceaux    pour  la  corolle  et  pour  les  étamines 

I)  Eichler,  Blûthendiagramme,  I,  p.  336. 

ï)  Eichler.  loc.  cit.,  p.  337;  voir  aussi  Ned.  Kjtiidk.  Archief,  V,  1889, 
p. 445  et  Halfonnations ÎD  Fuchsia globosa, dans LinneanSociety'eJourDal, 
Botany.  Vol.  XXV. 


by  Google 


164  J.-C.    COSTIRU8.   STAHINODIE    DE  LA 

épipétales  ;  s'il  en  était  ainsi,  l'hypothèse  de  A.  de  Saint  Hilaire  '  ), 
trouvée  bonne  pour  les  Fuchsia  mériterait  d'être  prise  en 
sérieuse  considération  aussi  dans  le  cas  actuel. 

Pour  me  former  une  première  idée  de  la  marche  des  fais- 
ceaux des  Ericacées,  j'étudiai  VErica  VitmorUma  et  une 
espèce  de  Rhododendron.  Tout  ce  que  cette  étude  m'apprit, 
c'est  que  chaque  verticille  recevait  du  torus  ses  4  ou  5  fais- 
ceaux vasculaires  propres  ;  ainsi,  Âzalea  en  recevait  5  pour 
le  calice,  5  pour  la  corolle,  10  pour  les  étamines,  etc.  Mais 
il  me  fut  impossible  de  décider  si  les  faisceaux  des  étamiues 
épipétales  étaient  indépendantes,  ou  seulement  des  ramifi- 
catioDS  de  ceux  de  la  corolle. 

Pour  éclaircir  ce  point,  je  m'adressai  à  VErica  te^alix  et 
au  Oalluna  vulgari».  Il  est  vrai  que  les  fleurs  de  ces  plantes 
sont  petites,  mais  elles  offrent  l'avantage  que,  pour  en  faire 
des  coupes,  on  peut  se  servir  du  microtome.  H  s'agissait  donc 
simplement  d'obtenir  des  coupes  longitudinales  et  transver- 
sales telles  qu'il  en  ressortît  si  les  faisceaux  vasculaires  des 
étamines  surnuméraires  (épipétales)  provenaient  du  torus  ou 
des  faisceaux  de  la  corolle  *). 

Or,  ces  recherches  m'ont  appris  : 

1°.  Que,  tant  chez  Erica  que  chez  Callwna,  il  existe  une 
connexion  organique  entre  la  corolle  et  les  étaminee. 

2°.  Que  le  faisceau  vasculaire  qui  pénètre  dans  le  segment 
de  la  corolle  et  celui  qui  pourvoit  l'étamine  épipétale  naissent 
si  près  l'un  de  l'autre,  qu'ils  peuvent  être  considérés  comme 
des  branches  d'un  faisceau  unique. 

i)  Eichler,  i.c,  p.  336. 

>)  Pour  l'emploi  du  microtome  à  bascule,  j'ai  suivi  les  indications 
données  par  M.  Moll  dans  son  article:  De  loepassing  der  paraffine-ii- 
tmeUing  op  botanisch  gebied  {Maandblad  voor  Natuurwetenackappen, 
14<  jaarg.,  p.  61).  J'ai  également  fait  mon  profit  des  conseils  pratiques 
de  M.  J.  van  Rues;  voir  son  Beitr.  t.  Kenntniss  der  inneren  Métamorphose 
von  MlMCa  vomitoria  {Zool.  Jahrb.,  III  Bd.,  p.  10)  —  Il  convient  de 
remarquer  que  l'inclusion  de  fleurs  dans  la  parafflne  fondue  présente  des 
diEGcultés  spéciales. 
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Cette  dernière  circonstaoce  tendrait  à  faire  croire  qu'un 
segment  de  la  corolle  et  une  étamine  épipétale  dérivent  du 
même  rudiment  organique,  appartiennent  donc  à  un  même 
verticiUe.  II  resterait  indécis,  toutefois,  si  une  division  de  la 
corolle  produit  une  étamine,  ou  si  inversement  une  étamine 
produit  une  division  de  la  corolle,  ou  si,  enfin,  l'un  et  l'autre 
organe  sont  des  produits  de  scission  équivalents  d'une  ex- 
croissance primordiale. 

Si  l'on  consulte  ce  que  Payer  et  Bâillon  {d'après  Eichler, 
i.c.,  p.  342)  ont  trouvé  concernant  le  développement  des 
Ëricacées,  on  est  amené  à  conclure  qu'il  y  aurait  encore  un 
autre  mode  d'explication,  rendant  inutile  la  considération 
ultérieure  de  celui  qtii  vient  d'être  proposé.  Ces  auteurs  pré- 
tendent, en  effet,  qu'à  l'état  jeune  les  étamines  épipétalesne 
Bont  pas  en  connexion  avec  les  segments  de  la  CQrolle  qui  y 
correspondent.  Si  leurs  observations  sont  exactes,  on  doit  ad- 
mettre que  c'est  seulement  au  cours  du  développement  posté- 
rieur que  se  produit  la  fusion  de  la  corolle  avec  les  étamines . 
et  que  viennent  aussi  à  se  réunir  par  leur  base,  bien  qu'ini- 
tialement séparés,  les  faisceaux  vasculaires  des  organes  en 
question.  Ou  bien,  la  séparation  initiale  des  faisceaux  (ob- 
servée extérieurement)  serait  elle  compatible  avec  leur  con- 
nexion interne  originaire?  H  est  à  regretter  que  cette  question 
doive  provisoirement  rester  sans  réponse,  l'étude  du  déve- 
loppement et  celle  de  la  marche  des  faisceaux  vasculaires 
ayant  donné  des  résultats  qui,  sans  nouvelles  recherches,  ne 
sauraient  être  conciliés  entre  eux,  et  sont  donc  impropres 
aussi  à  jeter  du  jour  sur  l'obdiplostémonie  et  la  corolle  sta- 
minodique  de  VBrica  tetralvr. 
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Explication    des   Figure 


PLANCHE  ni. 

g.  1 ,  Corolle  normale  fendue  et  étendue,  pour  ■nonti'or  la  disposition 
des  faisceaux  vascutairee. 

•  2.  Corolle   normale,  l'une  des  dentsé  tant  pourvue,  du  côté  gauche, 

d'un  petit  sac  polli nique. 

r    3.  id.,  avec  un  appendice  au  sac  poUinique. 

'  4.  Corolle  anormale  fendue  et  étendue,  avec  une  dent  entièrement 
staminodique  et  une  autre  à  demi  staminodique. 

'  5.  Segment  staminodique  de  la  corolle,  en  relation  avec  les  segments 
voisins,  auxquels  il  n'est  plue  uni  que  par  une  bende  de  paren- 
chyme incolore  et  à  parois  minces. 

"    6.  Trois  segments  staminodiques  de  la  corolle. 

r    7.  Une  étamine  normale. 

■    S.  Un  segment  staminodique  de  la  corolle. 

>    9.  Deux  étamines  normales  à  anthères  soudées, 

•  10   Iniloiescence  de  fleurs  normales; 
10a.  Une  fleur  séparée; 

10b.  Un  pistil  à  style  courbé  en  demi-cercle. 
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LA  GENERATION  SEXUEE  DES 
GLEICHÉNIACÉES, 

PAR 

V.    W.  P.   B.AD  WKHHOFF. 


Introduction. 

Â  notre  époque,  où  les  résultate  de  tonte  recherche  scien- 
tifique sont  rendus  publics  aussi  proinptement  que  possible , 
l'application  de  Tantique  règle:  „nonumprematur in annum" 
peut  certes  être  dite  une  rareté. 

Pour  le  travail  qui  va  suivre,  le  terme  en  question  a  toute- 
fois été  dépassé.  Commencé  en  novembre  1876  (comme  il 
sera  exposé  ci-dessous) ,  ce  travail  a  été  reprie  plus  d'une  fois 
et  n'a  été  clos  que  cette  année.  Les  premiers  résultats  obtenus 
ont  fait  l'objet  de  communications  préliminaires  à  l'Académie 
royale  des  sciences  d'Amsterdam,  dans  les  séances  publiques  du 
27  janvier  et  du  30  juin  1877,  et  au  Congrès  botanique  inter- 
national tenu  à  Amsterdam  en  avril  1877  (voir  les  Procès- 
verbaux  de  ces  séances).  Les  deux  années  suivantes ,  les 
expériences  ont  été  continuées,  et,  à  l'occasion  des  phéno- 
mènes que  j'avais  observés  lors  de  la  germination  des  spores, 
j'ai  donné  une  description  de  celle-ci  dans  la  Botan.  Zdtung 
de  1879,  N".  28,  p.  441  et  suiv.  ;  cette  description,  accom- 
pagnée de  figures,  a  trouvé  place  aussi  dans  les  Verstagem  en 
Mededeelingen  de  l'Académie  des  sciences  (2"  série,  T.  XIV,  p.  320) 
et  dans  les  Arch.  Tiéerl.  (T.  XIV,  p.  347).  Mes  autres  résultats, 
toutefois,  sont  restés  en  portefeuille  jusqu'en  1887,  moment 
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OÙ,  reprenant  les  recherches  sur  des  matériaux  nouveaux,  j'ai 
répété,  contrôlé  et  étendu  les  expériences  antérieures,  en  uti* 
lisant  les  grands  perfectionnements  qu'avaient  reçus,  dans  les 
derniers  temps,  les  procédés  d'exécution  et  d'étude  des  pré- 
parations microscopiques.  Ainsi  est  né  le  présent  Mémoire,  qui, 
déjà  rédigé  en  partie  il  y  a  quelques  années,  a  maintenant  été 
totalement  refondu  et  mis  en  hannonie  avec  les  vues  et  les 
résultats  actuels. 

Néanmoins ,  aujourd'hui  encore,  l'étude  est  loin  d'être  com- 
plète et  il  reste  des  points  obscurs.  Nul  ne  le  sait  mieux  que 
l'autenr  lui-même.  Mais  je  crois,  pourtant,  que  ce  mémoire 
pourra  donner  une  idée  du  développement  de  la  génération 
sexuée  chez  les  Gleichéniaoées,  et  des  points  eu  lesquels  cette 
génération  s'écarte  de  celle  d'autres  familles  de  Fougères.  En 
outre,  mes  recherches  ont  mis  en  lumière  de  remarquables 
di£fêrences  quant  au  mode  de  croissance  des  prothalles.  Or, 
aucun  travail  de  ce  genre  n'ayant  encore  été  publié,  que  je 
sache,  au  sujet  de  ce  groupe  peu  nombreux  mais  intéressant 
de  Fougères ,  j'espère  que  les  pages  suivantes  seront  accueil- 
lies non  sans  intérêt  comme  contribution  à  la  connaissance 
des  Cryptogames  en  question. 
Utreout,  Oct,  1889. 


Aperçu  historique. 

Parmi  les  Fougères,  les  Gleiehénioiéea  sont  encore  comptées 
comme  une  famille  propre ,  de  même  rang  que  les  Folypo- 
diacées ,  Cyathéacées ,  Schizéacées ,  Oamondacées  et  Hyméno- 
phyllacées.  Les  caractères  qui  distinguent  les  Gleichéniacées 
sont,  d'après  les  systématistes ,  les  suivants  :  fronde  une ,  par- 
fois décomposêe-pennée,  dichotomiquement  ramifiée ,  qui  per- 
siste et  s'agrandit  par  le  développement  de  bourgeons  formés 
à  l'aisselle  des  ramifications  ;  sores  composés  de  2 — 4  sporanges, 
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insérés  à  la  face  inférieure  desiroDâes,  onset  sansindusium; 
sporanges  sessiles  et  pourvus  d'un  anneau  élastique  complet, 
horizontal  ou  obliquement  horizontal ,  qui  s'ouvre  par  une 
fente  verticale,  A  cet  égard,  U  y  a  accord  entre  Preal,  Tentainen 
Pteridographiae  p.  47,  Mettenius,  Filices  horti  bot.  Lipsiensis 
p.  112,  J.  Smith,  Hisioria  Filictmi  p.  337.  Id..  Fenu,  briHeh 
and  foreiga  p.  247,  et  autres  auteurs.  Soit  qu'avec  Mettenius 
on  regarde  comme  caractère  principal  la  structure  et  le  mode 
de  déhiscence  du  sporange ,  soit  qu'avec  Hooker  et  Baker 
on  cherche  plutôt  ce  caractère  dans  le  mode  de  développe- 
ment de  la  fronde  fertile,  dans  l'un  et  l'autre  cas  les  Glei- 
chénîacées  paraissent  devoir  conserver  leur  rang  comme  famille 
particulière.  De  plus  en  plus  toutefois,  surtout  dans  les  der- 
niers temps,  on  a  vonln  déduire  la  place,  à  assigner  aux 
groupes  de  Cryptogames,  non  seulement  de  quelques  caractères 
extérieurs,  mais  aussi,  et  en  première  ligne,  de  l'histoire  de 
leur  développement.  Essaie-t-on  d'appliquer  ce  critérium  anx 
Gleichéniaoées,  on  reconnaît  bientôt  que  toutes  les  données 
nécessaires  nous  manquent  jusqu'ici,  notamment  en,  ce  qui 
concerne  les  premiers  développements,  la  germination  des 
spores  et  la  formation  des  prothalles  et  des  oi^anes  sexuels. 
La  description  systématique,  qui  pour  cette  famille  a  même 
été  faite  en  majeure  partie  d'après  des  échantillons  d'herbier 
(voir  Smith,  Hiatoria  Filiatm,  1875,  p.  72),  ne  va  pas  au-delà 
de  la  considératiou  des  sporanges.  De  la  structure  des  spores 
(comme  ne  pouvant  plus  être  observée  à  la  loupe)  il  n'est 
tenu  aucun  compte.  Mettenius  seul  les  mentionne,  dans  sa 
caractéristique  des  Gleichéniaoées  {Filices  horti  bot.  Lipa,  1856, 
p.  112),  en  ces  termes:  „Sporae oblongae,  strio  aingula  notatae. 
Die  Sporen  avnd  limgl'kh  und  mit  einer  Làngaleiste  veraehen,  z.  B. 
Ql&iChenia  glauco,  ferruginea,  pubescens,  i^.  s.  w."  Les  écrits  ana- 
tomiques  et  physiologiques  sont,  eux  aussi,  très  pauvres  en 
renseignements  sur  les  Gleichéniaoées.  Il  n'y  a  guère  d'excep- 
tion à  faire  que  pour  le  beau  mémoire  de  Hugo  von  Mohl 
sur  la  structure  des  spores,  mémoire  publié  dès  1833  et  réim- 
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primé  sana  changement  en  1845  (dans  les  Vermisehte  Sehriften 
botan.  Inhalts,  p.  70).  L'auteur  y  note  que  Mertensia  giganiea 
et  Oldeh^nia  microphylla  {qui  étaient  alors  censées  appartenir 
aux  Oamondacées)  ont  des  spores  pyramidales ,  de  la  forme 
d'une  pyramide  triangulaire  à  base  arrondie,  tandis  que  Afer- 
tensia  pubeseens  ovale  possède  des  sporea  à  côte  longitudinale. 
Cette  différence  de  forme  des  spores  ,  que  von  Mohl  attribuait 
déjà  très-rationnellement  à  leur  différence  de  situation  dans 
les  cellules  mères,  a  ensuite  été  étudiée  plus  spécialement, 
chez  les  différentes  familles  des  Fougères,  par  Rusaow  (Ker- 
gUich.  JJnteraiichimgen  u.s.w.,  1871,  p.  8Ô).  Les  spores  sphéro- 
tétraédriques,  que  cet  auteur  a  nommées  radiairea,  se  ren- 
contrent dans  tous  les  groupes  de  Fougères  ;  dans  les  divisions 
des  Polypodiacées,  Schizéacées,  Gleichéniacées  et  Marattiacées, 
où  l'on  trouve  simultanément  des  spores  bilatéralea  (les  spores 
ovales  de  von  Mohl),  ces  dernières  sont,  d'après  lui,  beaucoup 
plus  abondantes.  A  ces  courtes  indications  concernant  les 
spores,  ajoutez  la  mention  faite  par  Alex.  Braun  (  Verjûngung 
der  Nafwr,  pag,  123)  du  remarquable  mode  d'accroissement 
des  feuilles  chez  les  espèces  de  Gleichenia  et  de  Mertensia,  — 
le  développement  de  ces  feuilles  est  temporairement  arrêté, 
de  sorte  que  le  sommet,  formant  en  apparence  un  boui^eon  dans 
l'angle  de  la  bifurcation,  ou  bien  reste  toujours  dans  cet  état, 
ou  bien,  à  la  saison  suivante,  se  développe  de  nouveau  de 
la  même  manière,  c'est-à-dire  incomplètement, — et  l'on  aura 
à  peu  près  tout  ce  qui  est  connu,  en  dehors  de  la  partie 
purement  systématique,  de  la  famille  des  Gleichéniacées. 

Il  y  a  certes  lieu  d'être  surpris  que  cette  famille  n'ait  pas 
été  étudiée  plus  à  fond,  lorsqu'on  voit  avec  quelle  prédilection 
l'attention  se  fixe  aujourd'hui  sur  l'histoire  du  développement 
des  Cryptogames  supérieures,  de  sorte  que  presque  chaque 
famille  a  attiré  plus  d'un  travailleur,  et  lorsqu'on  considère 
que  les  Gleichéniacées  étendent  leur  domaine  du  Japon  à  la 
Nouvelle-Zélande  (J.  Smith,  Hiatoria  Filieum,  p.  338)  et  que, 
sans  être  précisément  du  nombre  des  Fougères  à  bon  marché 
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et  généralement  répandues,  elles  se  rencontrent  pourtant  en 
diffiérenteB  espèces,  portant  des  spores,  dans  les  jardins  botani- 
ques et  chez  les  amateurs  de  plantes.  Je  ne  puis  m'expUquer 
ce  phénomène  que  par  les  difficultés  attachées  à  la  culture 
de  ces  plantes,  surtout  à  la  propagation  au  moyen  des  spores, 
difficultés  qu'on  ne  parvient  à  surmonter  qu'en  observant 
toutes  sortes  de  précautions  et  en  s'armant  d'une  forte  dose 
de  persévérance.  L'étude  de  ces  plantes  prend  par  suite 
beaucoup  de  temps,  ce  qui,  après  quelques  tentatives  infruc- 
tueuses, aura  peut-être  découragé  maint  observateur.  Mon 
expérience  personnelle,  en  effet,  a  pleinement  confirmé  ce  que 
dit  M.  E.  Mayer  dans  son  excellent  article  sur  la  culture  des 
Fougères,  â  savoir,  que  la  plus  grande  attention  doit  être 
apportée  1°  au  choix  des  spores,  2°  au  moment  du  semis  et 
du  repiquage  des  prothalles,  et  3°  à  la  préservation  des  jeunes 
plantes  contre  l'atteinte  des  insectes,  des  mucédinéee,  des 
algues,  des  mousses,  etc.  (Regel,  Oartenfiora,  1875,  T.  XXIV, 
p.  45.)  Ordinairement,  ces  divers  points  sont  plus  ou  moins 
négligés,  surtout  le  1"  et  le  3«,  et  alors  rien  ne  lève,  ou  bien 
on  voit  lever  d'autres  plantes  que  celles  qu'on  attendait,  ou 
bien  les  jeunes  plantes  déjà  obtenues  ne  tardent  pas  à  périr. 
M.  Mayer  paraît  avoir  réussi  à  élever  de  spores  la  plupart 
des  Fougères,  sauf  les  Hyménophyllacées,  et  si  les  matériaux 
provenant  de  ses  cultures  avaient  fait  l'objet  d'un  travail  scien- 
tifique, la  lacune  existant  dans  nos  connaissances  au  sujet  du 
développement  des  Fougères  aurait  probablement  déjà  été 
comblée  avant  la  date  de  mes  premières  recherches.  En  ce 
qui  concerne  les  Gieichéuiacées,  il  est  parvenu  à  tirer  de 
semis  une  espèce,  le  Oleicbenia  diearpa  R.  Br.  D'autres  espèces 
il  ne  put  obtenir  de  bonnes  spores.  Mais,  à  en  juger  par 
cette  espace  unique,  il  tend  à  croire  que  la  reproduction  des 
Gleichenia  n'offrira  pas  plus  de  difficultés  que  celle  de  beau- 
coup d'autres  Fougères.  Relativement  aux  Gieichéuiacées , 
voici  ce  qu'il  dit:  „Les  spores  de  cette  famille  de  Fougères 
approchent  de  la  couleur  jaune  sou&e ,  ce  qui  les  rend  faciles 
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à  reconnaître,  mâme  sans  loupe,  La  difficulté  d'obtenir  de 
bonne  semence  s'explique  aisément  quand  on  a  l'occasion  de 
rechercher  des  spores  sur  des  exemplaires  de  Qleichenia  beaux 
et  vigoureux.  La  plupart  des  feuilles  ne  portent  que  des  spo- 
ranges vides  ou  sont  encore  trop  jeunes."  Ses  prothalles  de 
Gleichenia  mettaient,  de  leur  première  apparition  jusqu'à  la 
formation  de  la  première  feuille,  cinq  mois,  de  sorte  qu'un 
repiquage  répété  était  nécessaire.  „Les  prothalles  de  Gleichenia 
dicarpa  sont  presque  orbieulaires,  avec  un  diamètre  de  près 
de  3  mm.  et  une  échancrure  oordiforme,  qui  atteint  presque  le 
quart  du  diamètre.  Les  bords  sont  entiers  et  un  peu  relevés. 
La  couleur  est  vert  foncé.  Le  protballe  se  reconnaît  à  ses 
poils  radiculaires,  qui  deviennent  visibles  par  suite  du  redresse- 
ment des  bords.  Ces  poils  occupent  sur  la  face  inférieure,  au 
centre  du  protballe,  le  tiers  de  la  surface;  ils  sont  courts, 
de  même  longueur,  et  ont  une  couleur  brune,  &  éclat  mé- 
tallique." 

Voilà  ce  que  nous  apprend  M.  Mayer.  Quant  à  moi,  j'ai 
réussi  à  faire  germer  les  spores  de  différentes  espèces  du  genre 
Gleichenia,  et  à  amener  quelques-unes  d'entre  elles  à  l'état 
de  jeunes  plantes,  non  sans  avoir  éprouvé,  il  est  vrai,  nombre 
d'échecs  préalables.  Finalement,  toutefois,  j'ai  obtenu  des 
matériaux  en  quantité  suffisante  pour  pouvoir  suivre  et  dé- 
crire tout  le  développement  de  la  génération  sexuée  ches  ces 
plantes.  Avant  de  faire  connaître  les  résultats  auxquels  je 
suis  parvenu,  il  ne  sera  pas  déplacé,  me  semble-t-il,  de  donner 
quelques  détails  sur  l'historique  de  mes  cultures:  d'une  part, 
ils  mettront  en  lumière  le  mode  de  vie  de  ces  végétaux  in- 
téressants, mais  délicats;  d'autre  part,  mon  expérience  per- 
sonnelle aura  peut-être  quelque  utilité  pour  d'autres,  qui 
voudraient  s'occuper,  en  vue  de  recherches  scientifiques,  de 
la  culture  des  Gleichenia, 
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Histoire    de    mes  cultures. 

Stimulé  par  les  résultats  favorables  obtenus  au  jardin  bo- 
tanique d'Utrecht  dans  la  culture  des  Marattiacées ,  culture 
entreprise  sur  mes  conseils  par  M.  le  Dr.  H.  F.  Jonkman,  à 
cette  époque  assistant  pour  la  botanique  â  notre  université  '), 
j'essayai  de  &ire  germer  aussi  les  spores  de  différentes  espèces 
de  Qleichenia.  Dans  ces  essais,  M.  Jonkman  me  seconda  avec 
zèle  de  son  aide  très-appréciée.  Grâce  à  la  bonté  de  feu 
M.  J.  A.  WilUnk  Wz.,  de  Driebetgen,  j'avais  reçu  des  frondes 
vivantes  et  fructifères  de  Gletchenia  flabellata,  Gl.  hecistophylla 
et  Ql.  Mendelli.  Après  avoir  été  examinées  au  microscope, 
les  spores  de  ces  frondes  furent  semées ,  le  18  novembre  1876, 
sur  de  la  tourbe  qui  avait  été  bouillie  dans  l'eau  et  qui  était  con- 
tenue dans  de  petits  pots  neufs,  auxquels  la  même  opération 
avait  été  appliquée.  Recouverts  de  cloches  et  placés  dans  du 
sable  humide  et  de  l'eau,  ces  pots  furent  maintenus  à  une 
lumière  tempérée,  dans  une  atmosphère  saturée  de  vapeur 
d'eau  et  à  une  température  de  60°  à  70°  F.  Dans  ces  con- 
ditions, les  spores  des  deux  espèces  nommées  en  dernier 
lieu  germèrent  déjà  au  bout  de  15  jours  à  3  semaines;  celles 
du  Qleichenia  fi(^llata,  manifestement  plus  faibles,  levèrent 
plus  tard,  quelques-unes  au  bout  de  5  à  6  semaines  seulement, 
et  restèrent  aussi  en  arrière  des  deux  autres  dans  la  suite  de 
leur  développement.  Des  Gl.  hecistophylla  et  Mendelli,  au 
contraire,  les  prothalles  eurent  une  croissance  régulière,  et  en 
mare    1877  il  s'y  montra  des  anthéridies,  en  mai  des  arché- 


I)  Des  réaultaU  de  M.  Jonkman  j'ai  donné  un  aperçu  préliu 
l'Académie  des  sciences  d'Amsterdam,  dans  les  séances  du  25  Sept.  1875 
et  du  27  mai  1876  (voir  les  Procès- Verbaux  de  ces  séances).  Plus  tard, 
M.  Jonlcman  lui-même  a  exposé,  dans  la  Bolan.  Zeitung,  1878,  p.  129, 
une  partie  de  ses  recherches,  puis  il  a  fait  de  celles-ci  le  sujet  de  sa  thèse 
universitaire,  publiée  sous  le  titre  :  De  gesUiehlsgaieratie  der  Marattinceen, 
Ulpecht,  1879. 
Archives  Nékrlanuaises,  T.  XXIV.  11 
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gones.  Au  sujet  de  ces  cultures  j'ai  donné  quelques  détails 
dans  mes  commanications  préliminaires  à  l'Académie  des 
sciences  d'Amsterdam,  séances  du  27  janvier  et  du  30  juin  1877 
(Voir  les  Procès-Verbaux  de  ces  séances). 

Des  arch^ones  apparus,  quelques-uns  furent  fécondés,  et 
an  mois  de  septembre  1877  je  trouvai  quelques  exemplaires 
de  Qleiehenia  hecittopkylla  montrant  la  première  petite  feuille 
de  la  génération  suivante,  sous  la  forme  d'un  élargissement 
en  massue,  à  l'extrémité  d'un  pédicelle  de  4  à  5  mm.  de 
longueur.  Outre  ces  plantes ,  il  y  avait  encore  quelques  pro- 
thalles  sains  pourvus  d'anthéridies  et  d'arcbégones  ;  mais  la 
plupart  étaient  morts  dans  le  courant  de  l'été.  Les  prothalles 
vivants  furent  dépotés  en  octobre,  puis  une  seconde  fois  nn 
peu  plus  tard,  de  sorte  qu'au  mois  de  janvier  1878  il  restait 
encore  en  vie  quelques  individus,  qui  toutefois  finirent  égale- 
ment par  mourir.  Les  prothalles  de  Gleichema  flabellata  et  de 
61.  Mmdelli  avaient  déjà  péri  avant  la  an  de  1877. 

Peu  de  temps  après  ce  premier  semis,  j'eus  l'occasion  de 
constater  combien  est  grande  l'influence  de  l'état  des 
spores  sur  le  résultat  de  l'expérience.  Par  l'obligeante  entre- 
mise de  M.  W.  F.  Thiselton  Dyer,  j'avais  reçu  du  Jardin  de 
Kew  des  folioles  sporifères  de  01.  ftabellata  et  de  01.  diearpa, 
qui,  bien  que  salues  d'aspect,  avaient  été  un  peu  desséchées 
durant  le  transport.  De  ces  spores,  semées  le  10  décembre 
1876  avec  les  mêmes  soins  que  les  précédentes,  celles  de  Gl. 
flabellata  ne  germèrent  pas  du  tout ,  et  celles  de  Gl.  diearpa 
formèrent  trôs-lentement  quelques  prothalles,  qui,  après  quel- 
ques mois  d'une  vie  souffreteuse,  succombèrent  tous. 

Ainsi  donc,  bien  que  d'au  moins  une  espèce  de  Oleichenia 
quelques  individus  eussent  parcouru  la  première  génération 
tout  entière,  le  nombre  en  était  petit.  La  grande  majorité 
des  prothalles  s'étaient  mis  tôt  ou  tard  à  languir  et  n'avaient 
pu  résister  à  leurs  ennemis,  moisissures,  filaments  d'algues 
et  protonémas  de  mousses,  dont,  malgré  le  nettoyage  répété 
des  Qldckertia,  on  ne  parvenait  presque  pas  à  les  débarrasser. 
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n  semblait  donc  expédient,  pour  obtenir  à  différentes 
phases  de  développement  les  matériaux  d'étude  nécessaires, 
de  réitérer  fréquemment  les  semis,  avec  des  spores  aussi 
saines  que  possible.  Heureusement,  je  fus  largement  mis  en 
état  de  le  faire  par  la  libéralité  de  M.  J.  A.  Willink,  qui  me 
permit  de  récolter  les  spores  de  ses  plantes  vivantes,  chaque 
fois  que  celles-ci  en  fournissaient  l'occasion.  En  conséquence, 
le  20  octobre  1877,  un  nouveau  semis  eut  lieu  avec  les  spo- 
ranges des  &l.  flabellaia,  Mendelli  et  hecistophylla.  De  la  pre- 
mière de  ces  espèces  je  trouvai,  après  un  intervalle  de  dix 
jours  seulement,  nombre  de  spores  germées  dans  le  sporange 
encore  clos  ;  le  7  novembre  suivant,  plusieurs  spores  devenues 
libres  avaient  déjà  formé  des  prothalles  de  quatre  cellules  ou 
plus.  Mais  le  développement  ultérieur  de  ces  prothalles,  ainsi 
que  de  ceux  des  deux  autres  espèces,  marcha  mal.  Un© tar- 
dèrent pas  à  languir,  et  au  commencement  de  l'été  de  1878 
il  ne  restait  presque  plus  rien  de  ce  semis. 

Avec  le  Gleiehenia  rupestris,  aemé  le  20  novembre  1877,  les 
résultats  furent  plus  favorables.  Les  spores  de  cette  espèce, 
que  j'avais  reçues  alors  pour  la  première  fois ,  paraissent  être 
plus  vigoureuses  que  celles  des  autres  espèces.  A  l'origine, 
toutefois,  la  germination  marcha  encore  lentement  et  un  grand 
nombre  de  spores  moururent  dans  les  sporanges  non  ouverte. 
Un  examen  attentif  me  fit  voir  que  cela  tenait  principalement 
à  la  solidité  des  parois  des  sporanges  Ceux-ci  s'ouvraient 
difficilement  et  les  jeunes  prothalles,  à  peine  formés,  étouf- 
faient pour  ainsi  dire  dans  l'étroit  espace  où  ils  étaient  en- 
fermés. En  conséquence,  le  14  décembre,  les  sporanges  encore 
sains  furent  rempotés  après  avoir  été  ouverts  :  il  s'ensuivit 
bientôt  une  germination  copieuse,  de  sorte  que,  en  mars  1878, 
les  jeunes  prothalles  surabondante  durent  être  transplantés 
dans  d'autres  pote.  Ils  continuèrent  à  croître  avec  vigueur, 
furent  encore  rempotés  une  couple  de  fois  pendant  l'été,  et 
fournirent,  en  août  1878,  des  prothalles  complètement  déve- 
loppés avec  anthéridies,  archégones  et  jeunes  embryons,  puis, 
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en  novembre  1878,  quelques  jeuDes  plantes,  qui  furent  con- 
aervéea  dans  l'alcool,  pour  l'étude  ultérieure. 

Le  12  décembre  1877,  je  semai  de  nouveau  des  spores 
fraîchement  récoltées  de  Qleichenia  hecwtophylla  et  de  01.  ru- 
peBtria.  Cette  fois,  les  sporanges  furent  ouverte  avant  d'être 
confiés  à  la  terre,  et  les  spores  trouvèrent  donc  immédiate- 
ment abondance  d'espace  et  de  lumière.  Au  début,  ces  spores 
germèrent  rapidement  et  vigoureusement.  Le  2  janvier  1878, 
il  y  en  avait  déjà  un  assez  grand  nombre  en  plein  dêvelop- 
pement.  Un  peu  plus  tard,  celles  de  Gl.  hecistophylla,  forte- 
ment attaquées  par  des  algues  et  des  mousses,  commencèrent, 
malgré  des  nettoyages  répétés,  à  languir,  de  sorte  qu'on  n'en 
retira  pas  grand'chose.  Les  spores  de  Gl.  rupeahis,  saines  et 
robustes  d'aspect,  continuèrent  à  croître  convenablement  et 
formèrent  quantité  de  prothalles,  qui,  plus  d'une  fois  rempotés 
au  cours  de  l'été  suivant,  fournirent  en  partie  des  jeunes 
plantes,  lesquelles  toutefois  moururent  plus  tard,  après  avoir 
poussé  quelques  petites  feuilles.  Des  essais  de  germination 
ont  aussi  été  faits  au  printemps.  Le  15  avril  et  le  l"  mai  1878, 
je  semai,  avec  tous  les  soins  indiqués  et,  comme  toi^ours, 
après  examen  microscopique,  des  spores  :  la  première  fois, 
celles  de  61.  rupestrù  et  de  Gl.  hêciatophylla,  la  seconde  fois, 
celles  de  Gl.  flabellata  et  de  Gl.  rupestris.  Mais,  quoique  les 
spores  parussent  très  saines,  le  développement  s'opéra  moins 
bien  que  précédemment.  L'été,  comme  le  remarque  M.  May er 
dans  l'article  cité  plus  haut,  ne  semble  pas  y  convenir  spé- 
cialement. De  ces  cultures  je  n'obtins  que  quelques  faibles 
prothalles  de  Gl.  hecistophylla  et  de  Gl.  rnpesi/ris,  prothalles 
qui  moururent  au  bout  de  peu  de  temps. 

Dans  l'automne  de  cette  même  année,  deux  autres  semis 
eurent  encore  lieu.  Le  8  octobre  1878,  les  spores  d'un  pied 
de  Qleichenia  drdnata,  cultivé  au  jardin  botanique  d'Utrecht, 
furent  portées  directement  de  la  plante  sur  la  terre  :  le  6  no- 
vembre, ces  spores  étaient  en  parfaite  germination.  Le  16  no- 
vembre   1878,   je  reçus  de  M.  le  professeur  Reichenbach,  de 
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Hambourg,  des  feuilles  bien  yivantes et sporangifères  ôeaGl. 
heeiatopkylla,  {U^llata,  aernivestUa,  Spelunca,  rupestria  et  mtcro- 
phiflla.  Les  spores  de  ces  feuilles  étaient,  la  plupart,  en  bon 
état;  le  semis,  effectué  aussitôt  que  possible,  promettait  d'abord 
un  résultat  favorable,  mais  ânalement  il  n'aboutit,  lui  aussi,  qu'à 
la  production  de  petites  plantes  portant  une  couple  de  folioles. 
Enfin,  dans  l'été  de  1887,  la  reproduction  de  Gleichénia- 
cées  au  moyen  <le  spores  a  été  essayée  encore  une  fois.  Par 
l'amicale  intervention  de  M  Treub,  qui  voulut  bien  se  charger 
lui-même  du  transport,  j'avais  obtenu  du  jardin  de  Kew  des 
Sporanges  frais  de  Gleichmia  ftabellata,  de  Gî.  drnmata  var. 
microphylla  et  de  01.  diearpa.  Après  examen  microscopique 
de  l'état  des  spores,  celles-ci  furent  semées,  avec  les  précau- 
tions observées  lors  des  essais  précédents,  dans  de  la  tourbe 
récemment-  bouillie,  placée  dans  de  petits  pots  qui  avaient 
également  subi  l'action  préalable  de  l'eau  bouillante.  Les  pre- 
miers résultats  furent,  en  majeure  partie,  semblables  à  ceux 
des  expériences  antérieures.  Au  bout  de  six  semaines,  rien 
n'avait  levé  du  Gleichenia  fiabellata.  Les  spores  étaient  déco- 
lorées et  mortes.  La  reproduction  de  semis  est  très  difficile 
pour  cette  espèce,  surtout  parce  qu'on  a  tant  de  peine  à  en 
obtenir  les  spores  (les  seules  spores  bilatérales  que  j'aie  ren- 
contrées chez  les  Gleichéniacées ,  voir  plus  loin  p.  170)  dans 
l'état  de  plus  grande  aptitude  à  la  germination.  Dans  les 
sporanges,  elles  ne  sont  ordinairement  pas  encore  arrivées 
à  maturité  parfaite,  et  attend-on  plus  longtemps,  les  sporanges 
sont  «n  général  déjà  vides.  Pour  les  autres  espèces,  le  résultat 
fut  beaucoup  meilleur.  Après  six  à  sept  semaines,  j'avais  de 
chacune  d'elles  quantité  de  jeunes  prothalles,  les  uns  clavi- 
formes,  les  autres  cordiformes,  mais  encore  dépourvus  d'an- 
théridies.  Celles-ci,  toutefois,  se  montrèrent  peu  à  peu,  et  le 
14  octobre  1887,  doue  deux  mois  plus  tard,  il  y  avait  déjà, 
chez  les  deux  variétés  de  Gldcheaia  drcinata,  quelques  pro- 
thalles à  archégones,  qui  à  la  fin  de  l'année  fournirent  de 
jeunes  plantes  avec  racine  primaire,  pétiole  et  bourgeon.  Des 
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troifl  espèces  en  question,  les  cultures  restèrent,  après  plu- 
sieurs rempotages  et  de  fréquents  nettoyages,  aussi  en  vie 
pendant  l'année  1888,  de  sorte  que  maintenant  encore  j'ai 
de  chacune  d'elles  des  représentants,  aussi  bien  des  prothalles 
que  des  jeunes  plantes.  La  croissance  de  ces  dernières,  toute- 
fois, est  extrêmement  lente.  Les  individus  les  plus  développés, 
âgés  aujourd'hui  de  plus  de  18  mois,  ne  mesurent  que  3  à  4 
centimètres  de  hauteur  et  consistent  en  trois  ou  quatre  pe- 
tites feuilles,  dont  la  plus  grande  compte  15  à  18  folioles 
(ou  plutôt  pinnules),  tandis  que  les  racines  ne  dépassent 
guère  les  feuilles  en  longueur,  et  parfois  même  sont  encore 
plus  petites  que  celles-ci.  Il  est  évident,  même  en  tenant 
convenablement  compte  des  conditions  peu  favorables  dans 
lesquelles  vivent  ces  plantes  cultivées,  que  leur  croissance 
a  lieu  avec  une  remarquable  lenteur. 

On  voit,  par  ce  court  aperçu,  qu'il  n'y  a  pas  eu  défaut  de 
tentatives  répétées  et  que  beaucoup  de  persévérance  et  de 
patience  est  nécessaire  pour  la  culture  des  Gleichéniacées. 
Cette  besogne  prend  en  outre  un  temps  considérable,  car  les 
cultures  doivent  être  constamment  surveillées,  itérativement 
nettoyées  avec  soin  et  plusieurs  fois  rempotées,  ai  l'on  veut 
pouvoir  espérer  quelque  succès. 

Une  première  condition  est  toujours  que  les  spores  soient 
bien  saines,  d'un  jaune  vif,  gonâées,  à  grand  noyau  distinct 
et  à  conteim  dense.  Les  spores  incolores  ou  mal  développées 
doivent  être  invariablement  rejetées.  Dans  les  cas  exception- 
nels où  le  semis  de  pareilles  spores  a  été  essayé,  notre  pré- 
somption d'insuccès  s'est  vue  pleinement  confirmée.  D'autre 
part,  il  ne  faut  pas  oublier  que,  même  des  meilleures  spores, 
quelques-unes  germent  beaucoup  plus  tardivement  que  les 
autres.  Si  réussies  que  fassent  les  cultures,  j'y  trouvais,  à 
côté  de  prothalles  passablement  développés,  des  spores  ve- 
nant à  pleine  de  germer,  et  même  des  spores  encore  closes, 
bien  que  restées  saines. 
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Structure    des    spores. 

Les  apores  des  espèces  de  GleichenU  que  j'ai  examinées 
présentent  deux  formes  différentes.  Elles  sont  ou  bien  radi- 
aires  ou  bien  bUatérales,  pour  user  de  la  terminologie  de 
M.  Russow  (voir  plus  haut,  p.  160).  Les  aporei  rodùtires, aux- 
quelles appartiennent  celles  de  Qleiehmia  heeiaiophylla,  01. 
rupestrit,  01.  mieropkylla,  Gl.  wmî-vesfita,  01.  (n/rcmata,  OL 
SpehoMa,  01.  dicarpa,  sont  arrondies  en  boule  d'un  côté 
et  limitées  de  l'autre  par  trois  faces  sensiblement  planes,  de 
sorte  qu'elles  ont  à  peu  près  la  figure  d'une  pyramide  trian> 
gulaire  superposée  à  un  s^;ment  sphérique.  Pour  cette  raison, 
on  les  appelle  aussi  parfois  spores  sphéro-tetraédriques,  et 
leur  forme  s'explique,  comme  l'ont  déjà  indiqué  M.  Kny  {Die 
Entwictelung  der  Parkeriaeeen,  p.  7)  et  d'autres,  par  la  manière 
dont  elles  naissent  dans  le  sporange,  à  savoir,  par  quadripartition 
des  cellules  mères.  Chacune  des  trois  faces  accolées  à  une  face 
semblable  de  la  spore  sœur  est  peu  voûtée,  la  face  extérieure, 
au  contraire,  est  fortement  bombée  (Voir  PI.  IV,  fig.  1,  et  aussi 
les  fig.  1  et  2  de  la  Note  insérée,  comme  il  a  été  dit  p.  157, 
dans  les  Arek.  néerl.,  T.  XIV,  p.  347)  Lorsque  la  spore  repose  sur 
le  côté  sphérique,  les  trois  faces  en  question  ressortent  nette- 
ment, grâce  à  trois  côtes  assez  épaisses,  qui  se  réunissent  au 
sommet  de  la  pyramide  et  qui  marquent  les  places  où  la 
spore  s'ouvrira  lors  de  la  germination  (fig.  1  et  2).  Ces  côtes 
s'étendent  du  sommet  jusqu'à  l'éqnateur  de  la  spore. 

La  paroi  des  spores  est  iucolore  et  transparente,  et  elle  ne 
présente  à  l'extérieur  ni  verrucosités  ni  épaississements  ré- 
ticulés, comme  on  en  rencontre  si  fréquemmentsur  beaucoup 
d'autres  apores  de  Fougères,  Par  contre,  les  spores  soi^t  pour- 
vues extérieurement  de  trois  bandes  ou  poutres  assez  larges 
et  assez  épaisses,  qui  se  trouvent  à  peu  près  au  niveau  de 
l'équateut  de  la  spore,  entre  les  bases  des  côtes,  sana  toucher 
celles-ci.  Elles  forment  ainsi  autour  de  ces  côtes  un  triangle 
non  fermé    aux    angles.   A  l'origine,  il  np  fut  pas  facile  de 
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tirer  les  choses  au  clair  quant  à  ces  poutres,  parce  que  les 
apores  non  gerntêes  se  placent  généralement,  ou  bien  de  façon 
que  les  trois  cdtes  soient  dirigées  en  haut  (un  peu  oblique- 
ment, la  spore  reposant  sur  la  face  bombée  et  sur  l'une  des 
poutres),  ou  bien  (lorsque  la  spore  est  appliquée  par  l'une 
des  faces  planes)  de  façon  que  la  face  bombée  soit  tournée 
vers  l'observateur.  Dans  le  premier  cas,  les  poutres  ne  se 
voient  qu'indistinctement  ;  dans  le  second ,  elles  sont  cou- 
vertes par  le  contenu  opaque  de  la  spore.  C'est  seulement 
chez  des  spores  qui  avaient  germé  et  développé  des  prothalles 
de  deux  ou  trois  cellules  que  les  poutres  ressortirent  nette- 
ment dans  diflérentes  situations,  parce  que  la  position  de  la 
spore  était  déterminée  par  la  forme  du  prothalle,  et  qu'en 
outre ,  dans  beaucoup  de  cas ,  la  paroi  de  la  spore  pouvait 
être  observée  débarrassée  de  son  contenu  (Voir  les  fig,  4,6, 8, 
9,  10,  18,  ]9,  27.  28,  35).  Vues  d'en  haut,  les  poutres  se 
montraient  alors  très-réfringentes,  plus  épaisses  au  milieu 
qu'aux  bords,  parfois  faiblement  striées  en  travers,  et  amin- 
cies aux  deux  extrémités,  où  elles  se  confondent  avec  la 
paroi  externe  de  la  spore. 

En  ce  qui  concerne  les  spore»  bilatérales,  que  je  n'ai  ren- 
contrées jusqu'ici  que  chez  le  Gldch&nia  flabellata  (dans  ma 
communication  préliminaire,  Procès-verbal  de  la  séance  du  27 
janvier  1877  de  l'Acad.  d  se,  d'Amsterdam,  il  est  dit  par 
erreur  que  le  Gl.  diearpa  présente  également  des  spores  bila- 
térales; un  examen  plus  attentif  des  spores  de  cette  plante, 
recueillies  en  divers  heux,  m'a  montré  qu'elles  sont  toutes 
radiaires),  ces  spores  bilatérales  ont  ordinairement  la  forme 
de  petits  haricots  et  ne  possèdent  qu'une  seule  côte,  toujours 
située  au  côté  long,  concave.  Chez  ces  spores  aussi,  la  paroi 
est  incolore,  transparente  et  dépourvue  de  petites  verrues  ou 
d'éminences  réticulées:  mais,  de  part  et  d'autre  de  la  c6te> 
parallèlement  à  celle-ci  et  très  rapprochée  d'elle,  se  trouve 
une  poutre  unique  ;  ces  poutres  n'ont  pas  toute  la  longueur 
de  la  côte,  et  sont  erdinairement  moins  épaisses  et  moins  larges 
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que  leB  poutres  des  spores  radiairea,  ce  qui  les  rend  encore 
moins  faciles  à  observer  que  celles-ci,  sur  les  spores  non 
germées,  remplies  d'un  contenu  jaune  et  opaque  (Voir  Arck. 
Hé«rl.,  T.  XIV,  PI.  Vn,  fig,  14  et  15).  Ici  encore,  toutefois, 
les  deux  poutres  deviennent  très  distinctes  sur  les  valves 
ouvertes,  dès  que  la  germination  a  donné  naissance  à  un 
prothalle  d'une  couple  de  cellules  et  que,  par  suite,  la  paroi 
de  la  spore  a  pris  une  autre  position  {IHd.,  fig.  16  et  17). 
De  même,  les  poutres  sont  bien  visibles  sur  les  spores  inco- 
lores, non  mûres  ou  mortes,  sans  contenu  opaque. 

Quand  on  examine  des  coupes  de  spores  (qu'il  est  facile 
d'obtenir  en  immergeant  les  sporanges  encore  fermés  ou  les 
spores  elles-mêmes  dans  une  couche  de  gomme  additionnée 
d'un  peu  de  sucre  et  étendue  à  la  surface  d'un  liège,  et 
en  laissant  sécher  le  tout  pendant  quelques  jours,  après 
quoi  la  masse  est  tout  juste  assez  durcie  pour  qu'où  puisse 
eu  faire  des  coupes  minces),  on  distingue  dans  la  paroi 
différentes  couches,  tant  chez  les  spores  bilatérales  que  chez 
les  radiaires,  bien  que  chez  les  premières  l'épaisseur  de  la 
paroi  soit  en  général  plus  faible.  La  couche  externe,  que  M. 
TschistiakofF  {Ânn  d.  se.  itat.,  1874,  S^  Sér.  T.  XIX,  p.  227) 
appellerait  perisporium  est  relativement  mince.  On  n'y  distingue 
pas  de  structure  stratoïde.  Sous  cette  couche  est  situé  Y«xo- 
spoHum,  ordinairement  plus  épais,  là  surtout  où  se  trouvent 
les  poutres,  et  presque  toujours  composé  de  deux,  parfois  de 
trois  couches  différentes.  La  partie  la  plus  interne  de  la  paroi, 
Vendosporium,  est  généralement  assez  mince  (PI  IV,  fig.  11  et  12). 
Ces  différentes  couches  pariétales,  que  d'autres  auteurs  dis- 
tinguent seulement  en  exine  et  intine  (tels,  par  exemple: 
M.  Kny  chez  Osmunda,  dans  Pringsheira,  JaAr6./.  w.  B.,  VIIÏ, 
p.  2,  et  chez  Ceratopteris,  dans  son  Bkko.  d.  Parheriaceen,  p.  8  ; 
M.  Fischer  v.  Waldheim,  dans  Pringsheim,  Jaftrft.  IV,  p.  372), 
présentent  toutes  un  haut  degré  de  résistance.  La  réaction 
de  la  cellulose  n'a  pu  y  être  provoquée  par  aucun  moyen. 
Avec  une  forte  solution  de  potasse,  l'exospore  et  l'endospore 
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sont  colorées  en  jaune,  la  couleur  de  l'épispore  change  peu; 
aucuu  gonflement  ne  se  produit.  L'iode  colore  seulement,  en 
brun  jaunâtre,  les  deux  premières  de  ces  couches  ;  les 
poutres  restent  à  peu  près  incolores.  Le  réactif  de  Schultze, 
avec  ou  sans  traitement  préalable  par  la  potasse  ou  par  l'acide 
nitrique,  ne  donne  qu'une  coloration  jaune  brunâtre  et  un 
très  léger  gonflement.  Même  alors,  les  limites  des  couches 
restent  parfaitement  tranchées.  Il  en  est  de  même  avec  l'acide 
chroniique,  qui  ne  détermine  qu'une  coloration  jaune  foncé, 
sans  gonflement.  L'acide  sulfurique  concentré  fait  d'abord 
pâlir  ta  paroi,  qui,  sous  une  action  plus  prolongée,  devient 
brun  violet,  mais  en  conservant  parfaitement  nets  les  con- 
tours de  ses  couches  et  en  n'éprouvant  qu'un  faible  gonfle- 
ment; par  contre,  des  parois  fortement  épaissies  de  cellules 
annulaires  du  sporange,  qui  se  trouvaient  accidentellement 
mêlées  à  la  préparation,  furent  assez  promptement  détraitas, 
de  sorte  que  finalement,  dans  la  masse  noir  brunâtre  restante, 
leurs  formes  n'étaient  plus  à  reconnaître.  Le  traitement  des 
spores  par  la  teinture  d'iode  et,  après  évaporation  de  l'alcool, 
par  l'acide  sulfurique  concentré,  ne  fait  pas  apparaître  la 
réaction  de  la  cellulose.  Les  couches  de  la  paroi  se  colorent 
en  jaune  brunâtre,  surtout  l'exospore;  l'épispore,  môme 
alors,  ne  subit  qu'un  faible  changement  de  couleur.  L'iode 
est  absorbé  le  plus  par  le  contenu  de  la  spore,  surtout  par 
le  noyau,  qui,  soue  ces  influences,  devient  jaune  brunâtre. 
Le  contenu  de  la  spore,  dans  l'état  de  maturité,  mais  avaat 
la  germination,  est  jaune  d'or  foncé,  0[>aque,  fortement  ré- 
fringent, d'aspect  homogène  et  solide  dans  la  majeure  partie 
de  sa  masse,  avec  çà  et  là  quelques  globules,  qui  ont  toute 
l'apparence  de  globules  de  graisse  ou  de  gouttelettes  d'huile, 
et  ne  sont  que  peu  ou  point  colorés.  Immédiatement  au-des- 
sous du  point  de  Jonction  des  trois  côtes  chez  les  spores 
radiaires  (Arch.  rUeri,  T.  XIV,  PI.  VIII,  fig.  1  et  2),  et  au- 
dessous  du  milieu  de  la  côte  unique  chez  les  spores  bilaté- 
rales (Ibid.,  fig.  14  et  15),  on  voit  un  grand  noyau  nucléole. 
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rond,  peu  coloré,  qui  au  début  de  la  germination  change 
souvent  de  forme ,  devient  polyédrique  et  émet  des  tîls  plaa- 
matiqneB  ou  pe«udopodies. 

Lorsque  la  spore  ïmmei^ée  dans  l'eau  est  rompue  par  pres- 
sion, le  couteou  en  sort  sons  la  forme  de  grumeaux  irréguliers, 
jaunes,  très  réfringents  (non  biréfringents,  suivant  la  juste 
remarque  de  M.  Kny,  Parkeriaceen,  p,  8},  mêlés  de  petits  glo- 
bules incolores,  et  parfois  on  réussit  alors  à  observer  le  noyau  à 
l'état  de  liberté  dans  l'eau.  Les  globules  en  question  se  voient  fré- 
quemment aussi  comme  de  petits  corps  —  assez  gênants  pour 
l'observation  —  adhérents  à  la  surfece  externe  de  spores  intactes  ; 
c'est  ce  qui  a  lieu  lorsque,  dans  l'opération  de  l'ouverture  d'un 
sporange,  quelques  spores  ont  été  meurtries,  chose  difficile  à 
éviter.  Optiquement,  ces  globules  sont  tout  à  fait  semblables  à 
des  globules  de  graisse,  et  c'est  sous  ce  nom  qu'on  les  désigne 
Iiabituellement.  Pourtant,  leurs  réactions  chimiques  ne  sont 
pas  complètement  d'accord  avec  cette  assimilation.  Dans  la 
potasse  ils  jaunissent,  sans  se  dissoudre;  ils  ne  ne  dissolvent  ' 
pas  non  plus  dans  l'alcool;  dans  l'acide  sulfurique  ils  con- 
fluent en  boules  plus  grosses,  sans  perdre  leurs  contours  nets. 
Les  grumeaux  à  éclat  vif  sont  également  insolubles  dans  ta 
potasse,  raison  pour  laquelle  M.  Kny ,  chez  Ceratopteris  (Par- 
keriaceen,  p.  8),  ne  les  regarde  ni  comme  des  corps  protéini- 
ques,  ni  comme  de  l'amidon:  d'autres  auteurs  d'écrits  sur  les 
spores  des  Fougères  (à  l'exception  de  Fischer  von  Waldheim, 
dans  Pringsheim,  Jahrb.  f.  wiss.  Bot.,  IV,  p.  373)  glissent  sur 
ce  sujet  et  ne  disent  presque  rien  du  contenu  chimique  do 
la  spore.  Pourtant,  c'est  là  un  point  des  plus  importants,  et 
qui  mériterait  bien  une  étude  approfondie,  eu  égard  surtout 
aux  changements  considérables  que  ce  contenu  subit  lors  de 
la  germination.  S'il  était  possible  de  faire  s'opérer  cette  ger- 
mination sur  le  porte-objet  du  microscope  ou  dans  la  chambre 
humide,  sans  prolifération  de  filaments  mucédinéens,  on  aurait 
peut-être  ici,  vu  la  lenteur  du  processus,  l'occasion  favorable 
de   suivre   pas  à  pas  la  transmutation  du  contenu  et  la  for- 
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matioD  de  la  chlorophylle,  de  la  cellulose  et  de  l'amidon,  au 
moins  chez  les  spores  telles  que  celles  des  Gleichema,  où  le 
contenu  n'est  pas  rendu  opaque  par  des  verrues,  des  aiguil- 
lons ou  des  côtes  de  l'exine  ou  de  l'exospore.  Pour  en 
revenir  à  la  masse  brillante  et  fortement  réfringente  qui  rem- 
plit les  spores  de  Ol^henia,  celle-ci  est  bien  dûment  composée 
en  grande  partie  de  matières  protéiniques,  comme  on  lé  re- 
connaît en  traitant  par  le  réactif  de  Millon  les  spores  préala- 
blement meurtries  :  non  seulement  le  grand  noyau  cellulaire, 
mais  aussi  quantité  de  grumeaux  prennent  alors  une  couleur 
rouge  brique  {voir  Ari^  néerl.,  T.  XIV,  PI.  VIII,  fig.  8).  A 
côté  de  ces  grumeaux,  toutefois,  il  y  en  a  d'autres,  également 
très  réfringents,  que  le  réactif  de  Millon  ne  colore  pas,  et 
dont  je  n'ai  pu  découvrir  la  nature  chimique.  Quant  à  l'amidon, 
qui,  on  le  verra  tout  à  l'heure,  apparaît  très  peu  de  temps 
après  la  germination,  je  ne  l'ai  jamais  trouvé  dans  la  spore 
non  germêe. 

La  grandeur  des  spores  radiaires  diffère  peu  chez  les  dif- 
férentes espèces  de  Qleichenia  que  j'ai  examinées.  Celles  de 
(fl.  rupeatris  sont  les  plus  grosses  et  possèdent  aussi  les  parois 
les  plus  épaisses,  mais  chez  les  autres  la  différence  de  dimen- 
sion est  minime  ;  au  reste ,  même  par  l'ensemble  de  leurs 
caractères,  elles  ne  se  laissent  presque  pas  distinguer  les 
unes  des  autres.  Si  l'on  voulait  attribuer  à  l'aspect  extérieur 
des  spores  de  la  valeur  au  point  de  vue  de  la  distinction 
systématique,  la  plupart  des  soi-disant  espèces  de  Gleichenia 
devraient  être  ramenées  à  une  espèce  unique,  ou  tout  au 
plus  à  des  variétés  de  celle-ci.  Des  nombreuses  mesures  que 
j'ai  prises,  il  résulte  en  effet  que,  les  spores  étant  placées 
le  côté  sphérique  tourné  vers  le  haut,  leur  grandeur,  suivant 
les  deux  directions  perpendiculaires  a  et  6  {fig.  3),  est  ex- 
primée par  les  chiffres  suivants: 
Glekhenia  rupesbris.  .  .  a  :=:  0,053  mm,  b  ^  0,042  mm. 
heâslophylla  a  =  0,042  „  b  =  0,031  „ 
„         micropkylla  .  a  =r  0,047      „      6  =  0,040      , 
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Gleiehenia  semiveatita.    .  a  =:  0,042  mm,  fi  ^  0,035  mm. 
,  drcmaia     .  .  a  =  0,049      „      fi  =  0,040      „ 

dicarpa    .  .   .  a  =  0,047      ,      fi  =  0,035      , 

L'épaiaseur  de  la  paroi  varie,  en  des  pointe  différente  et  chez 
les  différentes  epores,  de  0,0011  à  0,0020  mm  ,  tandis  que  les 
poutres  elles-mêmes  ont  une  épaisseur  de  0,0035  à  0,0044  mm. 

Les  sporea  bilatérales  du  Olmichm4a  fiai>etlata,  au  contraire, 
sont  notablement  plus  petites.  Lorsqu'elles  sont  couchées  sur 
le  côté,  nous  trouvons  ici  o  =  0,035  et  6  =  0,020  mm. 
L'épaisseur  de  la  paroi  est  également  moindre,  et  tes  poutres 
ne  mesurent,  en  moyenne,  pas  plus  de  0,0022  mm.  en  eection. 

Si  L'ou  compare  ces  dimensions  avec  celles  que  M.  Kny 
{Parkeriaceen,  p.  7)  a  trouvées  pour  diflérentes  spores  de  Fou- 
gères, on  peut  dire  que  les  spores  radiaires  des  Qlm4ihenia 
ont  une  grandeur  moyenne.  Elles  sont  à  peu  près  de  même 
dimension  que  celles  de  Qymnogramme  sulphurea,  de  Asplenivm 
Nidus  et  de  Phegopteriê  Bubineisa,  et  plus  grandes  que  celles 
de  A^lenium  eaudaimn;  mais  elles  sont  dépassées  en  gran- 
deur par  celles  de  Ceratopteris  thalietroides,  de  Anemiia  kirla, 
de  Ceteraeh  offieinarum  et  de  Polypodium  Iffiorhizon.  Les  spores 
bilatérales  de  Gleiehenia  fiabellata,  au  contraire,  sont  petites, 
plus  petites  que  toutes  celles  qui  viennent  d'être  nommées. 


Germination    de   la  spore  et    développement 
du   prothalle. 

Lorsque  la  spore  saine  et  mûre  des  Gleiehenia  est  semée, 
à  une  température  convenable,  sur  la  terre  humide,  puis  main- 
tenue à  une  humidité  suffisante,  de  la  manière  qui  a  été 
décrite  plus  haut,  p.  163,  elle  présente  au  bout  de  peu  de 
jours,  comme  premiers  phénomènes  germinatifs,  de  remar- 
quables changements  intérieurs,  longtemps  avant  que  la  paroi 
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ne  s'ouvre.  Ces  phénomènes  s'observent  mieux  dans  le  genre 
Oleichenia  que  chez  d'autres  Fougères,  parce  que  la  paroi  de 
la  apore  y  est  parfaitement  transparente.  Extérieurement,  les 
spores  ne  paraissent  pas  changer  de  forme;  auBsi  bien,  leur 
paroi  solide  ne  semble  guère  susceptible  de  se  gonfler  dons 
l'eau,  comme  le  prouvent  déjà  les  réactions  indiquées  pins 
haut,  p.  171.  D'autant  plus  grands,  en  revanche,  sont  les  chan- 
gements du  contenu.  Celui-ci,  de  couleur  jaune  foncé  avant 
la  germination,  prend  peu  à  peu  une  teinte  légèrement  dif- 
férente ;  le  jaune  devient  un  peu  plus  pâle  et  il  s'y  mêle  une 
teinte  verdâtre.  Je  puis  renvoyer  ici,  comme  je  l'ai  déjà  fait 
p.  171  et  172,  aux  figures  2,  3,  14  et  15  de  ma  Note  anté- 
rieure, Arch.  néerl.,  T.  XIV,  PI.  VIII.  Les  grosses  boules  de 
graisse,  dont  la  spore  est  remplie  avant  la  germination,  pa- 
raissent se  diviser  en  une  multitude  de  globules  plus  petits,  de 
sorte  que  l'aspect  du  contenu  devient  moins  homogène,  plus 
finement  grenu.  Si  dans  ce  stade  on  fait  éclater  la  spore  piar 
une  douce  pression,  on  voit  se  répandre  dans  le  liquide 
ambiant  une  foule  de  petits  globules  incolores,  entre  lesquels 
se  trouvent,  en  nombre  plus  ou  moins  considérable,  des  cor- 
puscules verts,  extrêmement  menus,  le  plus  souvent  sphérî- 
ques.  Il  s'est  donc  déjà  formé  de  la  chlorophylle,  substance 
dont  aucune  trace  ne  s'apercevait  avant  la  germination.  Re- 
marquons, de  plus,  que  cette  chlorophylle  peut  naître  en 
présence  d'une  très  faible  quantité  de  lumière,  car  les  chan- 
gements en  question  s'opèrent,  comme  on  le  verra  tout  à 
l'heure,  même  quand  les  spores  mûres  se  trouvent  encore,  bous 
les  conditions  indiquées,  dans  le  sporange  non  ouvert.  Cette 
formation  précoce  de  chlorophylle  a  été  observée  également, 
par  M.  Kny  (Pringsheim,  Jahrb.  /.  w.  Bot.  VIII,  p.  3  et 
Parkffrmtxen,  p.  9),  lors  de  la  germination  des  spores  de  Ortminda 
regalù  et  de  Ceralaptens  thalidroides. 

Pendant  que  se  modifie  ainsi  la  couleur  du  contenu  de  la 
spore,  par  suite  de  transformations  chimiques  dans  le  contenu 
protoplasmatique,    on    voit   se    produire   aussi    un  important 


by  Google 


LA   OÊHÊRATION   8BXu£r   DES   GL&II^HÂItlACKBS.  177 

chang«meDt  dans  le  ooyau  cellalaire.  Ce  corps  ovoïde  perd 
Bea  contours  nets,  et  souvent  il  semble  peu  à  peu  disparaître 
complètement,  peut>être  à  cause  de  l'opacité  croissante  du 
contenu  de  la  cellule.  Lorsque  les  changements  du  noyau  se 
laissaient  suivre  quelque  temps,  ce  noyau  devenait  polyédrique, 
avec  prolongements  filiformes  ou  pseudopodies,  et  avec  plu- 
sieurs  petits  grains  au  centre  (voir  ma  Note  ci-dessus  citée, 
fig.  7).  Parfois,  quoique  rarement,  j'ai  observé  dans  le  noyau 
changé  deux  nucléoles,  et  plus  tard,  dans  ces  spores,  après 
contraction  du  contenu,  deux  noyaux,  dont  chacun  était  plus 
petit  que  le  noyau  primitif.  Souvent  aussi,  comme  nous  le 
verrons  plus  loin,  il  s'opère  déjà  une  segmentation  dans  la 
spore,  avant  que  celle-ci  ne  s'ouvre. 

Le  contenu  des  Sfwres  devient  maintenant  de  plus  en  plus 
verdfttre  et  finement  grenu  ;  les  globules  de  graisse  diminuent 
en  quantité.  Si,  dans  ce  stade,  les  spores  sont  traitées  par  le 
chlorure  de  zinc  iodé,  on  y  découvre  une  multitude  de  gra- 
nules d'amidon  extrêmement  petits,  en  forme  de  points  noir 
bleuâtre,  qui  se  trouvent  surtout  près  du  contour  de  la  spore 
(voir  ma  Note  précitée,  fig.  6).  Il  est  à  présumer  que  cet 
amidon  provient  de  la  transformation  des  globules  de  graisse, 
à  moins  qu'on  ne  veuille  admettre  qu'une  assimilation  au 
moyen  de  chlorophylle  ait  déjà  eu  lieu  dans  la  spore  en- 
core fermée. 

Vers  ce  temps,  c'est-à-dire  environ  2  à  3  semaines  après 
te  semis  des  spores,  commence  aussi  la  modification  dans  la 
paroi,  qui  rend  possible  le  développement  ultérieur.  Gradu- 
ellement, au  point  de  réunion  des  trois  côtes  des  spores 
radiaires,  les  sommets  des  trois  valves  s'écartent  un  peu  l'un 
de  l'autre  fma  Note  fig.  3,  4,  5),  et  la  même  chose  se  pro- 
duit au  milieu  de  la  côte  unique  chez  les  spores  bilatérales 
dn  Gleiehenia  ftabeîlata  (ibid.,  fig.  16);  dans  les  deux  cas, 
l'écartement  est  dû  à  ce  qne  la  paroi  rigide,  incapable  de 
s'êiendre,  ne  peut  embrasser  plus  longtemps  le  volume  crois- 
aant  du  contenu  et  s'ouvre  donc  aux  points  les  plus  faibles, 
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dès  l'origine  prédestinés  â  ce  rôle.  Ainsi  se  forment  denz 
ou  trois  valves,  qui  restent  unies  à  la  face  sphérique  de  la 
spore  et  par  suite  entre  elles,  et  qui  ne  s'étalent  davantage 
qu'au  fur  et  à  mesure  des  besoins  du  prothalle  en  croissance. 
Rarement,  comme  cas  anormal,  on  voit  chez  les  spores  ra- 
diaires  deux  côtes  rester  unies  enb'e  elles  et  une  seule  des 
valves  devenir  libre  (ma  Note,  fig.  3). 

La  paroi  sporique  ouverte  demeure  encore  longtemps  ad- 
hérente au  prothalle,  même  quand  celui-ci  a  déjà  formé  des 
organes  sexuels.  Cette  circonstance  est  souvent  de  grande 
utilité  dans  les  recherches,  en  ce  qu'elle  permet  de  recon- 
naître sûrement,  par  la  présence  des  poutres  décrites  ci-dessus 
(p.  169),  la  provenance  des  prothalles.  Dans  cet  état,  la  paroi 
ne  subit  d'ailleurs  aucun  changement:  elle  ne  participe  pas 
plus  â  l'accroissement  de  la  jeune  plante,  que  ne  le  fait  le 
tégument  de  la  graine  des  Phanérogames,  dont  celle-ci  se 
dépouille  peu  à  peu  lors  de  l'épanouissement  des  cotylédons. 
Nous  n'avons  donc  pas  à  nous  occuper  davantage  de  cette 
vieille  paroi,  mais  seulement  du  contenu  de  la  spore  en 
germination.  Ce  contenu  se  présente,  à  l'endroit  où  les  valves 
djvei^ent,  comme  une  papille  à  contours  nets,  qui  fait  saillie 
en  dehors  de  l'ouverture,  et  qui  souvent  est  abondamment 
pourvue  de  grains  de  chlorophylle  bien  conformés.  En  faisant 
agir  le  chlorure  de  zinc  iodé,  on  trouve  que  le  contenu  s'est 
entouré  d'une  paroi  cellulosique  très  distincte.  Cette  nouvelle 
paroi,  extrêmement  mince,  est  directement  appliquée  contre 
la  paroi  primitive  de  la  spore,  sauf  au  point  où  les  valves  s'écar- 
tent :  aussi,  chez  la  spore  vivante,  qui  vient  de  s'entr'ouvrir, 
on  ne  peut  la  reconnaître  que  sur  la  papille.  Mais,  lors  du 
traitement  par  le  susdit  réactif  de  Schultze,  outre  que  le  con- 
tenu se  contracte,  cette  nouvelle  paroi  est  aussi  détachée  de 
la  face  interne  de  la  paroi  sporique,  et  devient  visible  comme 
un  petit  sac  membraneux  excessivement  mince,  coloré  en 
bleu  clair  et  enveloppant  le  contenu  coloré  en  brun  (voir  ma 
Note,  fig.  10,  11,  12).  On  voit  que  cette  interprétation  diftèro 
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complètement  de  celle  qui  est  ordinairement  admise  par  rap- 
port à  la  germination  des  spores  de  Fougères  et  dans  laquelle 
la  paroi  de  la  première  cellule  du  prothalle  est  supposée  formée 
par  l'endospore  de  la  spore.  J'ai  toutefois  observé  les  divers 
détails  des  premiers  phénomènes  germinatifs,  tels  qu'ils  sont 
décrits  dans  ce  qui  précède  et  représentés  dans  les  fig.  10, 
U  et  12  citées,  chez  les  différentes  spores  des  Qteichenia,  à 
parois  entièrement  transparentes,  et  ensuite  j'ai  retrouvé  la 
même  chose  chez  d'autres  spores  de  Fougères,  dont  la  paroi 
permettait  de  distinguer  les  changements  survenus  dans  le 
contenu,  entre  autres  chez  les  grosses  spores  du  Ceratopteris 
llialiciroideB.  Aussi,  la  manière  dont  je  me  représente  la  mar- 
che générale  du  développement,  dans  le  premier  stade  du 
processus  germinatif  des  Fougères,  est-elle  la  suivante  :  „Ce  n'est 
pas  la  couche  interne  de  la  paroi  sporique  primitive,  couche  ha- 
bituellement nommée  intine  ou  endospore,  qui  devient  la  paroi 
delà  première  cellule  du  prothalle  ou  du  premier  rhizoïde;  mais, 
du  contenu  protoplasmatique  il  se  sépare,  avant  la  déhiscence  de 
la  apore,  une  nouvelle  paroi  cellulosique,  qui  par  suite  de  la 
turgescence  de  la  cellule  s'applique  étroitement  àla  paroi  interne 
de  la  spore.  La  formation  de  cette  membrane  cellulosique, 
aux  dépens  du  protoplasma,  a  lieu  de  la  manière  habituelle, 
telle  que  l'ont  décrite,  en  détail,  Hofmeiater,  Strasburger  et 
d'autres.  La  nouvelle  paroi  de  cellulose  grandit,  comme  d'or- 
dinaire, par  intussusception,  et  apparaît  au  dehors,  après 
Ift  déhiscence  de  la  spore,  comme  paroi  de  la  papille.  Ses 
dimensions  peuvent  ensuite,  dans  certains  cas,  encore  aug- 
menter considérablement,  ainsi  qu'on  le  voit  chez  Angiopteris 
et  Marattia  (Luerssen,  Mitth.  a.  d.  gea.  Bot.,  I.  330.  Jonkman, 
Bot.  Zeii,  1878,  p.  136),  où  la  première  cellule  du  prothalle 
8uq)asse  5  à  10  fois,  en  grosseur,  le  contenu  de  ta  spore. 

La  description  du  processus  germinatif  des  spores  de  Fou- 
gères, telle  que  la  résument  les  lignes  précédentes,  a  déjà  été 
donnée  par  moi  en  1879,  dans  la  Bot.  Zdtui^,  T.  XXXVII,  1879, 
p.  441    et  suiv.)  ainsi  que,  un  peu  plus  détaillée  et  accoiu- 
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pa^ée  de  figures,  dans  les  Veralagm  en  ineded.  d.  Kon.  Ahad. 
van  Wd.,  2^»  Reeks  (T.  XIV,  p.  320)  et  dans  les  Arek.  néerl. 
(T.  XIV,  p.  347).  Dans  ces  communications,  j'ai  amplement 
exposé  les  raisons  sur  lesquelles  se  fondait  ma  manière  de 
voir,  et  j'ai  aussi  admis  la  même  marclie  de  développement 
pour  la  germination  d'autres  sporea  de  Fougères,  en  mon- 
trant que  les  descriptions  faites  de  celle-ci,  par  divei-s  obser- 
vateurs, s'accordaient  parfaitement  avec  mes  vues. 

Pour  la  justification  de  ces  vues,  accueillies  avec  empresse- 
ment deux  années  plus  tard  par  M.  Sadebeck,  dans  son  grand 
mémoire  sur  les  Cryptogames  vasculaires  (Schenk,  Han^meh 
der  Botanik  1881,  T.  I,  p.  235  et  suiv.),  je  pourrais  donc 
renvoyer  aux  articles  qui  viennent  d'être  cités,  si  ce  n'était 
que  des  objections  postérieures  m'imposent  l'obligation  d'ap- 
porter ici  de  nouveaux  aliments  à  l'appui  de  mon  opinion. 

En  1884,  en  effet,  M.  Leitgeb,  récemment  enlevé  à  la 
science,  a  publié  un  petit  ouvrage  {Ueber  Bau  und  Entwiek- 
lung  der  Sporenhaute  und  deren  VerftaUen  bei  der  Keimung, 
Gràz,  1884)  où  il  décrivait  d'une  manière  très  détaillée  la 
structure,  la  formation  et  les  changements  des  parois  de  la 
spore  chez  les  Hépatiques  et  les  Mousses;  il  y  faisait  con- 
naître en  outre,  au  sujet  des  phénomènes  analogues  chez  les 
Cryptogames  vasculaires,  différentes  particularités  inconcilia- 
bles avec  mes  idées,  déduites  de  l'étude  des  Gleicheniacées, 
sur  l'origine  de  la  paroi  de  la  première  cellule  du  prothalle 
ou  du  rhizoïde  des  Cryptogames.  Aussi  l'auteur  concluait-il 
(/,  c,  p.  102)  que  la  paroi  du  tube  germinatif  est  la  conti- 
nuation directe  de  l'intine  existant  déjà  dans  la  spore  mûre  : 
en  d'autres  termes,  qu'il  ne  se  forme  pas  de  paroi  germioa- 
tive  propre. 

M,  Leitgeb  part  du  fait,  reconnu  aussi  par  moi  antérieure- 
ment, que  dans  les  spores  mûres  de  différentes  Cryptogames 
la  structure  et  la  composition  chimique  de  la  paroi  ne  sont 
pas  les  mêmes.  Chez  quelques-unes  (telles  que  Osmuitdti.  Ce- 
ratopteria,  GJeichenia),  on  ne  rencontre  qu'une  exine  différenciée 
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en  plusieurs  couches  et  cuticulariBée,  mais  pas  d'intine  à 
réaction  cellulosique;  chez  d'autres  (par  exemple,  chez  beau- 
coup de  Polypodiacéea),  après  l'exine  il  se  forme  une  intine, 
composée  de  cellulose  ;  enân,  dans  un  troisième  groupe  (Equi- 
sétacées,  Marailia,  Marrattia),  autour  des  deux  parois  qui 
viennent  d'être  nommées,  ou  trouve  encore  une  troisième 
membrane,  la  périspore  ou  épispore,  appelée  périnium  par 
M.  Strasbnrger. 

Que  dans  le  premier  cas  aucun  doute  ne  peut  subsister 
quant  à  la  formation  d'une  nouvelle  paroi  de  cellulose,  lors 
de  la  germination,  M.  Iieitgeb  {l.  c,  p.  SB)  l'accorde  pleinement. 
Son  objection  ne  concerne  donc  que  les  deux  autres  cas,  où 
la  spore  possède  déjà,  avant  l'apparition  des  phénomènes 
germinatifs  extérieurs,  une  intine  bleuissant  au  contact  du 
chlorure  de  zinc  iodé.  Il  pense  que,  vu  l'extrême  ténuité  de 
l'intine,  des  couches  éventuelles  ne  pourraient  que  très  rare- 
ment y  être  aperçues,  tandis  qu'il  serait  tout  aussi  malaisé, 
dans  le  cas  peu  probable  où  l'ancienne  paroi  cellulosique  se 
déchirerait  nettement  pour  livrer  passage  à  la  membrane 
nouvelle,  d'observer  l'endroit  de  cette  déchirure  sur  des  coupes 
faites  à  travers  les  spores  germées.  EnSn,  la  preuve  du  fait 
serait  encore  beaucoup  plus  difficile  à  fournir,  si  (comme  il 
est  infiniment  plus  probable  d'après  toutes  les  analogies)  le 
déchirement  final  de  l'intine  primaire  était  précédé  d'une 
distension  plus  ou  moins  forte.  Par  contre,  la  membrane  nou- 
velle se  laisserait  découvrir  beaucoup  plus  facilement  dans 
les  cas  où,  après  la  formation  du  tube  germinatif,  la  paroi 
externe  de  la  spore  se  détache  sans  peine  et  peut  même  être 
enlevée  en  roulant  la  spore  sous  le  couvre-objet.  Or,  aucune 
recherche  n'ayant  eu  lieu  dans  cette  direction,  M.  Leitgeb 
tient  mon  hypothèse  pour  non  démontrée. 

Ce  qu'on  m'oppose,  ee  ne  sont  pas,  on  le  voit,  des  faits 
contraires  â  mon  opinion,  mais  des  difficultés,  ou  plutôt  des 
présomptions  que  la  chose  serait  difficile  à  constater.  Je  re- 
connais volontiers  que ,  là  où  deux  minces  parois  de  cellulose 
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sont  étroitement  accolées,  il  est  soavent  malaisé  de  les  dis- 
tinguer l'une  de  l'autre;  cette  circonstance,  toutefois,  ainsi 
qu'il  a  déjà  été  dit  dans  ma  première  Note,  ne  saurait  in- 
firmer mes  observations  faites  sur  des  préparations  favorables. 
Leitgeb  essaie  bien  de  montrer,  par  la  description  détaillée 
de  la  germination  de  certaines  Hépatiques,  que  lors  <le  cette 
germination  il  ne  se  forme  pas  de  nouvelle  paroi  ;  mais  il 
est  pourtant  arrêté,  chez  Corginia  i.  c,  p.  100),parun  phénn- 
mène  s'adaptant  si  parfaitement  à  mes  vues  que,  —  lui-même 
ne  peut  s'empêcher  de  le  dire,  —  si  l'on  veut  concevoir  cettfl 
lamelle  interne  de  l'intine  comme  une  membrane  propre,  for- 
mée au  moment  de  la  germination,  on  a  ici  un  cas  réellement 
d'accord  avec  mon  opinion.  Il  préfère  néanmoins,  —  peut- 
être  parce  qu'il  est  difficile,  même  avec  la  plus  parfaite  bonne 
foi ,  de  renoncer  à  une  idée  préconçue,  —  donner  de  ce  cas 
une  interprétation  di£Eérente  ;  ce  qui  l'y  porte,  c'est  que  par- 
fois, mais  non  toujours,  il  a  rencontré  cette  membrane  cel- 
lulosique interne  chez  des  spores  n'ayant  pas  encore  germé. 
Or,  en  cela  précisément,  je  me  crois  autorisé  à  voir  une 
confirmation  de  mes  Idées. 

Outre  les  preuves  tirées  de  mon  étude  des  spores  de  Glei- 
chenia,  et  l'interprétation  des  observations  faites  par  différents 
botanistes  sur  d'autres  spores  de  Cryptogames,  preuves  et 
interprétation  déjà  mentionnées  dans  ma  Note  antérieure  et 
qu'il  est  donc  inutile  de  reproduire,  je  présenterai  encore,  à 
ce  sujet,  les  remarques  suivantes. 

Par  la  formation  des  spores  une  petite  partie  de  la  plante 
est  individualisée  et  destinée,  sous  des  conditions  favorables 
et  dans  un  délai  plus  ou  moins  long,  à  reproduire  cette 
plante.  A  cet  effet,  le  protoplasraa  vivant  (ou,  si  l'on  veut,  la 
jeune  cellule)  s'enveloppe  d'une  membrane  protectrice,  d'abord 
constituée  par  de  la  cellulose,  mais  bientôt  cutieularisée  en 
totalité  ou  en  partie,  membrane  appelée  exine  et  qui,  en 
beaucoup  de  cas,  s'entoure  encore  d'un  périnium,  souvent  de 
couleur  foncée.  A  l'intérieur  de  ce  tégument,  abri  contre  les 
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influences  nuisibles,  se  concentre  alors  la  vie  de  la  spore. 
Pendant  quelque  temps,  de  durée  variable  chez  des  espèces 
différentes,  cette  vie  reste  latente,  c'est-à-dire  que  pendant 
quelque  temps  nous  ne  voyons  aucun  chaugement  exté- 
rieur survenir  à  la  spore  mûre.  Néanmoins,  les  fonctions 
vitales  ne  sont  pas  entièrement  arrêtées.  C'est  un  fait  aujourd'- 
hui bien  connu  que,  chez  les  plantes  en  général,  tant  supé- 
rieures qu'infiËrieures,  il  n'existe  .pas,  même  en  hiver,  de  repos 
absolu.  Encore  que  le  changement  éprouvé  soit  faible  en 
comparaison  du  développement  énei^que  déterminé  par  la 
chaleur  croissante  du  printemps,  si  faible  que  parfois  il 
échappe  à  l'observation,  on  ne  peut  plus  nier  que  les  graines, 
les  bourgeons  et  les  bulbes  ne  soient  le  siège,  même  pendant 
la  période  dite  de  repos,  de  processus  vitaux  chimiques,  à  ta 
suite  desquels  ils  sont  devenus  autres  au  printemps  qu'ils 
n'étaient  à  l'automne.  Il  en  est  de  même  pour  les  spores  des 
Cryptogames  ;  mais  en  général  leurs  changements,  fussent-ils 
d'ailleurs  visibles,  ne  se  laissent  pas  observer,  à  cause  'de 
l'épaisseur  et  de  l'opacité  de  la  paroi.  Dans  quelques  cas 
seulement,  où  cette  paroi  est  transparente,  comme  chez  Glei- 
chenia  et  Osmunda,  on  peut  constater  des  modifications  dans 
le  contenu  et  reconnaître  qu'elles  ne  sont  pas  médiocres. 

Un  des  premiers  changements  est  la  formation  d'une  paroi 
de  cellulose  à  l'intérieur  de  la  paroi  existante,  formation  qui 
en  certains  cas  est  accompagnée  ou  bientôt  suivie  de  division 
cellulaire  dans  la  spore,  tandis  que  dans  d'autres  cas  elle  en 
est  indépendante.  Il  n'y  a  aucun  doute  quel'intine,  ou  paroi 
cellulosique  interne,  là  où  elle  se  rencontre,  ne  soit  formée 
beaucoup  plus  tard  que  l'exine  et  le  périnium.  Tous  les 
auteurs  récents  s'accordent  à  ce  sujet,  et  M.  Leitgeb,  dans 
sou  opuscule,  mentionne  à.  cet  égard  des  particularités  inté- 
ressantes. C'est  ainsi  que,  chez  Sphaeroearpus  terreatris,  il  vit 
(p.  21),  après  développement  complet  de  l'exine  et  du  péri- 
nium, apparaître  l'intine  comme  une  membrane  appliquée 
aux  inégalités  de  l'exine,  mais  lisse  en  dedans,  et  qui  jusqu'à 
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la  germination  n'éprouva  pas  de  changement  ultérieur.  En 
même  temps  que  l'intine  devenait  visible,  les  noyaux  avaient 
changé  de  place  et  s'étaient  portés  de  la  périphérie  aux  an- 
gles internes  des  spores.  La  formation  de  cette  membrane 
doit  donc  indubitablement  être  considérée  comme  une  des 
premières  manifestations  vitales  de  la  spore.  Elle  cadre  par- 
faitement avec  ma  manière  de  voir,  à  condition  de  ne  pas 
oublier  que  la  germination  commence  déjà  avant  qu'on  voie 
apparaître  an  dehors  la  cellule  du  prothalle  et  celle  du  rhi- 
zoïde.  Rappelons  aussi  le  cas  cité  plus  haut  (décrit  par  Leitgeb, 
l.  c,  p.  100)  du  Gorsinia  marehantUndes. 

Après  tout  ce  qui  précède,  je  ne  puis  donc  concéder  à  M. 
Leitgeb  que  lors  de  la  germinatiop  il  ne  se  formerait  pas  de 
paroi  germinative  propre  ;  les  divers  exemples  qu'il  rapporte 
et  les  divers  degrés  de  développement  qu'il  décrit  me  sem- 
blent se  concilier  parfaitement  avec  mon  opinion,  si  l'on  a 
égard  aux  grandes  différences  qui,  chez  des  spores  difiEërentes, 
peuvent  exister  quant  au  moment  de  cuticularisation  de 
l'exine  et  de  naissance  de  l'intine,  ou  quant  à  l'épaisseur  de 
celle-ci,  et  si  l'on  tient  compte  de  l'activité  plus  ou  moins 
grande,  de  la  marche  plus  ou  moins  rapide  du  processus 
germinatif,  dont  le  début  se  dérobe  souvent  à  l'observa- 
tion. Voici  donc  comment  je  me  figure  le  cours  du  phé- 
nomène :  Lors  du  développement  de  la  spore  il  se  forme  une 
exine,  d'abord  composée  de  cellulose,  plus  lard  divisée  en 
plusieurs  couches  par  différenciation  ou  par  apposition,  cuti- 
cularisée  en  tout  ou  en  partie,  et  entourée  ou  non  d'un 
périnium.  Lorsque  l'extérieur  seul  de  l'exine  est  modifié  chi- 
miquement, la  couche  interne,  qui  se  colore  en  bleu  sous 
l'action  du  chlorure  de  zinc  iodé,  est  appelée  intine.  A  nn 
moment  variable,  parfois  longtemps  avant  l'apparition  des 
phénomènes  germinatifs  extérieurs,  le  protoplasraa  de  la  spore 
donne  naissance,  comme  première  manifestation  vitale,  à  une 
nouvelle  membrane  cellulosique  extrêmement  mince,  qui  peut 
s'accroitre  par  intussusception  et  qui,  lorsque  la  cellule  rhi- 
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zoïdienne  se  montre  au  dehors,  continue  à  envelopper  celle-ci, 
sous  forme  de  tube  germinatif.  Tant  que  la  spore  n'est  pas 
encore  ouverte,  cette  nouvelle  membrane  s'applique  intime- 
ment, de  tous  les  côtés,  à  la  fiace  interne  de  l'exine  ou, 
respectivement,  de  l'intine.  De  cette  dernière  il  est  alors 
souvent  impossible  de  la  distinguer  comme  couche  particulière. 
Après  la  rupture  de  la  spore,  cette  distinction  n'est  possible 
que  ai  la  nouvelle  membrane,  aussi  bien  que  l'intine,  a  une 
certaine  épaisseur,  comme  chez  Corainia,  par  exemple.  N'eat-il 
donc  p&s  probable  qu'en  beaucoup  de  cas,  où  un  examen 
superficiel  ferait  croire  que  la  partie  interne  non  cuticularisée 
de  la  paroi  sporique  primitive  entoure  la  première  cellule  du 
prothalle  et  du  rhizoïde,  cette  enveloppe  représente  en  réalité 
une  paroi  propre,  née  du  plasma  de  la  spore  en  germination  ? 
Sans  doute,  ce  n'est  là  qu'une  présomption  ;  mais,  d'après 
toutes  les  considérations  ci-dessus  exposées,  je  la  juge  plus 
acceptable  que  l'hypothèse  suivant  laquelle  la  paroi  sporique 
primitive  se  rajeunirait,  en  quelque  sorte,  pour  se  transformer 
en  la  membrane  délicate  de  la  cellule  germinative. 

Revenons  aux  spores  de  Gleichenia,  arrivées  au  stade  ger- 
minatif, décrit  plus  haut,  où  la  jeune  plante  apparaît  comme 
une  papille  perçant  la  paroi  sporique,  A  ce  moment,  une 
division  cellulaire  a  généralement  déjà  eu  lieu  dans  le  con- 
tenu de  la  spore.  En  traitant  celle-ci  par  le  réactif  de  Schultze, 
on  voit  que  le  contenu  protoplasmique  contracté  est  partagé 
en  deux  ;  les  deux  parties,  parfois  pourvues  chacune  d'un 
noyau,  sont  séparées  par  une  paroi  de  cellulose,  perpendicu- 
laire à  l'axe  d'accroissement  ultérieur.  (Voir  ma  note  déjà  citée, 
fig,  10  et  13).  Dans  quelques  cas  favorables,  cette  paroi  de 
segmentation  est  même  visible  sans  intervention  du  chlorure 
de  zinc  iodé;  après  l'emploi  de  ce  réactif,  toutefois,  elle  se 
montre  distinctement  comme  une  mince  raie  bleue,  qui  aux 
deux  extrémités  se  rattache  à  la  paroi  cellulosique  nouvel- 
lement   formée,    l'endospore    des    auteurs    antérieurs.    Une 
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pareille  division  cellalaire,  opérée  à  l'intérieur  de  la  spore, 
n'a  d'ailleurs  rien  d'inattendu.  M.  Kny  l'a  déjà  décrite  pour 
Ceratopteria  (Die  Parkeriaceen,  p.  9,  Pi.  I,  fig.  3),  M.  Prantl 
pour  TriehoToanea  et  Hymenophyllum  {Die  HymenophylUKeen , 
p.  41),  et  chez  Osmiopiem  j'aj  vérifié  les  assertions  de  M,  Kny. 
Des  deux  cellules  ainsi  formées,  l'une  devient  la  cellule  initiale 
du  prothalle,  l'autre  le  premier  rhizoïde  ;  chacune  d'elles  a 
son  mode  de  développement  propre,  comme  on  va  le  voir  au 
Chapitre  suivant. 


Développement  du  prothalle. 

Lorsque  la  première  cellule  à  chlorophylle  et  le  premier 
poil  radiculaire  sont  apparus  au  dehors  de  la  spore,  le  prothalle 
se  développe  d'abord  avec  une  rapidité  assez  grande,  quoique 
sensiblement  inégale  dans  des  circonstances  différentes.  En 
général,  la  cellule  à  chlorophylle  croît  plus  rapidement  que 
le  poil  radiculaire  et  forme,  par  quelques  divisions  successives, 
perpendiculaires  à  l'axe  de  raccroissement,  un  filament  de 
4  ou  5,  parfois  de  10  à  12  cellules;  dans  la  dernière  de 
celles-ci  il  se  produit  alors  des  divisions  dans  dés  directions 
diverses,  qui  peu  à  peu  donnent  naissance  soit  â  un  prothalle 
plat  ou  en  massue,  soit  à  des  ramifications.  En  même  temps, 
on  voit  que  le  premier  poil  radiculaire  n'a  ordinairement 
qu'un  accroissement  médiocre  et  est  bientôt  dépassé  en  longueur 
par  un  second  poil  radiculaire  et  par  les  suivante,  qui  naissent 
de  protubérances  se  formant  sur  la  seconde  ou  la  troisième 
cellule  du  prothalle  et  sur  des  cellules  situées  plus  haut. 
Chacune  de  ces  protubérances  se  développe  bientôt,  après 
avoir  été  séparée  par  une  cloison  de  la  cellule  correspondante 
du  prothalle,  en  un  tube  de  couleur  brunâtre,  qui  est  10 
à  20  fois  plus  long  que  la^e.  De  pareils  prothalles,  jeunes  et 
normaux,  se  trouvent  représentés,  par  exemple, 
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pour  Gleiehenia  flabellaia       dans  les  fig.  15  et  16, 
B  ,  mpesiris  „      la     ,     10, 

,  „  hedstophylla    „      lès    „     26 —  30. 

Toutefois,  même  chez  ces  prothalles  en  grande  partie  nor- 
maux, les  petites  déviations  ne  manquent  pas.  Des  deux 
exemplaires  cités  de  G.  fiabellata,  l'un  (fig.  15),  quoique  ayant 
déjà  un  filament  de  cinq  cellules  et  une  extrémité  claviforme 
de  quatre  cellules,  ne  montre  encore  qu'un  seul  poil  radiculaire, 
relativement  court;  l'autre  (fig.  16),  au  contraire,  est  encore 
entièrement  filamenteux,  mais  possède,  en  outre  du  rhizoïde 
primaire,  un  poil  radiculaire  déjà  développé,  iseu  de  la  troisième 
cellule  du  prothalle,  et  un  poil  radiculaire  jeune,  issu  de  la 
quatrième  cellule. 

De  même,  on  trouve  chez  Gleiehenia  mpestri»,  dans  la  fig. 
10,  un  prothalle  de  quatre  cellules,  avec  le  poil  radiculaire 
implanté  sur  la  seconde  de  ces  cellules;  tandis  qu'il  y  aurait 
aussi  beaucoup  d'exemples  à  donner  d'un  prothalle  filamenteux 
de  cinq  cellules,  avec  un  poil  radiculaire  unique  formé  dès 
la  première  division.  Lea  figures  18,  19  et  20  nous  montrent 
quelques  proembryons  un  peu  plus  âgés,  chez  lesquels,  aprèç 
la  formation  d'un  dlament  de  4  ou  6  cellules,  les  divisions 
ont  déjà  eu  lieu  dans  d'autres  directions,  et  qui  fournissent 
des  exemples  de  rhizoïdes  issus  plus  haut  et  néanmoins  plus 
longs  qoe  le  premier  poil  radiculaire.  Dans  la  fig.  19,  deux 
poils  radiculaires,  de  longueur  à  peu  près  égale,  naissent 
directement  du  contenu  de  la  spore.  Quelque  chose  d'analogue 
se  voit  aussi  dans  la  fig.  30.  Des  divisions  cellulaires  du  con- 
tenu de  la  spore  sont  provenus  deux  rhizoïdes  équivalents, 
dont  il  est  difficile  de  décider  lequel  est  le  primaire;  mais 
tous  les  deux  restent  courts,  et  de  la  seconde  cellule  du 
prothalle  (la  première  qui,  dans  la  figure,  apparaît  au  dehors 
de  la  spore)  est  déjà  né  un  troisième  rhizoïde,  que  la  figure 
représente  seulement  en  partie.  Viennent  ensuite  deux  cellules 
un  peu  allongées,  qui  forment  le  filament,  après  quoi  com- 
mence, dans  la  quatrième  cellule  du  prothalle,  la  première 
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division  dans  une  direction  différente.  De  ce  dernier  phé- 
nomène (sur  lequel  nous  reviendrons  tout  â  l'heure)  les 
prothalles  de  (f.  hedatophylla  {fig.  26,  27  et  29),  du  reste 
normaux,  nous  donnent  des  exemples  dès  la  troisième  cellule. 

Toutes  ces  différences,  cependant,  sont  insignifiantes  en 
regard  des  modifications  considérables  présentées  par  d'autres 
prothalles.  Compare-t-on  en  effet,  avec  les  formes  qui  vien- 
nent d'être  décrites,  les  jeunes  plantes  fig.  31  et  32  de  G. 
Iiedatophylla,  fig,  37  et  38  de  G.  rupestris  et  fig.  36  de  G.  dicorpo, 
toutes  dessinées  sur  le  vivant,  on  aurait  de  la  peine  à  croire 
qu'elles  proviennent  de  la  même  espèce,  si  les  valves  de  la 
spore,  attachées  aux  prothalles  et  pourvues  des  poutres  carac- 
téristiques, ne  levaient  tous  les  doutes. 

Toutes  ces  formes  aberrantes  me  semblent  pouvoir  être 
ramenées  à  deux  types,  celui  du  prothalle  épaissi  en  corps 
et  celui  d'une  série  de  filaments  d'égale  valeur  ;  l'un  et  l'autre 
types  seraient  dus  au  défaut,  dès  le  début  de  la  germination, 
de  parallélisme  dans  les  divisions  cellulaires,  ou,  si  l'on  pré- 
fère, à  une  modification,  se  produisant  aussitôt  la  germination 
commencée,  dans  la  direction  des  nouvelles  parois  de  seg- 
mentation: modification  qui  dans  l'un  des  deux  cas  se  répé- 
terait indéfiniment,  tandis  que  dans  l'autre  elle  serait  de 
courte  durée.  Ainsi,  par  exemple,  le  prothalle  représenté  dans 
la  fig,  36  a  probablement  été  formé  de  la  manière  suivante. 
D'abord,  le  contenu  de  la  spore  s'est  divisé  de  la  façon  ordi- 
naire par  une  cloison  transversale  aa,  ce  qui  a  donné 
naissance  à  la  première  cellule  du  prothalle  et  au  rudiment 
du  premier  rhizoïde.  Mais,  au  lieu  de  croître  en  longueur  et 
de  former  un  tube  en  se  segmentant  par  un  certain  nombre 
de  cloisons  parallèles  à  ao,  le  rhizoïde  s'allongeant  simplement 
comme  à  l'ordinaire,  ces  deux  cellules  du  prothalle  se  déve- 
loppèrent plus  uniformément  dans  toutes  les  directions  et  se 
divisèrent  d'abord  chacune  en  deux  cellules  par  des  cloisons 
66  et  i'6',  perpendiculaires  à  la  cloison  de  segmentation  précé- 
dente.   Des  cellules-quadrants  ainsi  obtenues,  l'une  deviût  le 
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premier  rhizoïde;  des  autres,  les  deux  Bopérieuresae  divisèrent 
par  des  cloisons  ce  et  c'c',  dont  la  première,  dirigée  confor- 
mément an  principe  dit  de  la  section  rectangulaire  (Sachs), 
forma  la  cellule  eeb,  qui  peut  être  considérée  comme  la 
cellule  apicale  du  prothsUe.  La  seconde  cloison  c'c',  parallèle 
à  bb,  mais  perpendiculaire  à  aa,  forme  deux  autres  cellules 
du  prothalle,  dont  l'une,  enfin,  pai-  expansion  et  par  produc- 
tion de  la  nouvelle  cloison  d,  donna  naissance  à  un  second 
liiizoïde. 

Quant  au  second  type,  celui  des  filaments  juxtaposés,  tel 
que  le  représentent  les  fig.  31  et  32,  37  et  88,  je  m'en  rends 
compte  en  admettant  que,  tout  comme  dans  le  cas  précédent, 
la  première  division  du  contenu  de  la  spore  est  suivie  d'une 
seconde  division  dirigée  perpendiculairement  ou  obliquement, 
mais  se  faisant  un  peu  plus  tard,  après  que  les  deux  pre- 
mières cellules  (peut-être  par  défaut  de  lumière)  se  sont  plus 
ou  moins  développées  en  forme  de  papilles,  do  sorte  que  les 
cellules-filles  provenues  de  la  seconde  division  ne  se  touchent 
plus.  Chacune  de  ces  deux  parties  distinctes  du  prothalle  peut 
ensuite,  par  des  divisions  successives,  parallèles  entre  elles, 
s'allonger  en  filament  et  former  ses  rhizoïdes  propres.  Il  en 
réeulte   des  configurations  telles  que  celles  des  fig.  31  et  37, 

Ordinairement,  toutefois,  l'un  dee  deux  filaments  est  beaucoup 
plus  v%oureuK  et  plus  long  que  l'autre,  asymétrie  que  nous 
retrouverons  fréquemment  aussi  dans  des  stades  postérieurs 
des  prothalles  de  Gleichenia.  Si  maintenant,  chez  le  filament 
le  plus  fort,  le  processus  ci-dessus  décrit  se  répète  dans  la 
seconde  cellule,  ou  ^dans  des  cellules  postérieures,  nous  ob- 
tenons trois  filaments  placés  l'un  à  côté  de  l'autre,  comme 
le  montrent  les  fig.  32  et  38. 

Les  filaments  peuvent  être  étroitement  rapprochés  et  suivre 
une  même  direction,  comme  dans  les  fig.  31  et  32,  ou  bien 
diverger  assez  vite,  comme  dans  les  fig.  37  et  38.  Constam- 
ment, toutefois,  l'un  des  filaments  prend  le  dessus  sur  les 
autres  en  vigueur  de  développement,  de  sorte  qu'il  n'est  pas 
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rare  que  celui-ci  finisse  par  rester  seul  en  vie.  et  que,  par 
suite,  l'anomalie  initiale  du  protballe  disparaisse  à  un  âge 
plus  avancé.  Un  passage  à  cet  état  de  choses  se  voit  déjà 
dans  les  iig.  37  et  38.  Ainsi  encore,  j'ai  trouvé  des  prothalles 
dont' l'un  des  filaments  avait  déjà  formé  un  sommet  de  quatre 
cellules,  tandis  que  l'autre  ne  comptait  que  trois  cellnles, 
dont  deux,  probablement  par  défaut  de  lumière,  étaient  for- 
tement allongées.  Le  cas  est  le  même  pour  le  prothalle  épaissi 
en  corps:  chez  lui  aussi,  la  forme  typique  peut  reparaître 
plus  tard,  si  finalement  il  se  forme  un  filament,  qui  continue 
à  s'accroître  normalement. 

Au  reste,  la  production  de  branches  latérales,  composées 
de  une  ou  plusieurs  cellules  qui  d'abord  se  développent  en 
papilles,  n'est  pas  rare,  même  là  où  il  se  forme  un  filament 
normal  sous  tout  autre  rapport;  des  exemples  en  sont  fournis 
par  les  fig.  26,  27  et  28,  où  la  troisième  cellule  du  filament 
montre,  en  a,  le  commencement  d'une  pareille  branche 
latérale. 

Revenons  à  la  forme  typique  du  prothalle.  Après  un  nom- 
bre plus  ou  moins  grand  de  divisions  cellulaires  parallèles 
entre  elles,  il  se  fait,  dans  la  cellule  terminale  ou  apicale 
du  filament  ainsi  formé,  une  division  suivant  une  direction 
perpendiculaire  à  la  précédente,  par  conséquent  suivant  l'axe 
du  filament  ou  parallèlement  à  cet  axe.  Il  résulte  de  là  que  le 
filament  s'élargit  en  massue  au  sommet,  où  il  est  composé  de 
deux  cellules  (voir  fig.  30). 

Parfois,  ces  deux  cellules  filles  sont  de  grandeur  égale 
(Iig.  15  et  fig.  t5)  ou  à  peuprès  égale,  e^il  peut  alors,  comme 
dans  les  exemples  cités,  se  former  un  quadrant  de  cellules, 
lorsque  chaque  cellule  fille  s'est  de  nouveau  divisée  de  la 
manière  ordinaire,  par  section  rectangulaire  des  parois  suc- 
cessives. Mais  ce  sont  là  des  exceptions.  Ordinairement,  les 
deux  cellules  filles  en  question  sont  de  grandeur  inégale  et 
ont  aussi  un  pouvoir  reproducteur  différent,  de  sorte  que, 
dès    l'abord,    l'une    d'elles    se   fait   connaître  comme  cellule 
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apicale.  Lorsque  la  paroi  de  segmentation  qui  les  a  formées 
se  trouve  dans  l'axe  du  filament  (fîg.  22,23,  29,  30),  le  sommet 
d'une  des  deux  cellules  s'étale  davantage  et  occaaionue  l'asy- 
métrie. Souvent,  toutefois,  l'inégalité  résulte  déjà  de  la  situation 
de  la  paroi  de  segmentation,  cette  paroi  étant  parallèle  à 
l'axe  du  filament  ou  faisant  avec  lui  un  angle  aigu.  On  en 
voit  des  exemples  dans  les  lig.  28,  37  et  39. 

Après  cette  division,  la  cellule  fille  la  plus  grande  ou  il 
saillie  la  plus  forte  est  bientôt  divisée  à  son  tour,  par  une 
cloison  perpendiculaire  à  la  précédente,  et  il  se  forme  en 
conséquence  une  cellule  apicale  proprement  dite.  Ce  stable  est 
représenté  dans  les  flg.  22,  23,  31  et  37. 

Parfois,  il  s'opère  alors  en  outre,  dans  la  cellule  située 
immédiatement  au-dessous  de  celle  dont  il  vient  d'être  parlé, 
une  bipartition  par  une  cloison  passant  par  l'axe  du  filament 
C'est  ce  que  montrent  la  fig,  24,  où  le  phénomène  a  eu  lieu 
de  bonne  heure,  et  la  fig.  5. 

Lors  du  développement  ultérieur  du  prothalle  on  voit  se 
former,  alternativement  à  droite  et  à  gauche  de  la  cellule 
da  sommet,  des  parois  anticlinales,  qui  font  avec  l'axe  du 
prothalle  des  angles  plus  ou  moins  voisins  de  45°,  et  sont 
donc  successivement  dirigées,  en  général,  à  angle  droit  l'une 
par  rapport  à  l'autre.  L'ensemble  prend  ainsi  une  forme  en 
massue  ou,  si  l'on  veut,  eu  spatule.  Les  cellules  sont  ordi- 
nairement situées  dans  un  seul  plan,  c'est-à-dire  que  le  pro- 
thalle, là  où  il  s'étale  à  plat,  n'est  épais  que  d'une  seule 
couche  de  cellules;  il  n'y  a  d'exception  que  pour  les  filaments 
qui  commencent  sous  forme  de  papilles  et  se  développent 
peu  à  peu  en  branches  latérales,  en  tant  que  celles-ci  ne  sont 
pas  libres,  mais  plus  ou  moins  intimement  unies  avec  la 
branche  principale,  comme  dans  les  fig.  19,  25,  33  et  35  en  a. 

On  peut  se  faire  une  idée  nette  de  la  formation  successive 
des  parois  anticlinales,  en  comparant  le  réseau  de  ces  parois 
chez  des  prothalles  sains  de  la  même  espèce,  mais  d'âges 
différents.  Il  y  a  grand  avantage,  pour  cette  comparaison,  à 
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soumettre  lee  prothall«s  frais  à  un  traitement  préalable,  de 
courte  durée,  par  une  forte  lessive  de  potasse.  Le  contenu 
(les  cellules  est  alors  en  partie  dessous,  et  leur  ensemble  de- 
vient par  suite  très  transparent;  les  parois,  au  contraire, 
restent  intactes  et  tranchent  si  nettement  sur  le  contenu,  qu'en 
général  les  parois  plus  anciennes  se  laissent  immédiatement 
distinguer,  par  leur  épaisseur  un  peu  plus  grande,  des  parois 
formées  postérieurement.  Comme  exemples,  je  citerai  pour 
Gldckenia  mpcsfm,  les  Hg,  18,  19,  20  et  21,  qui  représentent 
quatre  stades  consécutifs,  et  oii  les  divisions  successives  sont 
indiquées  par  les  chiflres  1,  2,  3,  4  etc.,  tandis  que,  en  outre, 
les  parois  plus  anciennes  sont  dessinées  d'un  trait  un  peu 
plus  épais.  Dans  la  fig.  18  on  voit  le  passage  à  la  forme 
plane,  s'effectuant  par  les  parois  de  segmentation  obliques 
1,  2  et  3,  comme  le  montre  aussi,  avec  de  légères  modifica- 
tions, la  fig.  23  ;  mais  il  n'y  a  pas  encore  de  division  dans 
les  segments  séparés  de  la  cellule  apicale.  Cette  division  n'a 
lieu  que  dans  la  fig.  19,  dans  la  cellule  formée  par  les  parois 
1,  2  et  3  (elle  y  est  indiquée  par  la  petite  cloison  «;),  et  en- 
tretemps la  cellule  apicale  s'est  rajeunie  par  la  paroi  4,  Un 
stade  un  peu  plus  ancien  est  représenté  dans  la  fig.  20.  dans 
laquelle,  à  la  vérité,  la  cellule  apicale  est  encore  limitée  par 
les  parois  3  et  4,  mais  où  quelques  divisions  anticlinales  et 
périclinales  ont  déjà  eu  lieu  dans  les  cellules  formées  anté- 
rieurement Cela  est  le  cas  à  un  degré  encore  plus  avancé 
dans  la  fig.  21,  où  les  divisions  primaires  sont,  elles  aussi, 
déjà  plus  nombreuses  et  où  la  cellule  apicale  est  circonscrite 
par  les  parois  5  et  6. 

Très  régulière  aussi  est  la  division  des  cellules  chez  Oleichmia 
circinata  dans  les  fîg.  6,  7  et  8.  Dans  la  fig.  6  on  trouve  cinq 
divisions  perpendiculaires  l'une  à  l'autre  et  quelques  divisions 
secondaires,  anticlinales  et  périclinales.  La  cellule  apicale  est 
formée  par  les  parois  4  et  5.  Le  prothalle  représenté  fig.  7 
montre  exactement  le  même  processus,  dans  un  stade  un  peu 
plus    avancé.  La  cellule    apicale  y  est  limitée  par  les  parois 
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5  et  6,  et  le  nombre  des  divisions  secondaires  s'est  accru. 
C«s  progrès  sont  encore  plus  accusés  dans  la  fig.  8,  où  sept 
divisions  successives  ont  déjà  eu  lieu.  (Jne  fois,  savoir  de  3 
à  4,  il  s'est  formé  ici  une  paroi  parallèle  à  la  précédente. 
Dans  ce  sèment  on  rencontre  la  première  formation  de  cel- 
lules marginales,  due  à  l'apparition  de  la  paroi  périclinale  t. 

Un  autre  exemple,  relatif  à  Gldchenia  Tupeatris,  est  donné 
par  les  fig.  39,  40,  41  et  42.  Dans  la  fig.  39  on  voit  la  partie 
supérieure  d'un  prothalle  arrivé  à  peu  près  au  même  degré 
de  développement  que  celui  de  la  âg.  18,  mais  présentant 
déjà  une  couple  de  parois  de  segmentation  secondaires.  La 
fig.  40  montre  la  partie  supérieure  d'un  prothalle  un  peu 
plus  âgé  et  de  forme  plus  spatalée,  qui  s'est  développé 
assez  symétriquement  et  dont  la  cellule  apicale  se  trouve 
juste  au  milieu.  Dans  la  Gg.  41,  au  contraire,  on  a  un 
prothalle  d'apparence  plus  irrégulière,  à  cause  des  branches 
latérales  appliquées  à  droite  et  à  gauche  contre  la  branche 
principale,  mais  dans  lequel  se  laissent  pourtant  encore  dis- 
cerner, comme  l'indiquent  les  chiffres  inscrits  sur  la  figure, 
les  divisioDs  primaires.  La  paroi  de  segmentation  5  de  la 
cellule  apicale  n'est  pas,  comme  d'ordinaire,  perpendiculaire 
à  la  paroi  précédente  4,  mais  parallèle  à  celle-ci.  Le  prothalle 
représenté  dans  la  fig.  42  est  déjà  plus  âgé,  et  il  est  plus 
difficile  d'y  suivre  l'ordre  des  divisions  successives,  La  cellule 
apicale  t  est  encore  reconnaissable,  mais,  par  suite  de  la  pro- 
duction de  parois  périclinales,  il  s'est  déjà  formé  beaucoup  de 
cellules  marginales  et  le  prothalle  montre  la  transition  à  la 
forme  en  coeur.  Ce  prothalle  a  encore  ceci  de  particulier,  que 
la  forme  filamenteuse  initiale  fait  défaut,  parce  que  dès  la 
seconde  cellule  il  y  a  eu  division  dans  une  direction  perpen- 
diculaire à  la  division  de  la  première  cellule. 

Citons  enfin  les  fig.  33,  34  et  85,  qui  représentent  trois 
prothallea  de  Gleiehenia  hemtophylla,  mais  seulement,  en  ce 
qui  concerne  les  fig.  33  et  34,  la  partie  située  au-dessus  du 
filament.  De  ces  prothalles,  celui  de  la  fig.  33  est  le  plus  jeune. 
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De  l'extrémité  du  filameot  naît,  outre  la  partie  principale, 
une  braDche  latérale  composée  de  trois  cellulea ,  qui  dans  la 
figure  se  trouve  en  dessous  et  transparaît  vaguement.  Dana 
l'extrémité  claviforme  de  la  branche  primaire  les  divisions 
successives  ont  eu  lieu  dans  l'ordre  des  chifiFrea  inscrits,  et  il 
est  à  remarquer  que,  par  suite  du  développement  plus  éner- 
gique d'une  des  moitiés  (le  côté  gauche  dans  le  dessin)  la 
cellule  apicale  est  placée  latéralement;  ce  phénomène,  qui 
d'après  M.  Bauke  est  général  chez  les  Cyathéacées,  se  pré- 
sente donc  aussi  parfois  chez  les  Gleichéniacées.  Le  prothalle 
de  la  fig.  34  offre  quelque  chose  d'analogue,  mais  à  un 
degré  moindre.  Ce  prothalle,  un  peu  plus  âgé  que  le  précé- 
dent, a  sa  cellule  apicale  limitée  par  les  parois  de  segmen- 
tation 6  et  7,  et  située  (ainsi  que  celle  du  prothalle  de  la  âg.  35, 
lequel  est  à  peu  près  du  même  âge]  dans  l'inflexion  par  laquelle 
débute  le  passage  à  la  forme  en  cœur.  Dans  l'un  et  l'autre 
prothalle  sont  aussi  déjà  formées  plusieurs  cellules  marginales. 

Lorsque  les  prothalles  avancent  en  âge ,  ils  acquièrent  de  plus 
en  plus  configuration  en  cœur,  parce  qu'au  sommet  le  contour 
s'aplatit,  puis  s'infléchit  graduellement,  à  mesure  que  les  cellules 
placées  latéralement  s'accroissent  plus  rapidement  que  celles 
du  sommet  et  forment  ainsi,  peu  à  peu,  deux  lobes  saillants. 

Il  devient  alors  de  plus  en  plus  difficile,  et  finalement  im- 
possible, de  déterminer  exactement  l'ordre  de  succession  des 
divisions  cellulaires  ;  néanmoins,  dans  les  protballes  normaux, 
formés  symétriquement,  on  trouve  une  alternative  régulière 
de  parois  anticlinalas  et  pérîelinales,  suivant  le  principe  connu 
de  la  section  rectangulaire,  de  sorte  que  le  réseau  cellulaire 
présente  des  séries  d'ellipses  et  de  paraboles  confocales,  con- 
formément à  la  description  donnée,  pour  d'autres  prothalles 
de  Fougères,  par  M.  Sachs  (Arbeiten  d.  bot.  Inalituta  in  Wûrz- 
burg,  II,  Helt  1  et  2).  II  est  inutile  d'insister  sur  ce  point, 
qui  a  été  traité  ailleurs  itérativement  et  d'une  manière  dé- 
taillée, et  au  sujet  duquel  les  prothalles  de  Oleichenia  ne  me 
paraissent  pas  s'écarter  de  ceux  d'autres  Fougères  plus  connues. 
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D'ordinaire  on  admet  qae,  lorsque  le  prothalle  prend  la 
forme  en  massue  ou  du  moins  la  forme  en  cœur,  la  cellule 
apicale  disparaît  comme  telle  et  est  remplacée  dans  ses  fonc- 
tions par  des  cellules  mai^inales.  Cette  manière  de  voir  n'est 
toutefois  pas  entièrement  exacte,  ainsi  que  M.  Prantl  (Flora, 
1878,  p.  531)  l'a  déjà  remarqué  à  juste  titre.  Il  est  vrai  que 
dans  ce  stade  on  ne  trouve  plus  la  cellule  atténuée  en  pointe 
vers  le  milieu  de  l'expansion,  et  qui,  située  au  sommet  de 
l'organe,  peut  être  considérée,  à  raison  de  la  formation  répétée 
de  segments  et  d'une  nouvelle  cellule  apicale,  comme  la  cel- 
lule mère  du  tissu  entier.  Ici  et  au  pourtour  du  sommet, 
aussi  bien  qu'au  bord  du  prothalle,  les  cellules  continuent  à 
se  diviser  par  la  formation  successive  de  parois  anticlinales 
et  périclinales  ;  mais  la  cellule  apicale  ne  se  distingue  plus 
par  sa  forme  des  autres  cellules ,  qui  constituent  avec  elle  le 
méristème  du  prothalle,  comme  l'appelle  M.  Frantl.  Elle  se 
fait  seulement  remarquer  plus  ou  moins  nettement  par  ses 
dimensions  moindres,  vu  que  l'accroissement,  comme  l'a 
montré  M.  Sachs  {l.  c,  p.  92),  est  relativement  le  plus  faible 
au  point  de  végétation.  Aussi  voit-on  d'une  manière  très 
frappante,  chez  les  prothalles  cordiformes  de  Gleichenia,  les 
cellules  du  bord  et  celles  qui  les  avoisinent  immédiatement 
devenir  peu  à  peu  plus  grandes,  à  partir  du  sommet  (l'échan- 
crure),  des  deux  côtés  de  celui-ci;  il  en  est  de  même  lorsque, 
partant  dn  sommet,  on  examine  quant  à  leurs  dimensions  quel- 
ques séries  de  cellules  dans  la  direction  de  l'axe  (voir  fig.  44). 
On  trouve  en  outre,  sur  cet  axe  et  des  deux  côtés,  un  grand 
nombre  de  divisions  parallèles  au  plan  du  prothalle,  H  en 
résulte  une  espèce  de  coussinet  (pulvinule)  épais  de  plusieurs 
couches  de  cellules,  qui  à  droite  et  à  gauche  s'atténue  et 
passe  insensiblement  aux  deux  ailes  ou  lobes  membraneux, 
formés  d'une  couche  cellulaire  unique  (fig.  44).  Chez  les  pro- 
thalles âgés,  ce  coussinet,  qui  à  sa  limite  n'est  épais  que  de 
deux  cellules,  peut  acquérir  au  milieu  une  épaisseur  de  8  cou- 
ches de  cellules,  laquelle  s'étend  en  travers  sur  une  surface 
Archives  Néerlandaises,  T.  XXIV.  13 
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de  20  cellaleB,  ou  mime  davantage  (voir  la  coupe  6g.  84). 
Sur  ce  coussinet  se  forment,  outre  les  organes  sexuels  (dont  il 
sera  parlé  plus  loin),  un  grand  nombre  de  longs  poils  radi- 
culaires  ou  rhîzoïdes,  le  plus  souvent  unicellulaires,  colorés 
en  brun,  raides,  obliquement  dressés  et  faisant  avec  la  surface 
un  angle  de  45°  en  moyenne.  Ces  rhlzoïdes,  qui  naissent, 
sous  forme  de  papilles,  des  cellules  superficielles,  dont  plu8 
tard  ils  sont  souvent  séparés  par  une  cloison  transversale, 
sont  plus  nombreux  chez  Gleichenia  que  .chez  la  plupart  des 
autres  Fougères,  et  ils  s'y  trouvent  jusque  tout  près  des  ta- 
ch%one8.  Ils  se  voient  surtout  distinctement  lorsque,  sous 
un  éclairage  oblique  des  cultures,  les  prothalles  se  placent 
perpendiculairement  aux  rayons  lumineux  incidents;  lesrhi- 
zoîdes,  dont  l'hêliotropisme  est  négatif,  apparaissent  alors 
comme  autant  de  colonnes  obliques,  portant  les  prothalles. 

Quand  les  prothalles  se  trouvent  dans  ce  stade,  on  observe 
ordinairement,  lors  de  l'accroissement  ultérieur,  des  étran^e- 
ments  répétés;  ceux-ci  sont  dus  à  ce  que  sur  chacun  des 
deux  lobes  ou  ailes  it  se  forme,  une  ou  plusieurs  fois,  un 
nouveau  point  de  végétation,  où  la  croissance  est  plus  lente 
qu'aux  deux  côtés,  tandis  qu'en  même  temps  la  surface  se 
plisse  ou  s'ondule  plus  ou  moins.  Si  les  prothalles  peuvent 
se  développer  librement,  on  constate  en  outre,  surtout  chez  de 
grands  individus,  une  hyponastie  très  distincte,  par  suite  de 
laquelle  les  bords  se  redressent  et  le  coussinet  proémine  de 
plus  en  plus  à  la  face  inférieure  convexe.  Par  suit«  aussi,  les 
rhizoïdes  sont  ordinairement  d'autant  plus  longs  qu'ils  naissent 
plus  haut.  La  fig.  43  éclaircira  ce  qui  vient  d'être  dit. 

Dans  ce  qui  précède,  j'ai  esquissé  la  marche  ordinaire  du 
développement  des  prothalles  des  Gleichéniacées.  En  la  com- 
parant avec  celle  d'autres  familles  de  Fougères,  on  trouvera 
de  la  simihtude  sous  beaucoup  de  rapports,  mais  aussi,  à 
d'autres  égards,  des  difFérences  plus  ou  moins  notables.  C'est 
ainsi  que  chez  les  Qleichéniacées,  de  même  que  chez  la  pin- 
part  des  Polypodiacées   et  chez  les  Cyathéacées  soumises  à 
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rezamen,  il  est  de  règle  qu'il  ee  forme  d'abord  une  rangée 
de  c«Uules,  qui  plus  tard  a'êlargit  en  massue  au  sommet  ;  de 
cette  partie  élargie  se  forme  ensuite  le  prothalle  cordiforme, 
avec  son  coussinet  ou  pulvinule  situé  dans  l'axe,  le  point  de 
,7%étation  étant  placé,  non  pas  obliquement,  comme  chez 
Avmmia,  mais  symétriquement,  comme  chez  la  plupart  des 
Fougères.  Quelques  prothalles  de  Oleichéniacées  présentent 
toutefois,  dâs  le  début,  une  forme  épaissie  en  corps,  analogue 
à  celle  qu'on  rencontre  chez  les  Osmondacées;  sous  ce  rap- 
port, les  Gleichéniacées  semblent  donc  montrer  un  passage 
des  Polypodiacées  aux  Osmondacées. 

Par  contre,  les  Qleichenia  n'ont  pas  au  bord  du  prothalle 
les  poils  unicellulaires,  nés  d'excroissances  en  pupilles  de 
quelques  cellules  marginales,  tels  qu'en  présentent  les  pro- 
thalles étudiés  de  différentes  familles,  par  exemple  ceux  de 
Anehiia,  Platyceriv/m,  Hemitelia,  Aapidium,  etc. 

Mais  je  juge  inutile  de  m'étendre  ici  davantage  sur  ces 
différences  plus  ou  moins  grandes.  Celui  qui  veut  les  con- 
naître, pourra  les  trouver  en  comparant  ma  description  dé- 
taillée de  la  génération  sexuée  des  Gleichéniacées  avec  l'his- 
toire du  développement  d'autres  Fougères,  tracée  par  différents 
auteurs.  Il  ne  faudra  toutefois  pas  perdre  de  vue  que,  comme 
l'a  montré  M.  Prantl  {Bot.  Zct(.,  1879)  et  comme  l'ont  confirmé 
mes  observations,  la  forme  des  prothalles  ne  dépend  pas  seu- 
lement de  l'espèce  de  la  plante,  mais  aussi  des  influences 
extérieures,  de  la  lumière,  de  l'humidité,  etc.  M.  Prantl  va 
même  jusqu'à  prétendre  qu'aucun  organe  végétal  n'est,  quant 
à.  sa  forme  extérieure,  aussi  dépendant  des  facteurs  extérieurs, 
que  le  prothalle  des  Fougères.  Pour  avoir  des  données  de 
comparaison  sufhsantes,  on  ne  doit  donc  pas  se  borner  à 
l'examen  d'un  petit  nombre  d'objets;  il  est  nésessaire  de 
démêler  d'abord,  par  l'étude  de  spécimens  ayant  crû  dans  des 
conditions  variées,  la  forme  typique  d'une  espèce  ou  d'un 
groupe  déterminés. 

Lorsque  les  prothalles  des  Gleichéniacées  sont  parvenus  an 
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degré  de  développemeut  ci-dessus  décrit,  les  organes  sexuels 
s'y  forment,  ou  s'y  sont  déjà  formés;  tous  les  deux,  anthÉ- 
ridies  et  archégonee,  sur  le  même  prothalle,  de  sorte  que 
celui-ci  est  généralement  monoïque.  Les  anthéridies  apparais- 
sent les  premières,  et  même  assez  tôt,  —  d'ordinaire  avant 
que  le  prothalle  n'ait  pris  la  forme  en  cœur,  —  quoique 
moins  tôt  que  cela  n'a  lieu,  suivant  M.  Kny,  chez  les  Os- 
mondacées.  Elles  naissent  en  général  il  la  face  inférieure  do 
prothalle,  parfois  aussi  â  la  face  supérieure,  mois  non  pas  an 
hord,  comme  chez  Oamunda, 

La  formation  de  nouvelles  anthéridies  entre  les  anciennes, 
déjà  adultes,  se  continue  pendant  longtemps,  de  même  que 
sur  les  feuilles  on  voit  apparaître  de  jeunes  stomates  dans 
l'intervalle  des  vieux.  Il  arrive  ainsi,  en  maints  cas,  qu'une 
partie  du  coussinet,  de  même  qu'une  partie  des  deux  lobes  ou 
ailes  du  prothalle  cordiforme,  soit  couverte  d'anthéridies  â 
divers  états  de  développement  On  les  trouve  aussi  bien  entre 
les  nombreux  rhizoïdes  qu'au  voisinage  immédiat  des  arché- 
gones  et  plus  haut  que  ceux-ci. 

Ces  archégones,  qui  eux  aussi  sont  formés  successivement, 
mais  plus  tard  et  en  nombre  beaucoup  moindre  que  les  an- 
théridies, se  trouvent  toujours  à  la  face  inférieure,  et  unique- 
ment  sur  le  coussinet,  assez  près  de  l'échancrure  produite  par 
les  deux  ailes  du  prothalle. 

De  la  forme  et  du  développement  des  anthéridies  et  des 
archégones  il  sera  traité  dans  les  deux  chapitres  suivants. 


Forme    et   développement   des   anthéridies. 

Ainsi  qu'il  a  été  dit  plus  haut,  les  anthéridies,  sur  les 
prothalles  filamenteux  et  claviformes,  naissent  ordinairement 
au  bord;  sur  les  prothalles  coi-diformes,  près  de  la  base,  entre 
les  rhizoïdes  et  en  partie  aussi  sur  les  ailes  ou  lobes  latéraui: 
la  plupart  à  la  face    inférieure,  mais  quelques-unes  aussi  â  la 
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^e  supérieure.  Elles  ont  toujours  pour  origine  une  cellule 
unique,  située  à  l'extérieur.  Cette  cellule,  richement  pourvue 
de  protoplasme  à  grains  fins  et  de  chlorophylle,  se  voûte 
Bphériquement  vers  le  dehors,  et  il  s'y  produit  différentes 
divisions,  dont  la  marche  n'est  pas  facile  à  suivre,  à  cause 
de  la  forme  courbe  des  parois  filles. 

Par  des  recherches  répétées,  faites  aussi  bien  en  comparant 
des  anthéridies  à  divers  états  de  développement  (rendus  plus 
transparents  par  l'action  préalable  de  la  potasse  caustique) 
qu'en  étudiant  au  microscope  les  changements  successif 
d' anthéridies  vivantes  et  en  voie  de  développement,  placées 
dans  la  chambre  humide,  je  suis  arrivé  à  me  représenter  de 
la  manière  suivante  leur  mode  de  formation. 

La  cellule  mère  de  l'anthéridie,  dont  il  a  été  question  plus 
haut,  se  divise  d'ahord,  par  une  cloison  ordinairement  un 
peu  inchnée  sur  la  paroi  qui  la  rattache  aux  autres  cellules 
du  prothalle,  et  que  j'appellerai  paroi  de  base,  en  deux  cel- 
lules filles;  de  celles-ci,  l'une,  qui  est  limitée  en  partie  par 
cette  paroi  de  base,  deviendra  la  cellule  pédicellaire,  l'autre 
sera  la  cellule  mère  du  reste  de  l'anthéridie.  Ce  stade  est 
représenté,  pour  Gleieh&iih  flabellata,  dans  les  fig.  50  et  51  et 
dans  les  fig.  69*  et  69**,  dont  les  deux  dernières  ont  rapport 
à  la  même  cellule  a,  observée,  dans  la  première  de  ces  deux 
figures,  à  l'état  non  divisé,  dans  la  seconde,  après  la  première 
division,  c'est-à-dire,  après  la  formation  de  la  cellule  pédicel- 
laire 8.  Le  même  prothalle  montrait  en  outre  dans  la  cellule  b, 
au  voisinage  immédiat  de  o,  le  même^processus  vu  d'en  haut. 
En  comparant  cette  cellule  b  dans  les  deux  figures,  on  aper- 
çoit le  changement  qui  a  donné  naissance  à  la  cellule  pédi- 
cellaire (dont  les  parois  p  et  q  sont  visibles),  tandis  que  la 
cellule  b  a  pris  plus  d'ampleur  et  s'est  rapprochée  de  la  forme 
sphérique. 

Ce  mode  de  formation  reçoit  un  nouvel  éclaircissement  de 
ce  que  j'ai  observé  et  figuré,  à  cet  égard,  sur  des  prothalles  de 
GleKhenia  rupeslris.  C'est  ainsi  que  la  fig,  59a 'représente  une 
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cellule  vivante  d'un  tel  pnitballe,  avec  uue  accumulation  de 
grains  chlorophylliens  et  de  protoplasme  autour  du  grand 
noyau  anguleux  k,  mais  encore  eans  la  moindre  trace  de 
nouvelle  paroi  ;  la  fig.  596  montre  la  même  cellule  quelqu«8 
heures  plus  tard,  après  que  la  cellule  mère  de  l'anthéridie 
s'est  séparée,  par  une  paroi  péricllnale,  de  la  cellide  da  pro- 
thalle. Elle  se  trouve  maintenant,  en  apparence,  tout  an  milieu 
de  cette  dernière,  qu'elle  semble  ne  toucher  qu'en  un  seul 
point  r.  Cet  aspect  doit  toutefois  être  interprMé  de  la  même 
manière  qu'on  le  fait  pour  les  cellules  stomatiques  bien  con- 
nues de  VAnevmia,  et,  de  même  que  chez  celles-ci,  la  coupe  ou 
la  vue  en  profil  peut  nous  fournir  l'explication.  Compare-t-on, 
en  effet,  ces  figures  59a  et  596  avec  l'image  donnée  par  les 
ffg.  51  et  57,  on  trouve  que,  lorsque  la  saillie  en  mamelon 
de  la  cellule  du  prothalle  est  séparée  par  une  paroi  parallèle 
à  la  surface,  cette  sailUe,  vue  d'en  haut,  doit  se  présenter 
sous  l'aspect  ci-dessus  décrit,  et  que,  lorsque  cette  paroi  de 
base  se  trouve  dans  le  même  plan  que  la  paroi  externe  des 
cellules  prothalliques  environnantes,  il  doit  sembler  qu'un 
segment  ait  été  coupé  de  la  cellule  en  voie  de  division.  C'est 
ce  qu'on  voit,  entre  autres,  dans  les  fig.  60a  et  606,  62a, 
63a  et  636. 

Le  stade  suivant  est  celui  de  la  formation  de  la  cellule 
pédicellaire,  qui,  vue  d'en  haut,  se  présente,  dans  la  fig.  59c, 
comme  une  paroi  circonscrivant  en  partie  la  cellule  anthéri- 
dienue  proprement  dite.  Les  fig,  61o  et  616  montrent  la 
même  chose.  Cette  cellule  pédicellaire,  ainsi  qu'il  ressort 
surtout  de  la  coupe,  est  tantôt  plus  grande,  tantôt  plus  petite 
que  le  diamètre  de  l'anthéridie  proprement  dite,  et  de  forme 
ici  plus  tabulaire,  là  plus  cunéiforme,  parfois  même  triangu- 
laire sur  la  coupe  {voir  les  fig.  48,  49,  51  —  56).  De  là  vient 
l'aspect  si  divers  de  cette  cellule,  et  même  son  invisibilité 
éventuelle  quand  l'anthéridie  est  vue  par  dessus,  comme  ce 
serait  le  cas,  par  exemple,  si  dans  la  fig.  68a  l'œil  était 
supposé  placé' dans  le  plan  du  papier. 
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La  cellule  pédioulaire  formée,  difiérenteB  divisions  s'opèrent 
bientôt  dans  la  cellule  611e  aitaée  plus  extérieurement  et  qui 
entretemps  est  devenue  plus  sphéroïde.  D'abord  it  y  naît  une 
paroi  qui  s'implante  presque  circulairement  tant  sur  la  paroi 
supérieure  voûtée  que  sur  la  paroi  inférieure  plane,  et  qui 
partage  la  cellule  dont  il  s'agit  en  une  cellule  intérieure  pins 
on  moins  infnndibuliforme  et  en  une  cellule  extérieure,  à  peu 
près  annulaire;  celle-ci  est  très  souvent,  mais  non  toujours, 
coupée  transversalement  par  une  membrane  à  direction  plus 
ou  moins  radiaire.  Au  bout  de  très  peu  de  temps,  la  cellule 
infundibuliforme  se  divise,  par  une  paroi  rattachée  à  la  paroi 
annulaire  et  parallèle  à  la  base,  en  deux  parties,  dont  l'ex- 
térieure a  la  forme  d'un  dôme,  l'intérieure  celle  d'un'  en- 
tonnoir. La  jeune  anthéridie  consiste  donc  alors  en  une  cellule 
annulaire  r,  une  cellule  en  dôme  k  et  une  cellule  centrales, 
unie  au  prothalle  par  une  cellule  pédieellaire.  Ce  stade  est 
représenté  dans  la  fig.  58,  dessinée  sur  le  vivant,  et  où  l'on 
voit  qu'à  ce  degré  de  développement  il  existe  encore  dans 
toutes  les  cellules,  aussi  dans  la  cellule  centrale,  des  grains 
de  chlorophylle;  ceux-ci,  cependant,  ont  déjà  subi  quelques 
changements:  ils  sont  devenus  plus  petits  et  ne  sont  plus 
distinctement  amylifères,  comme  les  cellules  avoisinantes  du 
prothalle.  La  fig.  686,  qui  ne  demande  aucune  nouvelle  ex- 
plication,  vu  que  les  lettres  inscrites  sur  les  figures  indiquent 
les  parois  des  diftérentes  cellules,  est  également  relative  à  ce 
stade.  Il  faut  y  rapporter  encore  les  fig.  61i,  62c  {et  peut-être 
aussi  60  c),  qui  montrent  l'aothéridie  vue  d'en  haut,  et  les 
fig.  47,  48  et  49,  représentant  l'anthêridie  de  Glsîebenia  ftabel- 
lata  vue  de  côté  ;  à  l'égard  de  ces  dernières,  toutefois,  on  ne 
doit  pas  oublier  que  la  forme  courbe  des  parois  peut  donner  à 
l'image  de  l'un  et  de  l'autre  côté  un  aspect  difiérent.  Aussi 
est-il  nécessaire,  pour  se  faire  une  bonne  idée  de  la  structure  de 
l'anthêridie,  de  comparer  les  images  qu'on  obtient  d'un  même 
objet,—  rendu  suffisamment  transparent  par  l'action  préalable 
d'une  dissolution  concentrée  de  potasse —en  mettantl'objectif  au 
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point  pour  des  profondeurs  plue  ou  moina  grandes,  La  dis- 
similitude de  ces  images  ressort  clairement,  par  exemple,  des 
fig.  56  a,  56  b  et  56  e,  qui  représentent  une  antliéridie  un  peu 
plus  âgée,  vue  en  haut,  au  milieu  et  en  bas. 

Après  que,  par  la  formation  de  la  cellule  annulaire  et  de  la 
cellule  en  dôme,  la  cellule  centrale  s'est  trouvée  entourée  de 
tous  les  côtés,  ces  différentes  cellules  continuent  à  croître, 
tandis  que  la  matière  colorante  verte  disparaît  peu  à  peu  ; 
lorsque  la  turgescence  augmente,  comme  c'est  le  cas  ordinaire, 
l'allure  des  parois  peut  aussi  être  plus  ou  moins  modifiée,  bien 
que  dans  son  ensemble  l'anthêridie  conserve  à  peu  près  la 
forme  d'une  sphère.  Ensuite,  des  divisions  ont  encore  lieu  dans 
la  cellule  en  dôme  et  dans  la  cellule  centrale.  La  première 
se  partage,  par  une  cloison  placée  à  peu  près  circulairement 
sur  sa  paroi  extérieure  voûtée,  en  une  cellule  pariétale  supé- 
rieure et  une  cellule  operculaire;  la  fig,  52,  en  a  et  b,  et  la 
fig.  53  donnent  des  exemples  de  cette  segmentation.  La  cel- 
lule centrale,  cellule  mère  de  tous  les  spermatozoïdes  que 
l'anthêridie  produit,  se  remplit  d'une  grande  quantité  de  pro- 
toplasma dense  et  opaque,  qui  fait  fortement  bomber  ses 
parois  ;  après  cela,  elle  éprouve  des  divisions  répétées.  Comme 
résultat,  on  trouve  d'abord  2  cellules  filles,  puis  4,  8,  16  et 
davantage.  C'est  ainsi  que  les  fig.  61  6  et  62  c  nous  montrent 
la  cellule  centrale  commençant,  avant  la  formation  de  la 
cellule  operculaire,  â  se  diviser  en  deux  cellules  filles;  dans 
la  fig.  60  c,  il  y  a  même  déjà,  à  ce  moment,  commericenient 
de  division  en  quatre  cellules  Dans  la  fig.  56  b  on  voit  la 
cellule  centrale  divisée  en  quatre  sur  la  coupe,  et  dans  les 
fig.  62  d,  65,  66  et  67  des  exemples  de  divisions  postérieures, 
dont  l'ordre  de  succession  est  indiqué  par  l'épaisseur  des  parois. 
L'aspect  des  anthéridies  presque  adultes,  mais  encore  fermées, 
est  alors  tel  que  le  montrent  les  fig.  34  et  54:  toutes  les 
cellules  sont  fortement  turgescentes  et  l'anthêridie  devient  de 
plus  en  plus  globuleuse.  Finalement,  la  cellule  openjulaire 
cède,   ce    qui  fournit  aux  spermatozoïdes,  formés  entretemps 
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dans  la  cellule  centrale,  une  issue  au  dehors,  si  en  outre, 
comme  il  arrive  habituellement,  la  rupture  de  la  cellule  oper- 
cnlaire  occasionne  la  résorption  ou  le  détachement  d'une  partie 
de  la  paroi  de  la  cellule  centrale.  Cette  déhiscence  des  au- 
tbéridies  et  cette  sortie  des  spermatozoïdes,  je  les  ai  fréquera- 
meut  vues  se  produire  chez  les  Gleichéniacées,  de  même  que 
chez  d'autres  Fougères,  lorsque  l'anthéridie  mûre  venait  en 
contact  avec  une  goutte  d'eau.  En  quelques  minutes,  l'ab- 
sorption osmotiqne  d'une  notable  quantité  d'eau  déterminait 
alors  dans  les  cellules  pariétales  une  forte  turgescence,  par 
suite  de  laquelle  ces  cellules  changeaient  de  forme  et  deve- 
naient, surtout  au  côté  interne  touchant  à  la  cellule  centrale, 
très  convexes.  L'anthéridie  prenait  la  forme  représentée  dans 
ta  fig.  55,  et  bientôt,  après  l'ouverture  de  la  cellule  opercu- 
laire,  le  contenu  de  la  cellule  centrale,  c'est-à-dire  les  spermato- 
îoïdes,  était  expulsé.  L'anthéridie  ouverte  et  vidée  présentait 
alors  une  forme  semblable  à  celle  de  la  fig.  47  b.  La  sortie 
des  spermatozoïdes  a  ordinairement  lieu  de  la  manière  sui- 
vante; ils  passent  un  à  un  par  l'ouverture  et,  arrivés  au 
dehors,  se  déposent  au  voisinage  immédiat  de  l'anthéridie  ; 
entre  les  passages  successifs  il  s'écoule  d'abord  des  fractions 
de  seconde,  plus  tard  une  ou  plusieurs  secondes  entières. 
Alors,  seulement,  que  l'absorption  osmotique  d'eau  se  faisait 
avec  une  rapidité  exceptionnelle,  il  s'établissait  comme  un 
.  courant  continu  de  spermatozoïdes,  qui  toutefois,  même  dans 
ce  cas,  restaient  parfaitement  séparées  les  uns  des  autres. 

Les  spermatozoïdes  devenus  libres  se  présentaient  comme 
de  petites  cellules,  dans  lesquelles  on  remarquait  quantité  de 
points  obscurs;  d'abord  légèrement  polyédriques  (à  cause  du 
peu  d'espace  qu'ils  avaient  eu  dans  l'anthéridie),  ils  deve- 
naient bientôt  sphériques  par  l'absorption  d'eau  (voir  fig. 
70  a  et  b).  Au  bout  de  quelques  minutes,  un  changement 
manifeste  s'opérait  dans  le  contenu  ;  le  spermatozoïde  se 
montrait  alors  enroulé  en  spirale  dans  une  vésicule  mince  et 
transparente  (fig.  70  c,  d),  tandis  que  de  temps  en  temps  on 
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observait  un  raoaveraent  rotatoire  à  t'ietérieur  du  petit  organe 
encore  immobile.  En6n,  ^  d'heure  à  j  heure  après  qu'il  avait 
quitté  l'anthéridie,  on  voyait  le  sperinatozoïde,  d'abord  len- 
temect,  puis  avec  une  rapidité  croissante,  tourner  sur  lui- 
même  et  simultanément  changer  de  place  dans  le  liquide 
ambiant.  A  ce  mouvement  participait  aussi  la  vésicule,  qui 
se  distendait  de  plus  en  plus  (fig.  70  «},  jusqu'à  ce  que  fina- 
lement le  spermatozoïde,  délivré  de  cette  enveloppe,  appa- 
raissait comme  un  petit  organe  conique  pourvu  d'un  grand 
nombre  de  cils  relativement  longs  (fig.  70  f—i),  qui  impri- 
maient A  l'ensemble  un  mouvement,  très  rapide,  de  rotation 
et  de  translation.  Quelques  spermatozoïdes,  non  entièrement 
adaltes  probablement,  n'atteignaient  pas  ce  dernier  stade,  mais 
restaient  immobiles  sous  la  fonne  représentée  dans  la  70  k, 
et  ne  tardaient  pas  à  mourir. 


Forme    et    développement   des    arcbégones. 

Lorsque  les  prothalles  des  Gleichéniacées  ont  acqoiâ,  delà 
manière  décrite  plus  haut,  la  forme  en  cœur,  lorsque  le 
coussinet  possède  dans  l'axe  du  prothalle  une  épaisseur  de  3 
ou  4  couches  de  cellules  et  que  des  deux  côtés  de  ce  cous- 
sinet, de  même  qu'à  sa  surface,  il  s'est  formé  une  quantité 
d'anthéridies,  on  trouve  ordinairement  aussi,  au  sommet,  les 
premières  indications  d'archégones;  ceux-ci  se  développent 
successivement  l'un  à  côté  de  l'autre,  surtout  dans  la  direction 
du  méristème  qui  s'étend  au  sommet,  très  près  du  bord  de 
l'échancrure  du  prothalle,  à  la  face  inférieure  de  celui-ci. 

Chez  les  prothalles  plus  âgés,  le  coussinet  a  une  largeur 
considérable  et  se  compose  d'un  grand  nombre  de  couches 
cellulaires,  nombre  qui  diminue  peu  à  peu  vers  la  périphérie, 
sauf  dans  l'inflexion  cordiforme,  où  le  coussinet  conserve 
jusque  près  de  sa  limite  toute  son  épaisseur.  A  cet  endroit, 
on  voit  une  dense  accumulation  d'archégones,  séparés  par  des 
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rangées  peu  nombreuseB  de  cellules  végétatives,  parfois  par 
une  rangée  unique,  et  d'àgeB  difi%rents.  En  effet,  de  même 
que  cela  est  le  cas  pour  les  stomates  des  feuilles  et  pour  les 
anthéridies  des  Fougères,  de  nouveaux  archégones  naissent 
continuellement  entre  les  anciens,  tant  que  le  prothalle 
continue  à  croître.  Cette  structure  du  prothalle  se  reconnaît 
le  mieux  sur  des  coapes  faites  au  microtome,  après  inclusion 
dans  la  paraffine,  selon  le  précepte  de  M.  Moll.  La  coloration 
par  la  safranine  ou  par  le  violet  de  gentiane  augmente  beau- 
coup la  netteté  des  images  et  fait  immédiatement  distinguer 
les  cellules  encore  jeunes  et  leurs  noyaux. 

La  première  indication  de  l'archégone  consiste  dans  le 
chargement  d'une  cellule  de  la  face  inférieure  du  prothalle, 
à  l'endroit  ci-dessus  désigné,  i  Dans  cette  cellule  on  voit  une 
grande  quantité  de  protoplasme  très  réfringent  et  un  gros 
noyau,  et  la  paroi  aussi  devient  relativement  épaisse  (voir 
fig.  71).  Par  là,  cette  cellule  se  laisse  déjà  distinguer  de  ses 
voisines  sur  le  prothalle  vivant,  mais  naieux  encore  après  an 
traitement  par  l'alcool,  la  potasse  et  l'acide  acétique.  La  cel- 
lule en  question  se  divise  par  une  paroi  parallèle  à  la  surface 
du  prothalle,  et  des  deux  cellules  filles  ainsi  formées  l'exté- 
rieure a  {voir  fig.  74)  devient  la  cellule  mère  du  col  de  l'ar- 
chégone, l'intérieure  b  celle  de  la  cellule  centrale.  La  première 
devance  l'autre  en  développement,  et  on  la  voit  assez  vite 
partagée  par  une  paroi  perpendiculaire  à  la  surface  du  prothalle. 
La  fig.  72  représente  deux  stades  de  ce  processus  chez  Qlei- 
chmia  rupeatri»,  dans  deux  archégones  se  formant  sur  )e  même 
prothalle,  très  près  l'un  de  l'autre.  En  a  on  voit  le  noyau  de 
la  cellule  divisé,  sans  qu'il  y  ait  encore  la  moindre  apparence 
de  la  paroi;  en  6  cette  paroi  est  en  partie  formée  par  ce 
qu'on  appelle  la  plaque  cellulaire,  qui  en  c  se  rattache  à 
la  paroi  de  la  cellule  mère,  mais  qui  du  côté  opposé  ne  se 
laisse  observer  que  jusqu'à  la  limite  des  noyaux.  La  division 
cellulaire  paraît  donc  avoir  lieu  ici  d'une  manière  analogue 
à  celle  que  M,  Treub  a  trouvée  chez  .É^jipocfis,  CAry«on(Affmw,m, 
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etc.  {Quelqiies  recherches  sur  le  rôle  du  noyau,  etc.  Amsterdam, 
1878),  abstraction  faite  de  ta  question,  soulevée  dans  les  der- 
niers temps  et  résolue  diversement,  si  cette  „p1aque"  cellulaire 
est  bien  une  plaque,  et  ne  serait  par  plutôt  un  anneau. 

Quand  la  division  est  achevée,  les  deux  cellules  filles  pré- 
sentent le  même  contenu  que  la  première  cellule  mère  du 
col,  c'est-à-dire,  un  protoplasme  brillant,  très  réfringent,  à 
gros  noyau  et  à  paroi  cellulaire  assez  épaisse.  C'est  ce  qu'on 
voit  par  la  fig.  73,  qui  représente  ce  stade  dans  l'état  de  vie, 
et  par  la  fïg.  75,  qui  le  montre  en  coupe,  après  traitement 
par  l'alcool,  la  potasse  et  l'acide  acétique. 

Dans  chacune  des  deux  cellules  dont  nous  venons  de  parler,  il 
s'opère  bientôt  une  nouvelle  division  perpendiculaire  à  la  surface 
du  prothalle,  de  sorte  que  le  jeune  arcbégone,  vu  d'en  haut, 
apparaît  alors  composé  de  quatre  cellules  formant  un  quadrant 
(voir  ûg.  76  et  78);  les  parties  de  celui-ci,  devenues  aussi 
grandes  et  parfois  plus  grandes  que  les  cellules  mères,  sont, 
tout  comme  elles,  pourvues  de  protoplasma  opaque  et  iorte- 
ment  réfringent,  ce  qui  donne  même  aux  contours  des  parois 
une  forme  légèrement  ondulée,  déjà  visible  dans  le  stade  de 
la  fig.  73,  mais  encore  plus  distincte  ici.  Peu  à  peu  l'ensemble 
de  ces  quatre  cellules  fait  une  plus  forte  saillie  au-dessus  de 
la  surface  du  prothalle,  croît  en  grandeur  et  s'arrondit  aux 
côtés  libres,  par  suite  de  la  forte  turgescence.  En  même 
temps,  le  contenu  devient  plus  transparent  et  on  reconnaît 
mieux  les  noyaux,  situés  très  près  du  point  de  réunion 
des  quatre  cellules  (6g.  78).  On  voit  maintenant  se  dessiner 
aussi,  distinctement  (fig.  77),  la  cellule  centrale  sous-jacente, 
remplie  de  beaucoup  de  protoplasma  grenu  et  d'un  gros 
noyau,  cellule  qui  primitivement  était  rendue  à  peu  près  in- 
visible par  le  contenu  opaque  des  cellules  du  col,  situées 
au-dessus  Dans  la  fig.  76,  par  exemple,  on  n'aperçoit  qu'avec 
peine  une  trace  de  la  cellule  centrale,  aux  angles  de  laquelle 
se  rencontrent  les  limites  des  cellules  qui  entourent  l'archégone. 

Les   quatre    cellules    en  question  forment  les  initiales  des 
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quatre  séries  de  cellules  dont  aéra  composé  le  col  derarché- 
l^ne  adulte.  A.  cet  effet,  ces  cellules  se  divisent  presque 
simultanément,  chacune  à  plusieurs  reprises,  dans  une  direc- 
tion parallèle  à  la  surfiace  du  prothalle,  après  quoi  les  cellules 
filles  s'accroissent  principalement  dans  le  sens  de  la  normale 
à  cette  surface.  Cela  ne  se  voit  bien  que  sur  des  coupes  faites 
à  travers  le  prothalle,  telles  qu'en  représentent  les  ûg.  79, 
80  et  81,  ou  lorsque  les  jeunes  archégones  situés  sur  la 
courbure  de  l'éminence  en  forme  de  coussinet  viennent,  dans 
des  circonstances  favorables,  s'ofbîr  précisément  par  le»r 
côté  à  l'œil  de  l'observateur.  La  gradation  du  développement 
ressort  des  figures  citées.  C'est  ainsi  que  la  flg.  79  montre  le 
stade  où  les  quatre  cellules  du  col  se  sont  divisées  une  fois 
et  où  les  cellules  filles  se  sont  déjà  allongées  dans  la  direction 
de  l'axe  de  l'archégone,  bien  que  la  rangée  inférieure  soit 
encore  partiellement  recouverte  par  les  cellules  environnantes 
du  prothaUe  o.  Entre  les  cellules  du  col  on  voit  transparaître 
vaguement  la  cellule  centrale,  prolongée  en  cône  vers  le  haut, 
avec  son  contenu  trouble.  Un  état  un  peu  plus  ancien  est 
représenté  da;ns  la  fig.  80.  Ici  les  rangées  du  col  consistent 
en  trois  celliiles,  à  parois  transversales  dirigées  un  peu  obli- 
quement par  rapport  à  celles  des  cellules  environnantes  du 
prothalle,  lesquelles  ont  aussi  subi  des  divisions  répétées  et  for- 
ment maintenant  le  ventre  de  l'archégone,  qui  reste  caché 
dans  le  tissu  du  prothalle.  Très  distincte  aussi,  dans  cette 
coupe,  est  la  cellule  centrale  terminée  en  pointe  conique , 
cellule  dont  le  contenu,  après  le  traitement  par  l'alcool  et 
la  potasse,  s'est  contracté  en  forme  de  boudin.  Un  troisième 
stade  se  trouve  dans  la  fig.  SI,  représentation  d'un  arche- 
goae  plus  ^é,  mais  pas  encore  adulte.  Le  col  y  est  com- 
posé de  rangées  de  quatre  ou  cinq  cellules,  et  toutes  ces 
cellules  s'élèvent  au-dessus  de  la  surface  du  prothalle,  par 
suite  de  l'accroissement  des  cellules  ventrales.  Les  cellules 
inférieures  des  deux  seules  rangées  que  montre  la  coupe 
viennent  de  se  diviser,  l'une  dans  la  même  direction  où  ont 
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eu  lieu  les  divisions  antérieures,  l'autre  dans  une  direction 
perpendiculaire;  je  regarde  cette  dernière  comme  une  petite 
anomalie,  vu  que  les  archégonea  adultes,  dont  j'ai  examiné 
des  centaines,  ne  contiennent  ordinairement  qu'un  col  d'nne 
seule  couche  de  cellules.  On  voit  distinctement  aussi  le  canal 
du  col,  déjà  existant  mais  encore  fermé,  lequel  canal  résulte 
de  l'écartement  des  séries  de  cellules  dans  l'axe  du  col,  là 
où  elles  se  touchent.  Dans  le  canal  on  trouve  de  petites 
masses  mucilagineuses  ayant  l'aspect  de  grumeaux  de  plasma, 
et  en  nombre  ordinairement  égal  à  celui  des  cellules  composant 
la  série  qui  limite  le  canal.  Ces  grumeaux  se  déplacent  et 
parfois  confluent  entre  eux.  Dans  la  cellule  centrale,  le  con- 
tenu dense  et  trouble  est  plus  on  moins  contracté. 

Lorsque  l'archégone  est  adulte,  les  quatre  rangées  de  cel- 
lules du  col  s'éloignent  progressivement  l'une  de  l'autre  au 
milieu,  et  une  petite  portion  du  mucilage  qui  se  trouvait  dans 
le  canal  en  sort  au  moment  où  celui-ci  s'ouvre.  Ainsi  est 
frayé  aux  spermatozoïdes  un  chemin  convenable,  humide,  pour 
arriver  à  l'oosphère.  Lors  de  la  fécondation  ou  un  peu  après 
ce  processus  [au  sujet  duquel  je  n'entre  dans  aucun  détail,  ne 
l'ayant  pas  observé  moi-même  chez  les  G'Jetcfteraia),  et  pareille- 
ment lorsque  la  fécondation  ne  s'opère  pas,  les  deux  rangées 
supérieures  des  cellules  du  col  se  recourbent  en  dehors,  en 
même  temps  qu'elles  se  séparent  partiellement  l'une  de  l'autre  ; 
il  en  résulte  que  dans  ce  stade  le  col  se  présente  vu  de 
côté,  comme  une  ancre  à  quatre  bras,  vu  d'en  haut,  comme 
une  croix  â  bras  égaux.  Bientôt  ces  cellules  meurent,  elles 
se  dessèchent,  brunissent  et  finalement  se  détachent.  Lorsque 
la  fécondation  n'a  pas  eu  lieu,  comme  c'est  le  cas  pour  la 
grande  majorité  des  archégones,  le  dépérissement  et  la  colo- 
ration en  brun  ne  restent  pas  bornés  au  col,  mais  l'oosphère 
avec  son  contenu  et  fréquemment  aussi  le  ventre  de  l'arché- 
gone deviennent  bruns,  ce  qui  les  fait  immédiatement  recon- 
n^tre  à  la  loupe. 

En  cas  de  fécondation,  le  col  se  dessèche  et  brunit  au  bout 
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d'un  temps  plus  ou  moine  long.  Parfois  il  paraît  se  détacher, 
comme  dans  les  fig.  85,  86  et  87;  mais,  par  contre,  en  trouve 
aussi  des  états  beaucoup  plus  anciens,  tels  par  exemple  que 
celai  représenté  fig.  91,  où  le  col  bran  tient  encore,  bien 
qu'il  se  soit  déjà  formé  une  jeune  plante  avec  racine  et  petite 
feuille.  Constamment,  toutefois,  la  cavité  ventrale  est  fermée, 
après  la  fécondation,  par  l'affaissement  des  cellules  inférieures 
du  col,  et  alors  commence,  tant  dans  le  ventre  de  l'archégone 
que  dans  l'oosphère  elle-même,  une  phase  de  nouvelle  crois- 
sance. Les  cellules  qui  limitent  l'oosphère  ae  divisent  itéra- 
tivement,  et  ce  n'est  que  maintenant  qu'elles  se  différencient 
comme  ventre  de  l'archégone,  qui  reste  toujours  caché  dans 
le  corps  du  prothalle  et  dont  le  développement  marche  d'abord 
dn  même  pas  que  celui  de  l'oosphère.  Ce  phénomène  se  laisse 
bien  voir  surtout  lorsque  les  coupes  au  microtome  du  pro- 
thalle préalablement  durci  sont  examinées,  après  coloration 
par  la  safranine  ou  par  le  violet  de  gentiane,  à  un  grossisse- 
ment suffisant.  J'ai  en  outre  reconnu  ainsi  chez  Oleichenia 
la  particularité  remarquable,  déjà  décrite  pour  Vittaria  par 
M.  Goebel  {Annales  du  jardin  bot.  de  Buitenzorg,  vol.  VII,  p.  87), 
que  sur  un  même  prothalle  deux  arehégones  peuvent  être 
fécondés  et  par  suite  deux  embryons  se  développer.  La  fig.  87, 
qui  représente  one  partie  de  la  coupe  de  Oleichenia  dicarpa, 
obtenue  au  microtome  après  durcissement,  en  donne  un  exem- 
ple; la  coloration  par  la  safranine  y  fait  remarquer  au  premier 
coup  d'œil  les  deux  embryons  placés  l'un  à  côté  de  l'autre. 
Les  coupes  faites  de  la  manière  indiquée  montrent  qu'a- 
près la  fécondation  l'oosphère,  de  même  que  chez  d'autres 
Fougères,  se  divise  d'abord  en  deux  cellules  filles,  dont  la 
paroi  de  séparation  n'est  pas  située  dans  l'axe  de  l'archégone, 
mais  un  peu  obliquement.  Ces  deux  cellules  filles  se  biseg- 
mentent  ensuite  à  leur  tour,  par  de  nouvelles  cloisons  perpen- 
diculaires à  la  première.  Ainsi  se  forme  un  quadrant,  plus 
tard  un  octant,  etc.,  et  peu  à  peu  l'embryon  devient  un 
corps  globuleiix,  â  petites  cellules,  dans  lequel,  comme  le  fait 
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voir  la  fig.  86,  la  cellule  triangulaire  du  sommet  de  la  racine 
est  la  première  à  se  différencier  nettement. 

Pendant  que  tout  cela  se  passe,  le  ventre  de  l'archégone, 
où  l'embryon  se  trouve  encore  enfermé,  a  lui-même  grandi 
considérablement.  Les  cellules  dont  il  est  composé  possè- 
dent de  gros  noyaux,  une  large  quantité  de  protoplasma  et 
des  parois  relativement  minces.  Elles  se  divisent  plusieurs 
fois  dans  une  direction  normale  à  la  surface  du  ventre,  et 
une  fois,  en  outre,  parallàlement  à  cette  surface  ;  il  en  résulte, 
ce  qui  à  ma  connaissance  n'a  pas  encore  été  observé  cbei 
d'autres  archégonea  de  Fougères,  que  la  paroi  du  veutre  con- 
siste en  deux  couches  de  cellules  {voir  fig.  86,  86  et  87), 
phénomène  en  rapport  peut-être  avec  la  longueur  du  temps 
pendant  lequel  l'embryon  et  le  ventre  de  l'archégone  restent 
dans  le  prothalle  et  sont  nourris  par  lui.  Au  cours  de  son 
développement  ultérieur,  toutefois,  l'embryon  finit  par  per- 
forer la  paroi  du  veutre  et  le  tissu  du  prothalle;  les  cellules 
desséchées  de  l'archégone  et  de  son  voisin^e  immédiat  con- 
tinuent pendant  quelque  temps  à  entourer  la  base  de  la  racine 
et  de  la  feuille,  tandis  que  les  sommets  de  ces  organes,  ap- 
parus à  l'air  libre,  s'accroissent  en  directions  opposées.  A 
l'origine,  l'un  et  l'autre  sont  encore  nourris  par  la  partie 
vivante  du  prothalle,  avec  lequel  une  partie  de  l'embryon 
conserve  longtemps  une  union  intime.  Ce  stade  est  représenté 
dans  la  fig.  91. 

Finalement,  la  prothalle  dépérit  peu  â  peu  et  la  jeune 
plante  pourvoit  alors  elle-même  à  ses  besoins.  Sur  la  racine 
primaire  naissent  des  racines  latérales,  et  à  côté  de  la  feuille 
primaire,  dont  la  durée  de  vie  est  limitée,  il  se  forme  suc- 
cessivement, quoique  lentement,  de  petites  feuilles  un  peu 
plus  composées,  ainsi  que  cela  est  le  cas  aussi  chez  d'autres 
Fougères.  Je  n'entre  toutefois  dans  aucun  détail  à  ce  sujet, 
n'ayant  pas  l'intention,  dans  le  présent  travail,  de  décrire 
aussi  la  génération  asexuée  des  Qleichéniacées. 

J'ajouterai  seulement  une  couple  de  remarques,    faites  à 


by  Google 


La   GÉNéRATION  SEXUEE   DBS   QLEICHÉNIACÉES.  211 

l'occasion  de  l'exameD  des  susdites  coupes  de  la  jeune  plante, 
remarques  relatives  à  la  division  des  cellules  aux  points  de 
végétation.  En  premier  lieu,  on  trouve  que  le  sommet  croît 
par  une  cellule  apicale  triangulaire  (voir  fig.  88),  dont  se 
séparent  des  segments  réguliers,  qui  ensuite  se  divisent,  par 
dea  cloisons  de  segmentation  perpendiculaires  entre  elles, 
en  un  nombre  de  cellules.  Les  segments  successifs  (indiqués 
par  des  chiffres  dans  la  figure)  sont  ici  faciles  à  reconnaître. 
En  second  lieu,  la  coupe  longitudinale  menée  par  le  sommet 
de  la  racine  (fig.  89)  nous  apprend  qu'ici,  de  même  que  chez 
d'autres  Fougères,  les  parties  nouvelles  sont  formées  par  une 
cellule  apicale  tétraédrique,  continuellement  rajeunie,  qui  sé- 
pare des  segments  latéraux  et  un  segment  apical,  donnant 
naissance  aux  différentes  parties  de  la  racine  et  à  sa  coiffe. 
Ces  segmentations  cellulaires,  d'ailleurs  connues  depuis  long- 
temps et  fréquemment  décrites,  ont  de  nouveau  attiré  l'at- 
tention dans  les  derniers  temps,  à  la  suite  des  observations 
de  MM.  van  Tieghem  et  Douliot,  publiées  dans  les  Ann.  d. 
se.  nai.  7e  Série,  T.  VIII,  p  382,  observations  qui  ont  con- 
duit à  un  résultat  différent  de  celui,  généralement  admis  jus- 
qu'ici, auquel  étaient  arrivés  MM.  Nâgeli  et  Leitgeb.  Ceux-ci 
avaient  trouvé,  en  1868,  par  une  série  de  recherches,  que 
les  segments  latéraux  de  la  cellule  apicale  de  la  racine  for- 
ment l'écorce,  le  cylindre  central  et  l'épiderme,  tandis  que  le 
segment  apical  de  cette  cellule  n'engendrerait  que  la  coiffe 
de  la  racine.  MM.  van  Tieghem  et  Douliot,  au  contraire, 
après  une  étude  non  moins  détaillée,  af&rment  que,  confor- 
mément à  ce  qui  a  lieu  chez  les  Phanérogames,  les  trois 
segments  latéraux  de  la  cellule  apicale  ne  fournissent  que  le 
cylindre  central  et  l'écorce  de  la  racine,  de  sorte  que  le  seg- 
ment externe  produirait  l'épiderme  et  la  coiffe,  laquelle  serait 
donc  à  considérer  comme  une  portion  de  l'épiderme.  Mon 
Étude  de  la  jeune  racine  de  Oleàchenia  me  porte  à  conclure 
que,  pour  cette  famille  de  Fougères,  l'opinion  de  MM,  Nâgeli 
et   Leitgeb    doit   être   maintenue;    c'est  ce  qui  ressort,  entre 
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autres,  de  la  fig.  89,  fidèlement  dessÏDée  d'après  nature  en  ce 
qui  concerne  les  dimensions  et  l'arrangement  dea  cellules,  et 
dana  laquelle  on  peut  suivre  complètement,  sana  autre  ex- 
plication, la  formation  des  cellules  épidermiques  aux  dépens 
des  segments  latéraux  de  la  cellule  apicale. 


En  dernier  lieu,  je  présenterai  encore  quelques  remarques 
sur  les: 

Déviations  dans  le  développement  des 
prothalles. 

Ordinairement  le  prothalle  a  atteint  dans  la  forme  en  cœur, 
avec  lobes  plus  ou  moins  incisés,  son  point  culminant.  Si, 
comme  il  a  été  décrit  plus  haut,  les  organes  sexuels  se  sont 
développés  tous  les  deux,  l'oosphère  d'un  des  archégones, 
fécondée  par  les  spermatozoïdes  mis  en  liberté,  produit  en  un 
temps  relativement  court  une  jeune  plante,  à  la  vérité  d'une 
structure  encore  très  simple.  Les  autres  archégones  brunissent 
et  meurent  :  des  anthéridies  qui  à  ce  moment  ne  sont  pas 
arrivées  à  maturité,  quelques-unes  continuent  à  se  développer 
et  s'ouvrent,  mais,  à  cela  près,  le  prothalle  a  cessé  de  croître, 
sa  destination  étant  remplie  ;  le  contenu  des  cellules  du  cous- 
sinet sert  encore  quelque  temps  ànourrirla  jeune  plante,  puis 
le  prothalle  dépérit  peu  à  peu,  à  mesure  que  se  développe 
la  seconde  génération. 

A  cette  marche  normale  des  phénomènes  il  se  présente 
toutefois,  chez  certains  prothalles  placés  dans  des  conditions 
tout  à  fait  semblables  à  celles  des  autres,  des  exceptions  qui 
méritent  d'être  signalées. 

D'abord,  j'ai  trouvé  dans  mes  cultures,  notamment  dans 
celles  du  Gleichenia  drcinata,  var.  'micropkylla,  et  du  G.  dicarpa, 
au  milieu  des  prothallea  normaux,  quelques  spécimens  où 
la  fécondation  paraissait  ne  pas  s'opérer.  Après  avoir  produit 
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an  petit  nombre  d'anthéridies  et  d'archégones  aux  endroits 
habituels,  le  prothalle  continuait  à  croître  avec  luxuriance, 
de  manière  à  atteindre  un  développement  gigantesque,  au 
moins  dix  fois  plus  considérable  que  celui  des  prothalles  or- 
dinaires. Les  rhizoïdes  de  la  face  inférieure  formaient  une 
épaisse  touffe  de  poils,  mais  les  incisions  du  bord  étaient  moins 
nombreuses  et  moins  profondes,  et  par  suite  la  frisure  du 
bord  moins  prononcée,  que  chez  les  prothalles  normaux. 
Pendant  toute  une  suite  de  mois  ces  prothalles  stériles  res- 
taient verts  et  frais,   sans  éprouver  de  changement  notable. 

Une  autre  anomalie  est  la  tendance  à  la  diœcie,  accom- 
pagnée d'un  accroissement  végétatif  vigoureux,  qui  s'observe 
chez  certains  prothalles,  les  circonstances  extérieures  étant 
d'ailleurs  les  mêmes.  On  sait  que  chez  beaucoup  de  Fougères, 
et  aussi  chez  d'antres  Cryptogames,  dans  un  état  d'appau- 
vrissement, îl  ne  se  forme  que  des  organes  générateurs  mâles. 
C'est  ce  que  j'ai  même  vu  chez  des  Algues  et  décrit  daus 
mon  Mémoire  sur  le  Sphaeroplea  annulina  ;  mais  ici  le  cas  est 
tout  différent.  Chez  les  Oldehenia,  il  arrive  que  des  prothalles 
vigoureusement  développés  produisent  uniquement,  ou  presque 
uniquement,  des  archégones.  Il  y  a  donc  là  un  remarquable 
cas  à'apandne,  phénomène  qui,  suivant  M.  de  Bary  {Veber 
Apogame  FaTiie  u.  s.  w.,  dans  Bot.  Zeii.,  1878.  p.  449  et  suîv.), 
n'avait  pas  encore  été  observé  chez  les  Fougères,  On  en  trouve 
un  exemple  dans  la  fig.  43,  représentant  d'après  le  vif  un 
vieux  prothalle,  itérativement  bilobé,  de  GUiehenia  rupeatris, 
qui  possède  sur  le  milieu  de  la  face  inférieure  et  vers  le  bas 
entre  les  nombreux  rhizoïdes  une  quantité  d'archégones  adul- 
tes, et  en  outre,  plus  haut,  eu  i,  plusieurs  jeunes  archégones, 
mais  qui  sur  toute  sa  surface  ne  laisse  voir  qu'une  seule 
anthéridie,  savoir  vers  le  bas,  sur  un  des  lobes  latéraux, 
en  anth. 

Plus  remarquable  encore  est  un  autre  cas,  qui  s'est  présenté 
chez  le  Gldchenia  cirdnata  var.  microphylla.  Dans  les  cultures 
dont  il  a   été  question  plus    haut,  et  où  de  très  grands  pro- 
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thalles  se  trouvaient  au  milieu  de  prothalles  plus  petits  et 
portant  déjeunes  plantes,  j'en  ai  rencontré  aussi  où  le  coussinet 
était  rempli  d'arciiégones,  sans  qu'une  seule  anthéridie  se 
montrât  à  la  vue.  De  ces  nombreux  archégones,  d'âge  diffé- 
rent, aucun  n'était  fécondé.  D'un  pareil  prothalle  il  a  été  fait 
au  microtome,  après  inclusion  dans  la  paraffine,  suivant  les 
indications  de  M.  MoU,  de  nombreuses  coupes,  qui  ensuit» 
ont  été  colorées  par  la  safranine.  Soumis  à  un  examen  mi- 
nutieux, les  archégones  furent  trouvés  constitués  tout  à  fait 
normalement,  mais  nulle  part  on  ne  put  découvrir  une  oosphère 
fécondée,  bien  que  le  prothalle  eût  crû  au  milieu  d'autres  de 
la  même  espèce,  richement  pourvus  d'anthéridies. 

Enfin,  j'ai  observé  chez  Gleichenia  une  troisième  déviation, 
extrêmement  remarquable,  que  j'inclinerais  à  appeler  une 
prolifération  générale.  Parmi  les  grands  prothalles  de  Gleicimàa 
drcinata,  var.  mioropkylla,  il  y  en  avait  un  qui  était  partiellement 
mort,  le  dépérissement,  comme  il  arrive  d'ordinaire  chez  les 
prothalles  de  Fougères,  ayant  commencé  à  la  base  et  s'étendant 
d'une  cellule  à  l'autre,  du  centre  à  la  circonférence.  Or,  des 
cellules  du  bord  de  la  partie  supérieure  du  prothalle,  cellules 
encore  vivantes  et  contenant  de  la  chlorophylle,  il  était  né  une 
quantité  de  jeunes  pousses  ou  prothalles  secondaires,  des 
formes  les  plus  bizarres,  les  uns  filamenteux,  ramifiés  ou  non, 
d'autres  plus  claviformes,  d'autres  encore  approchant  de  la 
forme  en  cœur.  Sur  ces  prothalles  se  voyaient  à  l'extrémité 
des  filaments,  et  aussi  latéralement  aux  branches,  desaathê- 
ridies  dans  toutes  sortes  d'états  de  développement,  et  il  en 
était  de  même  des  prothalles,  ordinairement  un  peu  plus  âgés, 
qui  s'étaient  plus  étendus  en  lame.  A  la  face  inférieure,  je 
trouvai  sur  ces  prothalles  de  longs  rhizoïdes,  de  la  forme  nor- 
male, mais  peu  ou  point  teintés  en  brun.  Chez  ceux  qui 
avaient  déjà  pris  la  forme  en  cœur,  je  découvris  à  l'endroit 
ordinaire  (à  la  face  inférieure,  près  de  l'iuflexion  des  deux 
ailes)  quatre  ou  cinq  archégones. 

Pour   étudier  ce  phénomène  de  plus  près,  quelques  exem- 
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plaires  bien  sains  des  grands  prothalles  de  ta  même  espèce 
furent  placés  dans  de  petits  pots  séparés,  de  telle  sorte  qne 
leur  base,  enfoDcée  dans  la  terre,  fût  lésée  et  commençât  à 
dépérir.  De  cette  manière  je  réussis  à  faire  naître,  ici  égale- 
ment, sur  les  bords  encore  sains,  des  prothalles  secondaires. 
Je  constatai  même  que,  dans  ces  conditions,  chaque  cellule 
marginale  Vivante  peut  se  développer  eu  un  semblable  pro- 
thalle. Il  s'agit  donc  ici  d'une  multiplication  purement  véiré- 
tative  de  plantes  sexuées. 

Compulse-t-on  la  littérature  cryptogamique,  on  trouve  que 
ce  phénomène  n'est  pas  isolé.  Il  arrive  souvent  que  des 
cellules  marginales,  au  sommet  d'un  prothalle  plat  ou  cordi- 
forme,  se  développent  en  un  tube  ou  en  une  nouvelle  lame, 
qui  alors  porte  fréquemment  des  anthéridies.  Nos  figures  45 
et  46  montrent  un  commencement  du  processus  chez  Qîskkenia 
flabellata.  Il  y  a  déjà  bien  des  années,  en  étudiant  la  germi- 
nation des  Osmondacêes,  j'ai  vu  plus  d'une  foisleurs  prothalles 
claviformes  et  assez  grands  en  produire  au  sommet  de  nouveaux, 
présentant  la  même  forme;  ces  protlialles  secondaires,  tout 
comme  les  primaires,  portaient  sur  leurs  bords  de  nombreuses 
anthéridies,  et  restaient  en  vie  même  après  la  mort  de  celles-ci. 
Le  phénomène  a  aussi  été  décrit  par  M.  Luerssen,  dans  son 
Mémoire  sur  les  Osmondacêes  (Schenk  u.  Luerssen,  Mitth,  d. 
Botanik,  I,  p.  469). 

Pour  le  Oymnogramme,  M.  Hofmeîster  (Vergleich.  Vnters., 
Tab.  XVII,  fig.  35)  mentionne  quelque  chose  d'analogie.  On 
peut  y  rapporter  également  ce  que  M,  Pedersen  a  décrit  et 
représenté  (dans  Schenk  und  Luerssen,  Mitth.  d.  Botanik.,  II, 
p.  130,  Taf.  VIII,  fig.  35)  pour  VAspidium  Filix  mas,  dont 
un  prothalle  plat,  pourvu  d'anthéridies,  avait  donné  nais- 
sance à  un  filament  avec  anthéridie  et  à  un  prothalle  secon- 
daire claviforme.  Ce  qui  se  rapproche  toutefois  le  plus  du 
phénomène  tel  que  je  l'ai  décrit,  ce  sont  les  formes  anomales 
de  prothalles  secondaires  obtenues  par  M.  De  Bary  chez  Pteria 
arnica   albo-lineata,   et   dont  quelques-unes  sont  représentées 
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dans  les  fig.  11— 16,' PI.  XIV,  de  son  Mémoire,  déjà  cité, 
sur  l'Àpogamie  (Bot.  Zeit.,  1S78).  La  decription  qu'il  en  donne 
s'applique  aussi,  en  grande  partie,  aux  cas  observés  par  moi. 
M.  de  Bary  dit,  entre  autres,  p.  446: 

,Die  meisten  dieser  secundàren  Bildungen  —  entstehen 
„sehr  oft  durch  Auswachsen  eiuzelner  Zellen  des  Randea 
„oder  aucb  der  Flàche  zu  elner  fadenfôrmigeu  2<eUreihe, 
„welche  sich  dann  zum  dachen  Korper  weiterbildet  ;  oder 
„aber  sie  gehen  hervor  aus  dera  Auswachsen  eines  grosseren, 
„vielzelligen  Randabschnittes,  und  sitzen  dann  dem  Mutter- 
„prothallium  mit  breiter  Basia  an.  Die  Form  welcbe  dièse 
„Korper  annehmen,  ist  ungemein  mannichfaltig.  Die  einen 
„bleiben  schmal,  relativ  wenigzellig,  einschichtig,  den  mânn- 
„lichen  primaren  Zwei^prothallien  âhnlich;  andere  erhalten 
„an  ihrem  freien  Rande  eine  typische  und  typisch  wachsende 
„Herzbucbt  und  schliesslicb  die  Gesammtform  und  Structur 
,regelmâssig  gewachsener  primarer.  Zwischen  diesen  beiden 
sFormen  kommen  aile  erdonklichen  intermediàren  vor,  in- 
,BODderheit  viele  mit  unregelmâssig  wachsender  und  gestal- 
,teter,  oft  nur  angedeuteter  Herzbucht  und  uuterhalbdieaer 
„gelegenen  mehrsehichtigem  Mittelstreif.  Die  fehlgeachlagenen 
Prothallien"  —  c'est  ainsi  que  M.  de  Bary  appelle  ces  formes 
à  excroissances  particulières  — ^sindinderin  Redestehenden 
„Beziehung  besonders  productiv.  Wo  die  Auszweîgungen  im 
„Zusammenhang  geblieben  sind,  kann  man  ihrer  an  einem 
Jener  Individuen  oft  Dutzende  finden."  etc. 

J'ai  observé  exactement  la  même  chose  chez  les  prothalles 
proliférants  de  Oleichenia.  Sous  un  rapport,  toutefois,  les  deux 
cas  diffèrent.  Les  prothalles  de  Pteris  cretica,  aussi  bien  les 
secondaires  que  les  primaires,  produisent  de  jeunes  feuilles 
et  de  jeunes  racines  de  la  seconde  génération  sans  le  concours 
d'organes  sexuels,  comme  simples  pousses,  et  sont  donc  des 
Fougères  apogames.  Aussi  M,  de  Bary  n'a-t-il  trouvé  sur 
aucun  prothalle  secondaire  des  archégones,  ni  même  des 
rudiments    d'arcbégones.    Sur   les   prothalles    secondaires  de 
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Qleiehenia,  au  contraire,  j'ai  rencontré  quatre  ou  cinq  arché- 
gones  bien  développés,  mais  aucune  trace  de  pousse  apogame. 
Le  phénomène  que  j'ai  observé  n'est  donc  pas  une  apogamie  ; 
c'est,  comme  il  a  été  dit  plus  haut,  une  multiplication  végé- 
tative de  la  génération  sexuée,  comparable  à  la  multiplication 
par  bourgeons  ou  bulbes  de  Phanérogames  ordinairement 
fructifères, 

A  ce  phénomène  se  rattachent  aussi  les  remarquables  dé- 
viations rencontrées  par  M.  Goebel  chez  Vittaria  et  chez 
Hymenophyllum  et  décrites  dans  le  Mémoire  qu'il  a  publié, 
en  1887,  (dans:  Treub,  AuTiales  du  Jardin  botanique  de  Buiterir 
zorg  Vol.  VII,  1^"  Part.,  p.  78  et  99  et  suiv.).  M.  Goebel  a 
vu,  aux  bords  des  prothalles,  des  bulbilles  fixés  sur  des  sté- 
nigmes,  c'est-à-dire  sur  des  cellules  marginales  de  forme 
particulière  ;  ces  bulbilles  se  détachent  de  leur  support  et 
peuvent  ensuite  germer,  autrement  dit,  émettre  des  poils 
radiculaires,  s'agrandir  par  multiplication  cellulaire  et  former 
des  lames,  sur  lesquelles  apparaissent  des  anthéridies  et  des 
archégones.  Chez  d'autres  Ptéridophytes,  en  trouve  de  petits 
tubercules  à  la  base  des  prothalles,  tubercules  dont  peuvent 
naître  de  nouveaux  prothalles  avec  anthéridies  et  archégones, 
tels  que  M.  Goebel  les  a  récemment  décrits  pour  Anogramme 
chaerophylla  et  A.  lepiophylla,  dans  le  1*^  fascicule  de  la 
nouvelle  série  du  journal  Flora,  publié  sous  sa  direction. 
Mentionnons  encore  les  singuliers  petits  tubercules  découverts 
par  M.  Treub  sur  le  Lycopodium  Salahmse  {AuTialee  du  Jardin 
bot.  de  Buitenzorg,  Vol.  VII,  p.  411)  et  d'où  naquirent  une 
quantité  de  branches  prothalliques. 

De  tous  ces  exemples  il  ressort,  fait  déjà  remarqué  par 
d'autres  dans  les  derniers  temps,  que  la  génération  sexuée 
n'est  pas  exclusivement  un  état  produisant  les  organes 
sexuels,  mais  qu'elle  constitue  dans  la  vie  de  la  plante  une 
forme  propre,  une  forme  de  jeunesse,  susceptible  d'être  mo- 
difiée   à    un  haut   degré  par  les  circonstances  extérieures  et 
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pouvant,  en  rapport  avec  cette   propriété,   se  multiplier  de 
diâérentes  manières. 


Résultats. 

Les  recherches  exposées  dans  les  pages  précédentes  ont 
conduit  aux  résultats  suivants: 

L'obtention  de  jeunes  plantes  au  moyen  des  spores  est, 
pour  le  genre  Gleichenia,  difficile  et  pénible  ;  elle  réussit  ce- 
pendant pour  certaines  espèces,  telles  que  Gi.  rupestria,  dicarpa, 
hecistophylla,  eircinata  var.  semi-vestita  et  àreinata  microphyUa, 
tandis  que  chez  Gl.  flabellata  et  Mendelli,  au  contraire,  le 
dépérissement  survint  après  les  stades  germinatifs  et  la  for- 
mation d'organes  sexuels. 

Pour  le  succès,  il  est  nécessaire  que  les  spores  soient 
mûres  et  dans  un  état  parfaitement  sain  (à  constater  au 
microscope),  et  que  les  cultures  soient  continuellement  netto- 
yées et  débarrassées  d'organismes  inférieurs,  tels  que  Nostocs, 
Diatomées,  filaments  mucédinéens  et  protonémas  de  mousses. 
Même  dans  les  conditions  les  plus  favorables,  la  croissance, 
après  le  premier  stade  germinatif,  est  extrêmement  lente.  Il 
faut  plusieurs  mois  pour  obtenir  de  petites  plantes  mesurant 
une  couple  de  centimètres. 

Les  spores  de  presquetoutes  les  espèces  de  Gleichenia  étudiées 
sont  radîaires  et  de  grosseur  moyenne.  Leur  diamètre  le  plus 
long  varie  de  0,-042  à  0,053  mm.,  le  plus  court  de  0,031  à  0,042 
mm.  Seules  les  spores  de  Gl.  flabellata  sont  bilatérales  et 
plus  petites  que  toutes  les  autres  (0™°,035  en  long  O'^,020 
en  travers), 

La  paroi  des  spores  est  incolore,  transparente,  sans  verrues  ni 
épaississemeuts  réticulaires  ;  mais  chez  les  spores  radîaires  elle 
contient  trois,  chez  les  spores  bilatérales  deux  larges  et  épaisses 
poutres,   qui  dans  le  premier  cas  unissent  presque  les  bases 
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des  trois  côtes,  tandis  que  dans  le  second  cas  elles  sont  pa- 
rallèles à  la  côte  unique.  La  paroi  est  composée  de  trois 
couches,  une  mince  épispore,  une  épaisse  exospore  (ou  exine) 
et  une  très  mince  endospore  (intine),  qui  se  forme  la  der- 
nière. Aucune  des  trois  couches  ne  donne  avec  le  chlorure 
de  zinc  iodé  la  réaction  de  la  cellulose.  Le  contenu  de  la 
spore,  à  l'état  mûr,  est  de  couleur  jaune  foncé,  opaque,  très 
réfringent,  composé  d'une  épaisse  masse  de  protoplasma  et 
de  quelques  globules  de  graisse  {?).  Immédiatement  au-dessous 
du  point  de  réunion  des  trois  côtes  des  spores  radiaires,  ou 
au-dessous  du  milieu  de  la  côte  unique  des  spores  bilatérales, 
se  trouve  un  gros  noyau  rond,  avec  nucléole. 

Les  premiers  phénomènes  visibles  de  la  germination  con- 
sistent en  un  changement  de  couleur  du  contenu  de  la  spore, 
lequel  verdit  de  plus  en  plus  par  suite  do  la  formation  de 
chlorophylle  (même  quand  les  spores  sont  encore  renfermées 
dans  le  sporange  et  germent  donc  dans  une  obscurité  presque 
complète).  Le  noyau  de  la  cellule  change  de  forme  et  com- 
mence à  se  segmenter.  Bans  la  spore,  surtout  au  voisinage 
du  noyau  et  près  de  la  périphérie,  il  se  forme  une  quantité 
de  très  petits  grains  d'amidon  Bientôt  la  spore  contient  deux 
cellules  filles,  pourvues  chacune  d'un  noyau  et  d'une  paroi 
cellulosique  propre,  comme  l'atteste  la  réaction  avec  le  chlo- 
rure de  zinc  iodé. 

Vers  ce  temps,  la  paroi  de  la  spore  s'est  ouverte  par  l'écar- 
temant  des  trois  côtes  de  la  spore  radiaire  ou  des  deux  moi- 
tiés de  la  côte  unique  de  la  spore  bilatérale,  et  à  travers 
cette  ouverture  apparaît,  comme  une  papille,  la  paroi  nou- 
vellement formée  de  la  jeune  plante  en  germination.  La  paroi 
ouverte  de  la  spore  reste  ordinairement  encore  longtemps 
attachée  au  prothalle,  pendant  que  celui-ci  continue  à  croître. 

Cette  interprétation  du  premier  processus  germinatif , 
différente  de  celle  qui  régnait  antérieurement  (et  suivant  la- 
quelle la  paroi  de  la  papille  serait  formée  aux  dépens  de  l' en- 
dospore),  a    été  donnée    par   moi  en  1879  {Bot.  Zeit.,  1879, 
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p.  541,  et  ailleurs).  Elle  a  été  adoptée  par  M.  Sadebeck  et 
par  d'autres  botanistes,  mais  son  applicabilité  à  la  germination 
d'autres  spores  de  Cryptogames  a  été  contestée,  en  1884,  par 
M.  Leitgeb,  Les  arguments  de  cet  auteur  ne  m'ont  toutefois  pas 
convaincu.  Plus  haut,  p.  179 — 185,  se  trouvent  les  raisons  qui 
me  font  persister  dans  ma  manière  de  voir,  ainsi  qu'un 
exposé  plus  complet  de  celle-*!. 

Le  jeune  prothatle  croît  d'abord  avec  assez  de  rapidité, 
rapidité  plus  grande  pour  la  cellule  à  chlorophylle  que  pour 
le  poil  radicuiaire. 

Eu  général  il  se  forme,  par  des  segmentations  répétées 
parallèles  entre  elles  et  perpendiculaires  à  la  direction  de 
l'accroissement  en  longueur,  une  série  de  4 — 12  cellules,  tandis 
qu'à  côté  du  poil  radicuiaire  primaire,  qui  souvent  s'allonge 
peu,  quelques  rhizoïdes  à  croissance  rapide  naissent  des  2'  et 
3*  cellules  du  protballe,  ou  de  cellules  encore  plus  hautes. 

Fréquemment,  toutefois,  il  ae  produit  aussi  des  formes  ano- 
males, dont  quelques-unes  ont  été  décrites  p.  186  et  suiv.  Cel- 
les-ci se  laissent  ramener  à  deux  types,  celui  du  protballe 
épaissi  en  corps  et  celui  d'une  série  de  filaments  équivalents. 

Ensuite  il  s'opère  dans  la  cellule  supérieure  une  division 
dont  la  direction  est  perpendiculaire  à  celle  de  la  division 
immédiatement  précédente,  après  quoi  le  prothalle,  par  des 
divisions  successives  suivant  le  principe  de  la  section  perpen- 
diculaire des  parois  (Sachs),  prend  peu  à  peu  la  forme  en  mas- 
sue. L'une  des  cellules  se  comporte  alors  comme  cellule  apîcale, 
séparant  des  segments  et  formant  ainsi  des  parois  anticlines. 

De  la  forme  en  massue  naît  peu  à  peu,  attendu  qu'au 
point  végétatif  l'accroissement  est  relativement  le  plus  faible, 
le  prothalle  cordiforme,  général  chez  les  Fougères.  Pendant 
ce  changement,  la  cellule  apîcale.,  ainsi  que  M,  Prantl  l'a 
montré  à  bon  droit,  ne  disparait  pas;  elle  cesse  seulement 
d'être  immédiatement  reconnaissable  à  sa  forme  pointue. 

Dans  l'axe  du  protballe  cordiforme  se  constitue  en  même 
temps,    par    des    divisions    cellulaires  parallèles   au  plan  du 
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prothalle,  ce  qu'on  appelle  le  coussinet;  celui-ci,  qui  à  sa  limite 
n'a  qu'une  épaisseur  de  2  assises  cellulaires,  mais  en  compte 
jusqu'à  8  en  son  milieu  chez  les  prothalles  âgés,  s'étend  sur 
une  surface  de  20  cellules  et  même  davantage. 

Ce  coussinet  porte  à  la  face  inférieure  un  grand  nombre 
de  rhizoïdes  raides  ,  le  plus  souvent  colorés  en  brun. 

Le  prothalle  continuant  à  se  développer,  de  nouveaux  points 
végétatif,  à  croissance  plus  lente,  apparaissent  fréquemment 
dans  les  lobes  latéraux  ou  ailes  ;  il  en  résulte  des  échaucrures 
répétées,  souvent  accompagnées  d'hyponastie,  d'où  redresse- 
ment des  bords.  Les  rhizoïdes  insérés  sur  le  coussinet  deviennent 
alors  d'autant  pins  longs  que  leur  origine  se  trouve  plus  haut. 

Les  anthéridies  se  forment  d'assez  bonne  heure:  ches  les 
prothalles  filamenteux,  le  plus  souvent  au  sommet;  chez  les 
claviformes,  en  partie  au  bord  et  à  la  fece  inférieure  près  de 
la  base  entre  les  rhizoïdes,  ainsi  que  sur  le  coussinet  et  aux 
lobes,  parfois  aussi,  en  petit  nombre,  à  la  face  supérieure  du 
prothalle,  mais  non  au  bord.  Elles  peuvent  être  très  nom- 
breuses, et  souvent  de  jeunes  anthéridies  se  montrent  entre 
d'autres,  de  même  que,  sur  les  feuilles,  on  trouve  de  jeunes 
stomates  entre  les  stomates  plus  âgés. 

L'examen  comparé  d'anthéridies  à  divers  stades  de  déve- 
loppement et  l'étude  microscopique  de  l'anthéridie  vivante, 
en  voie  d'accroissement,  ont  appris  ce  qui  suit: 

La  cellule  mère  de  l'anthéridie,  toujours  située  à  la  surface 
du  prothalle,  se  partage  par  une  cloison  baailaire  en  deux 
cellules,  dont  l'inférieure  continue  à  fonctionner  comme  cellule 
pédicellaire,  tandis  que  l'autre  se  porte  plus  en  dehors  et  ne 
tarde  pas  à  se  diviser  elle-même  en  une  cellule  intérieure 
plus  ou  moins  infondibuliforme  et  une  extérieure  à  peu  près  an- 
nulaire. Bientôt  après,  la  cellule  infondibuliforme  est  partagée, 
par  une  cloison  parallèle  à  la  base  de  l'anthéridie,  en  une 
portion  extérieure,  ayant  la  forme  d'un  dôme,  et  une  portion 
intérieure,  infondibuliforme.  Cette  dernière  est  la  cellule 
centrale,    dans  laquelle   se    constituent,  par   des   segmenta- 
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tions  répétées  du  contenu,  les  cellules  mères  des  spermato- 
zoïdes. 

A  l'état -de  maturité,  l'anthéridie  s'ouvre  de  la  manière 
ordinaire:  l'eau  absorbée  osmotiquement  fait  gonfler  les  cel- 
lules pariétales  et  par  auite  rétrécir  l'espace  intérieur ,  de  sorte 
que,  après  écartement  de  la  cellule  operculaire,  les  sperma- 
tozoïdes sont  expulsés. 

Les  archégones  n'apparaissent  d'ordinaire  que  lorsque  le 
prothalle  a  acquis  la  forme  en  cœur  et  que  le  coussinet  est 
déjà  formé  de  3  ou  4  assises  cellulaires.  Sur  les  prothalles 
relativement  jeunes,  ils  se  montrent  en  nombre  restreint, 
le  plus  et  en  premier  lieu  près  du  sommet  du  méristème, 
c'est-à-dire  près  du  bord  de  l'échancrure  et  à  ta  face  infé- 
rieure du  prothalle.  Sur  les  prothalles  plus  âgés,  on  peut 
toutefois  trouver  parfois,  chez  les  plantes  en  question,  un 
grand  nombre  d'archégones  très  rapprochés  et  d'âges  dif- 
férents. 

La  forme  de  l'archégone  est  chez  les  Gleichenia,  de  même 
que  dans  d'autres  familles  de  Fougères,  celle  d'une  bouteille. 
Le  col,  composé  de  quatre  séries  5-  ou  6-cellulaires,  disposées 
en  croix,  fait  entièrement  saillie  à  l'extérieur,  tandis  que  le 
ventre,  qui  contient  l'oosphère,  est  caché  dans  le  tissu  du 
prothalle. 

L'archégone  procède  d'une  cellule  placée  extérieurement, 
à  la  face  inférieure  du  prothalle,  laquelle  cellule  se  partage 
par  une  cloison  péricline  en  deux  cellules  filles,  dont  l'exté- 
rienre  est  la  cellule  mère  du  col,  l'intérieure  celle  de  la  cel- 
lule centrale.  La  première,  dont  le  développement  devance 
bientôt  celui  de  l'autre,  se  divise,  par  deux  cloisons  anticlines 
perpendiculaires  entre  elles,  en  un  quadrant  de  quatre  cellules 
superficielles,  qui  sont  les  initiales  des  quatre  séries  cellu- 
laires du  col  et  s'accroissent  vers  le  dehors. 

La  cellule  centrale  s'allonge  en  cône  vers  le  haut  et  pro- 
duit au  sommet,  par  bipartition,  la  cellule  de  canal  du  col. 
Celle-ci    pénètre    en    forme    de    coin  entre  les  quatre  séries 
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cellulaîrea  du  col,  lesquelles  par  suite  s'écartent  un  peu  l'une 
de  l'autre  dans  l'axe  du  col,  tout  en  restant  unies  vers  le  haut. 

Simultanément,  les  cellules  qui  entourent  la  cellule  centrale 
commencent  à  s'accroître  et  à  se  segmenter,  ce  qui  donne  lieu 
à  la  formation  du  ventre  de  l'archégone  et  au  relèvement  de 
la  cellule  fille  inférieure  de  la  cellule  centrale,  laquelle  cellule 
fille,  maintenant  devenue  l'oosphère,  est  portée  près  de  la 
surface  du  prothalle. 

A  la  maturation  de  l'archégone,  les  parois  de  la  cellule  de 
canal  du  col  entrent  en  diffluence,  et  le  canal  se  remplit  de 
leurs  restes  à  l'état  de  petites  masses  mucîlagineuses;  les 
cellules  du  col  divergent  vers  le  haut,  en  forme  de  bras 
d'ancre,  et  par  le  canal  du  col,  maitenant  ouvert,  les  sper- 
matozoïdes peuvent  se  frayer  un  passage  jusqu'à  l'oosphère. 

Après  la  fécondation,  le  col  meurt  jusqu'aux  cellules  in- 
férieures, qui  se  ferment  autour  de  l'oosphère,  avec  laquelle, 
de  même  que  la  paroi  ventrale  de  l'archégone,  elles  conti- 
nuent longtemps  à  croître.  L'oosphère  elle-même  se  segmente 
à  différentes  reprises  par  des  cloisons  perpendiculaires  l'une 
à  l'autre,  et  devient  ainsi  l'embryon  pluricellulaire,  dans  le- 
quel se  différencie  bientôt  la  cellule  apicale  triangulaire. 

La  paroi  du  ventre  de  l'archégone,  par  suite  probablement 
de  la  lenteur  de  l'accroissement  chez  les  Gleichéuiacées,  ac- 
quiert une  épaisseur  de  deux  assises  cellulaires. 

Chez  les  Oleieîienia,  il  arrive  parfois  que  sur  le  même  pro- 
thalle deux  oosphères  voisines  soient  fécondées  et  se  dévelop- 
pent jusqu'à  l'état  d'embryon. 

Plus  tard,  l'embryon  perfore  le  ventre  de  l'archégone, 
auquel  est  encore  fixé  le  col  bruni,  et  la  première  racine 
ainsi  que  la  première  petite  feuille  de  la  jeune  Fougère  de- 
viennent libres. 

Au  cours  de  l'accroissement  de  la  racine,  plus  lent  que 
celui  de  la  feuille,  les  cellules  épidermiques  procèdent  des 
segments  latéraux  de  la  cellule  apicale,  conformément  à 
l'opinion  de  MM.  Nàgeli  et  Leitgeb,  et  non,  comme  MM.  van 
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Tieghem  et  Douliot  l'ant  montré  poar  beaucoup  d'autres 
plantes,  du  segment  terminal  de  cette  cellule  apicale. 

Dans  le  développement  des  prothalles  des  Qleichéniacém 
il  se  présente  parfois  de  remarquables  déviations ,  telles  que  : 

1°.  Accroissement  et  segmentation  prolongés_  des  cellules 
végétatives  du  prothalle,  de  sorte  que  celui-ci  atteint  une 
taille  gigantesque,  sans  formation  d'anthéridies  ni  d'archégones. 

2°.  Tendance  à  la  diœcie,  consistant  dans  la  formatioD  de 
nombreux  archégones  sur  de  grands  prothalles  bien  déve- 
loppés, qui  sont  entièrement  dépourvus  d'anthéridies  ou  n'en 
portent  tout  au  plus  qu'une  seule  ;  c'est  un  exemple  d'apan- 
drie,  phénomène  non  encore  observé,  suivant  M.  de  Bary, 
chez  les  Fougères. 

3°.  Prolifération  générale,  c'est-à-dire,  formation  de  nom- 
breux prothalles  secondaires  et  tertiaires  avec  anthéridies  et 
archégones,  naissant  de  quelques  cellules  ou  groupes  de  cel- 
lules, au  bord  de  vieux  prothalles  en  voie  de  dépérissement 
à  la  base. 


Explication  des  Figure 


(PLANCHES  IV— X). 

Fig.  1.   Gleicheiiia  circinata.  Spore  mûre,  non  germée.  300/1. 

„  3,  Gleichenia  cireinata.  Spore  en  germination,  dont  les  valves  vien- 
nent de  s'ouvrir,  a  noyau  cellulaire.  300/ i . 

„  3;  Gleichenia  circinata.  Contour  d'une  spore  vue  de  côté,  dans  une 
direction  perpendiculaire  à  celle  des  deux  figures  précédentes.  300/1 . 

„  4.  Gleichenia  circinata.  Jeune  prothalle,  composé  dès  l'origine  de 
deux  rangées  de  cellules,  avec  trois  divisions  perpendiculaires  suc- 
sessivea  et  formation  d'une  cellule  apicale  (.  250/1, 


by  Google 


LA   OÉNÂBATION  SSXDÉSi   DES   QLGICHÉNIAC^BS.  225 

Fig.  5.  GUichenitt  eircinala.  Jeone  prothalle  tnbuleux;  divisioD  parallèle 
à  l'axe  du  tube  ilane  la  2*  cellule  de  celui-ci.  Deai  divisions  per- 
pendiculaires et  formation  d'une  cellule  apicale.  200/1. 
„     6.   Gîeichenia  circinata.    Pi'othalle   claviforme    régulier.  DiTision  pa- 
rallèle  à   l'axe    d'accroissement  dans  Ja  4*  cellule  du  tube.  Cinq 
divisions  perpundiculaires  (indiquées  par  des  chiflres  dans  la  figure). 
Formation  d'une  cellule  apicale  par  les  cloisons  4  et  5.  200/1. 
„     7.  Gîeichenia   eircinala.   Prothalle  un    peu  plue  hgé,  à  six  divisions 
perpendiculaires.   Cellule   apicale   entre   les  cloisons   5   et    6.  Au 
milieu    du    tube    une   cellule    z,    allongée   latéralement  dans  une 
direction  dilféiente.  200/1, 
„     8.  Gîeichenia   eircinala.    Prothalle   encore   un   peu  plus  âgé,  à  sept 
divisions  perpendiculaires  successives.  Cellule  apicale  entre  6  et 7. 
Dans  le  segment  compris  entre  3  et  4,  la  première  cellule  margi- 
nale. 200/1. 

„  9.  Gîeichenia  mpestris.  Spore  germée.  Piothalle  de  deux  cellules, 
dont  l'une  est  le  premier  poil  radiculaire.  360/1. 

„  10.  Gîeichenia  rupestria.  Prothalte  un  peu  plus  âgé.  Quatre  cellules  à 
chlorophylle  et  un  poil  radiculaire  w,  implanté  par  sa  base  sur  la 
seconde  cellule.  360/1. 

„  11  et  12.  Gîeichenia  rupeâtris.  Conpes  de  la  paroi  de  la  spore,  dans 
la  fig.  12,  à  l'endroit  d'une  des  poutres,  ep  épispore,  ex  exospore, 
en  endospore.  700/1. 

„  13.  Gîeichenia  flabellata.  Spore  vivante  non  germée,  vue  de  c6té. 
k  noyau  cellulaire.  360/1. 

„  14.  Gîeichenia  flabellata.  Spore  germée;  l'une  des  deuK  poutres  visible 
en  b.  Prothalle  de  deux  cellules,  dont  l'une  est  allongée  en  tube, 
dans  lequel  sont  accumutés,  surtout  au  sommet,  du  protoplasina 
et  de  la  chlorophylle;rautre  cellule  se  développe  en  rbizoïde.360/1. 

„  15.  Gîeichenia  flabellata,  Jeune  protballe.  Deux  divisions  perpendicu- 
culaires  successives,  commençant  dans  la  sixième  cellule  du  tube. 
Un  petit  poil  radiculaire  u>.  160/1. 

„  16.  Gîeichenia  flabellata.  Autre  prothalle.  Tendance  prononcée  à  la 
formation  de  poils  l'adieu  laires.  160/1. 

„  17.  Gîeichenia  flabellata.  Prothalle  un  peu  plus  âgé,  A  l'extrémltédu 
tube  un  corps  pliiricellulaire,  d'où  émane  un  nouveau  tube.  160/1. 

„  18.  Gîeichenia  rupestrii.  Prothalle  clavîforme.  Division  dans  la  direc- 
tion de  l'axe  d'accroissement  dans  la  5«  cellule  du  tube.  Trois  di- 
visions perpendiculaires  successives;  l  cellule  apicale,  en  ui  rudi- 
ments de  poils  radiculaires.  160/1, 
j,  19.  Gîeichenia  rupestrin.  Prothalle  de  même  forme,  un  peu  plus  âgé. 
Les  divisions  marquées  par  des  chiffres.  En  o  filament  latéral.  160/1. 
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Fig  20— 21.  Gleichenia  rupeslrig.  Deux  prothalles  un  peu  pluB  &gés.  Les 
divisions  marquées  par  des  chiffres.  Dans  tes  deux  figures,  le  bas 
du  tube  et  la  paroi  de  la  spore  ont  été  omis.  DilTérents  poils  radi- 
culaires  naissent  du  tube.  160/1. 

„  ^.  Gteichettia  rupestria.  Pai'tie  supérieure  d'un  prothatio  filameateux. 
Première  division  de  la  cellule  extrême  dans  la  direction  de  l'aie 
d'accroissement.  Ensuite,  formation  d'une  cellule  apictile  t.  160/1. 

„  23.  Gleichenia  rupestris.  Comme  dans  la  fig.  précédente,  mais  prothalle 
un  peu  plus  âgé.  160/1. 

,,  34.  Gleichenia  mpeslris.  Autre  sommet.  Dans  la  cellule  contiguë  à 
la  cellule  extrême,  division  dans  la  direction  de  l'axe  d'accroisse- 
ment 160/1. 

,,  25,  Gleichenia  rupestris.  Autre  sommet.  Outre  le  Tilaraent  primaire, 
une  branche  latérale  en  voie  de  développement.  160/1. 

„  26 — 29.  Gleichenia  heciatophytla.  Jeunes  protballes.  Début  de  la 
formation  d'une  cellule  apicale.  160/1. 

„  30.  Gleichenia  hecistophy lia.  Jeune  prothaiie  à  trois  pnils  radiculaires. 
La  troisième  cellule  en  dehors  de  la  spore  s'est  divisée  dans  une 
direction  perpendiculaire  à  la  division  précédente.  180/1. 

„  31.  Gleichenia  hecistophytla.  Immédiatement  en  dehors  de  la  spore 
se  développent  deux  filaments  soudés  ensemble,  dont  l'un  dépasse 
l'autre  en  accroissement  et  a  déjà  formé  une  cellule  apicale  tri- 
angulaire. Quatre  courts  poils  radiculaires,  160/1. 

„  32.  Gleichenia  hecistophytla.  Immédiatement  trois  filaments,  chacun 
s' accroissant  au  sommet  indépendamment  des  deux  autres  et  cha- 
cun pourvu  d'un  poil  radiculaire.  Le  premier  poil  radiculaîre  a, 
issu  de  la  spore,  reste  rudimentaire,  160/1. 

„  33,  Gleichenia  hecinlophi/lla.  Prothalle  plus  âgé.  Les  divisions  suc- 
cessives indiquées  par  des  traits  plus  épais  et  par  des  chiffres.  160/1. 

„  34.  Gleichenia  hecistophytla.  Prothalle  un  peu  plus  âgé  que  le  pré- 
cédent. Traits  et  chiffres  comme  dans  la  figure  précédente.  Com- 
mencement de  formation  de  cellules  raai^inales,  cellule  apicale 
eu  (.  160/1, 

„  35.  Gleichenia  hecistophytla.  Prothalle  encore  plus  âgé,  devenant  déjà 
cordiforme  et  pourvu  de  plusieurs  poils  radiculaires;  branche  la- 
térale en  a,  traits  et  chiffres  comme  dans  la  figure  précédente.  160/1. 

„  36.  Gleichenia  dicarpa.  Jeune  prothalle  épaissi  en  masse.  Les  cloisons 
de  segmentation  successives  indiquées  par  des  chiffres.  180/1. 

„  37.  Gleichenia  rupestris.  Jeune  prothalle  à  deux  filaments,  issua  di- 
rectement de  la  première  cellule:  une  couple  de  poils  radiculaires. 
160/1. 

„  38.  Gleichenia  rupestris-  Jeune  prothalle  à  trois  filaments.  160/1. 
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Fig,39.  Gleiehenia  rupestrii.  Premières  divisions  de  lacelluleapicsled'un 
prothalle  filamenteux.  Des  chiflres  indiquent  tes  cloisons  de  seg- 
mentation successives.  160/1. 

„  40.  Gleiehenia  rupettris.  Prothalle  spatule,  un  peu  plus  âgé.  ChilTres 
comme  ci-dessus.  160/1. 

„    41.  Gleiehenia  rupeatris.  Sommet  d'un  prothalle  plusâgé.  Les  divisions 

successives  indiquées  par  des  traits  plus  épais  et  par  des  chiffres.  160/1 . 

■„   42.  Gleiehenia  rupeatris.  Prothalle  encore  plus  âgé,  sans  filament  et 

à  poils   radiculaires   faiblement  développés.  Cellule  apicale  en  (, 

début  de  la  forme  en  cœur,  cellules  marginales  bien  distinctes.ltiO/l . 

„  4H.  Gleiehenia  rupegtri».  Grand  et  vieux  prothalle,  de  forme  un  peu 
anomale,  à  échancrures  répétées,  portant  à  la  partie  inférieure  de 
la  face  inférieure  quantité  de  poils  l'ail  i  eu  lai  res  bruns.  Entre  ces 
poils,  de  nombreux  archégones,  la  plupart  bruns  et  morts.  Plus 
haut,  plus  pris  du  point  végétatif,  des  archégones  încoloreti,  adultes, 
et  en  i  des  archégones  encore  jeunes,  non  ouverts.  Tout  au  bas, 
à  gauche,  une  anthéridie;  sur  tout  le  reste  du  prothalle,  aucune 
trace  d'anthéridies.  46/1. 

„  44.  Gleiehenia  eircinata.  Prothalle  normal,  cordiforme,  à  coussinet 
bien  développé.  Ni  anthéridies,  ni  archégones.  TO/1 . 

„  45.  Gleiehenia  flabellafa.  Prothalle  claviforme,  présentant  en  haut  une 
cellule  marginale  unique,  qui  s'est  allongée  en  tube  et  divisée  une 
fois,  probablement  l'initiale  d'un  prothalte  secondaire.  Aux  deux 
cMés  du  protbaile  (faces  supérieure  et  inférieure)  une  seule  an- 
théridie.  160/1. 

„  46.  Gleiehenia  flabellata.  Prothalle  semblable,  plus  filamenteux,  avec 
deux  anthéridies  au  bord.  160/1. 

„  47.  Gleiehenia  flabellata.  Sommet  d'un  prothalle  filamenteux,  sur 
lequel  on  voit  une  antbéridie  jeune  a  et  une  anthéridie  adulte,  dé- 
hiscente, 6  .310/1. 

„  48 — 48.  Gleiehenia  flabellata.  Jeune  anthéridie  vue  à  deux  hauteurs 
difTérentes  (faces  supérieure  et  inférieure).  360  1. 

„  50—51.  Gleiehenia  flabellata.  Première  division  de  la  cellule  mère 
de  l'anthéridie.  L'une  des  cellules  filles  devient  cellule  pédiceltairu, 
l'autre,  située  plus  en  dehors,  sera  la  cellule  mère  des  difféi-entes 
cellules  de  l'anthéridie.  360/1. 

„  52.  Gltichenia  flabellata.  Sommet  d'un  prothalle  semblable  à  celui 
de  la  fig.  46,  avec  deux  anthéridies  non  encore  adultes  {a  plus 
jeune,  b  un  peu  plus  âgée),  dans  lesquelles  sont  indiquées  les 
divisions  qui  forment  la  paroi    360/1. 

„   53.  Gleiehenia  flabellata.    Anthéridie  semblable  à  celle  de  la  fig.  52, 
en  b.  3tiO/l . 
Abchivks  Nékelakdaisks,  t.  XXIV.  15 
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Fig.  54.  Gleich«ni<i  flabellafa.  Anthérîdie  presque  adulte,  montrant  dis- 
tinct«ment  la  aituation  de  la  cellule  centrale,  dans  laquelle  se 
voient  les  cellules  mères  des  spermatozoïdes.  360/1. 

„  55.  Gleichenia  flabettala,  Anthéridie  adulte,  à  cellules  marginales 
gonflées.  360/1. 

„  56.  a,  b,  c.  Gleichenia  flabellata.  Anthéridie  vueàtroisniveauxdiR^ 
rents,  mis  successivement  au  point:  a  vue  en  haut,  b  au  milieu, 
avec  la  cellule  centrale  déjà  divisée  en  4,  c  en  bas,  360/1, 

„  75.  Gleichenia  rupestris.  Anthéridie  jeune,  au  même  degré  de  déve- 
loppement que  celle  de  la  fig.  50.  400/1- 

„  58.  Gleichenia  rupestris.  Anthéridie  demi-adulte,  dans  laquelle  les 
parois,  à  l'exception  de  celles  de  Is  cellule  operculaire,  sont  déjà 
formées;  s  cellule  pédicellaire,  >■  et  r  parties  de  la  cellule  annu- 
laire, k  cellule  en  dhme,  au  milieu  ta  cellule  centrale.  400/1. 

„  59.  a,  b,  c.  Gleichenia  rupeatrif.  Premier  état  de  Tanthéridie,  vu 
'd'en  haut,  a  accumulation  de  chlorophylle  et  de  protoplasma  au- 
tour du  noyau  polyédrique,  nulle  trace  de  jeune  paroi,  blamème 
cellule,  20  heures  plus  tard;  il  s'est  formé  distinctement  une  cel- 
lule fille,  libre,  en  apparence,  dans  la  cellule  mère;  c  la  mènie, 
encore  5  heures  plus  tard.  360/1 

,,  GO.  a,  b,  c.  Gleichenia  rtipestrig.  Trois  stades  de  développement  de 
la  même  anthéridie:  a  deux  noyaux  dans  la  cellule  mère,  mais  pas 
encore  de  paroi,  b  24  heures  plus  tard,  c  ti-ois  jours  plus  tard . 
La  cellule  centrale  déjà  divisée  en  quatre.  360/1. 

„  Cl .  a,  b.  Gleichenia  rupestris.  a  autre  anthéridie,  même  stade  que 
dans  la  fig.  59c;  b  la  même,  24  heures  plus  tard.  3G0/1. 

„  62.  a,  6,  c,  d.  Gleichenia  rupestris.  a  deux  cellules  du  prothalle, dans 
l'une  desquelles  se  trouve,  à  l'état  de  liberté,  la  cellule  mère  ré- 
cemment formée  d'une  anthéridie;  dans  l'autre  une  anthéridie 
pareille,  qui  a  produit  un  segment  en  demi-lune;  b  la  supérieure 
de  ces  cellules,  20  heures  plus  tard.  Dans  la  cellule  fille,  segmen- 
tation du  noyau  accomplie;  autour  d'elle  une  nouvelle  paroi;  cla 
mémecelluleencore27heuresplus  tard,  nouvelle  formation  de  parois; 
la  même,  encore  plus  tard.  Dans  la  cellule  centrale  de  l'anthéridie 
on  voit  déjà,  outre  les  quatre  quadrants,  comme  dans  laflg.  60c, 
une  couple  d'autres  parois.  300/1. 

„  63.  a,  b.  Gleichenia  rupestris.  Deui  premiers  stades  de  la  formation 
d'une  anthéridie;  a  segmentation  du  noyau;  b  trois  heures  plus 
tard,  première  formation  de  paroi.  360/1. 
„  64.  Gleichenia  rupestris,  Anthéridie  plus  âgée,  presque  mûre.  Division 
répétée  dans  la  cellule  centrale,  avec  formation  des  cellules  mères 
des  spermatozoïdes.  360/1. 
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;.  65,  66  et.  67.  Gleiekenia  rupetirie.  Divisione  successives  dans  la  cel- 
lule centrale,  vue  en  section  optique.  500M. 
68.  a,  b.  Gleichenia  ftabellata.  a  anthéridie  très  jeune,  vue  de  c6t^; 
b  la  même,  un  jour  plus  tard:  la  cellule  annulaite  r  et  la  cellule 
en  d&me  t  viennent  d'être  formées;  dans  la  cellule  centrale  c  et 
dans  la  cellule  pédiceilaire  «  il  y  a  encore  de  la  chlorophylle. 
400/1. 
69.*,  "  et  *".  Gleicfienia  flabellala.  '  deux  anthéridies  trie  jeunes, 
à  peine  ébauchée*,  a  vue  de  c(Hé,  b  vue  d'en  haut.  "  la  même 
quelques  heures  plus  tard,  en  a  la  cellule  pédicellaire  formée. 
*"  a  encore  plus  tard,  montrant  une  partie  de  la  cellule  annu- 
laire. 360/1. 

,  70.  a—k  Gteiehenia  dicarpa.  SperroatOEOïdes  à  divers  degrés  de  dé- 
veloppement. 800H. 

,  71 .  Gleichenia  rvpeuMs,  Premier  rudiment  d'un  archégone  dans  la 
cellule  a,  située  à  la  surface  du  côté  inférieur  du  prothalle,  près 
de  l'échancrure  en  cœur.  Cette  cellule  est  remplie  d'une  masse 
compacte  de  protoplasma  très  réfringent,  et  possède  un  gros  noyau 
bien  distinct  et  des  parois  épaisses.  360/1. 

.  72.  Gleichenia  ntptatri».  Deux  stades  de  développement  de  la  cellule 
mère  de  l'archégone;  a  segmentation  du  noyau,  h  commencement 
de  la  production  de  la  paroi  tille,  sous  forme  de  plaque  cellulaire, 
rattachée  en  c  à  la  paroi  de  la  cellule  mire,  mais  du  côté  opposé 
ne  dépassant  pas  le  noyau.  360/1. 

,,  73.  Gleichenia  mpestris.  Stade  un  peu  plus  avancé.  La  division  delà 
cellule  mère  accomplie.  Deux  cellules  filles  pourvues,  comme  l'était 
la  cellule  mère,  d'un  gros  noyau  et  de  protoplasma  très  ré- 
fringent. 360/1, 

„  74.  Gleichenia  rupeatris.  Le  stade  de  la  Gg.  71,  vu  sur  la  coupe  trans- 
vei-sale  du  prothaile;  n  cellule  mère  du  col,  b  cellule  mère  de  la 
cellule  centrale  de  l'archégone.  360/1. 

„  75.  Gleichenia  rupealris.  Coupe  transversale  d'un  stade  semblable  à 
celui  de  la  fig.  72.  Lettres  comme  dans  la  figure  précédente.  3ti0'1. 

„  7(j.  Gleichenia  rupestris.  Stade  succédant  à  celui  de  la  fig.  73.  Les 
quatre  cellules  mères  des  séries  de  cellules  du  col  de  l'archégone. 
La  cellule  mère  de  la  cellule  centrale  transparait  faiblement.  360/1. 

„  77.  Gleichenia  rupeatri».  Même  stade  que  dans  la  figure  précédente. 
Les  cellules  mères  du  col  sont  gonflées  et  transparentes,  ce  qui 
fait  que  la  cellule  mère  de  la  cellule  centrale  est  bien  visible 
360/1. 

„  78.  Gleichenia  rupestri».  Stade  un  peu  plus  avancé  du  développement 
de  l'arch^one,  vu  d'en  haut  360/1. 
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Fig.  79.  Gleifi/ienio  rupestris.  Archégone  demi -adulte,  vu  de  cftti.  Eycs 
rangées  du  col  sont  composées  de  deux  cellules.  Cellule  centrale 
et  canal  du  col  à  contenu  trouble.  360/1. 

„  80.  Gleiehenia  rupestris.  Archégone  à  peu  près  du  même  âge,  traité 
par  l'alcool,  la  potasse  et  l'acide  acétique,  ce  qui  a  fait  contracter 
le  contenu    de   la  cellule  centrale  et  du  canal  du  col.  I^e  ventre 
.    de  l'archégone  commence  à  se  former.  '.VHH. 

„  81.  Gleiehenia  rupesiris.  Archégone  pi-esque  adulte,  vu  sur  la  coupe 
fratche.  Petits  tampons  de  mucilage  dans  le  canal  du  col,  qui  n'est 
plus  fermé  qu'au  sommet.  3C0/1. 

„  82.  Gleiehenia  ruijesïrts.  Archégoneouvert  et  mort,  nu  d'en  haut. 36<)/l. 

„  83.  Gleiehenia  rupestria.  Le  mSme,  vu  de  côté.  360/i. 

„  84.  Gleiehenia  dicarpa.  Coupe  transversale  d'une  portion  du  coussinet 
d'un  vieux  prothalle,  portant  six  archégones.  Coussinet  composé, 
en  moyenne  de  7  ou  8  assises  cellulaires.  70'1. 

„  85.  Gleiehenia  dicarpa.  Coupe  d'un  jeune  embryon  dequatrecellules. 
Divi^on  répétée  des  cellules  entourantes,  qui  forment  le  ventre 
de  l'archégone.  Dans  la  préparation,  après  durcissement,  les  noyaux 
ont  été  colorés  par  la  safranine,  800/1. 

„  86.  Gleiehenia  dicarpa.  Coupe  d'un  embryon  un  peu  plus  âgé,  dans 
lequel  se  diUérencie  déjà  la  cellule  apicale,  tria  ngu  la  ira,  de  la  ra- 
cine. Noyaux  colorés  comme  dans  la  figure  précédente.  400/1. 

„  87.  Gleiehenia  dicarpa.  Coupe  d'nne  portion  de  prothalle  avec  deux 
jeunes  embryons  rappi'ochés  l'un  de  l'autre.  Coloration  comme 
ci-dessus.  200/1. 

„  88.  Gleiehenia  circinata  var,  semiveslila.  Coupe  du  sommet  de  la  pre- 
mière jeune  feuille;  cellule  apicale  et  segments  successifs  de  celle-ci 
marqués  par  des  chiffres,  800/1. 

„  89.  Gleiehenia  cireinata  var.  semivestila.  Coupe  longitudinale  du  som- 
met de  la  première  racine  de  la  seconde  génération,  avec  la  coiHe 
de  la  l'acine.  Coloration  comme  ci-dessus. 

„  90  Gleiehenia  dicarj)a.  Frothalle  avec  jeune  plante  ayant  déjà  formé 
un  bourgeon  et  une  racine.  A  sa  base,  la  racine  est  encore  en- 
tourée des  cellules  mortifiées  du  ventre  de  l'archégone,  dans  lequel 
l'embryon  s'est  développé.  En  ar  an  voit  encore  le  col  mortifié 
de  cet  archégone,  en  ar  d'autres  archégones,  non  fécondés  et 
morts.  En  ati  nombreuses  anthéridies,  la  plupart  ouvertes  et  vides, 
mais  quelques-unes  encore  fermées  et  non  mûres.  26/1. 
„  91.  Gleiehenia  dicarpa.    La  racine  et  les  restes  de  l'archégone,  à  un 

grossissement  plus  fort.  70/1. 
„   92.  Gleiehenia  cireinata  var.  mtcrophylla.  Vieux  prothalle,  mort  dans 
la  majeure   partie   de  son    étendue,   resté  vivant  seulement  aux 
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bords.  De  ceux-ci  sont  aés  difiérents  prothaltes  secondaires,  no- 
tamment denx  grands,  en  forme  de  cœur,  a  et  s".  Sur  le  premier 
on  trouve  bon  nombre  d'anthéridies  an,  sur  )e  second,  à  la  place 
ordinaire,  cinq  archégones  ar.  En  c  il  y  a  encore  trois  jeunes 
prothalles  produits  de  la  même  manière.  La  ligne  pointillée  d 
marque  la  séparation  des  tissus  mort  et  vivant.  IS/l. 

5.93.  Qteichenia  circinata  vàr.  macropht/llci.  Portion  du  bord  d'un  vieux 
prothalle  en  voie  de  mortification.  Des  cellules  marginales  naissent 
diftérents  jeunes  prothalles.  26'l . 

,  94.  Qleichenia  circinata  var.  microphylla.  Des  cellules  marginales 
naissent  des  filaments  portantdes  anthéridies  à  leur  extrémité.  lOOM. 

,  95.  Gleichenia  diearpa.  Prothalle  secondaire  plat,  avec  sommet  con- 
tinuant à  croître  et  destiné  à  devenir  un  prothalle  tertiaire,  et 
avec  nombreuses  anthéridies  et  quelques  poils  radiculaires.  En  p 
quelques  cellules  du  vieux  prothalle,  dont  est  issu  le  prothalle 
secondaire.  50/1. 
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Sciences  exactes  et  naturelles. 
SUR  LES  RELATIONS 

ENTRE  LB  SULFATE  THORIQUE  ANHYDRE  ET  SES  HYDRATES,  ET 
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H.  W.   BAEHUIS   BOOZBBOOM. 


L'étude  sur  les  conditions  d'équilibre  des  différents  hydrates 
du  chlorure  de  calcium,  que  j'ai  publiée  récemment  '),acon- 
duit  à  quelques  règles  générales  pour  l'existence  -d'hydrates 
salins  en  présence  soit  de  vapeur,  soit  de  dissolution,  soit  de 
l'une  et  l'autre  à  la  fois. 

Ainsi,  il  a  été  trouvé  qu'en  général,  â  chaque  température, 
un  seul  hydrate  solide  peut  se  maintenir  en  présence  de  vapeur 
et  de  dissolution  (par  conséquent  sous  sa  tension  propre),  et 
qu'en  ce  cas  les  limites  de  l'existence  d'un  pareil  système  sont 
déterminées  par  deux  températures  (et  deux  tensions):  une 
température  plus  basse,  où  l'hydrate  solide  se  transforme  avec 
une  partie  de  la  dissolution  en  l'hydrate  immédiatement  su- 
périeur, et  une  température  plus  haute,  où  il  se  décompose 
en  dissolution  et  en  l'hydrate  immédiatement  inférieur  ou, 
éventuellement,  en  sel  anhydre. 

La   courbe   représentant  les    tensions   de  vapeur  d'un  tel 


")  Rec.  d.  Trav.  chim.  d.  Pays-Bas,  VIII,  p.1— i46,  et  Areh.  néerl., 
XXIII.  p.  200—354.  Un  résumé  de  ce  travail  a  aussi  paru  dans  la  Zeifcc/u-. 
fur  Phi/sik.Chem.,  IV,  p. 31. 

Archives  Néerlandaises,  T.  XXIV,  16 


b,  Google 


234  H.    W.   BAKHUrS   ROOZEBOOM. 

système  est  comprise  entre  deujc  points  quadruples,  qui  mar- 
quent les  seules  températures  et  pressions  où  dffux  hydrates 
peuvent  être  en  équilibre  avec  la  dissolution  et  la  vapeur,  et 
au-delÂ  desquelles  il  n'y  a  plus  que  l'hydrate  supérieur,  ou 
l'hydrate  inférieur,  qui  puisse  exister  en  équilibre  stable  à 
côté  de  la  dissolution  et  de  la  vapeur. 

A  ces  températures,  il  s'opère  aussi  un  changement  brusque 
dans  la  direction  des  courbes  qui  représentent  la  richesse  des 
dissolutions  des  différents  hydrates. 

H  n'y  a  que  deux  cas  faisant  exception  à  la  règle  ci-dessus 
énoncée,  suivant  laquelle,  à  une  température  donnée,  un  seul 
hydrate  serait  susceptible  d'exister  en  présence  de  dissolution 
et  de  vapeur.  D'abord,  beaucoup  d'hydrates  peuvent  encore 
se  maintenir  en  équilibre  instable  dans  un  intervalle  de  tem- 
pérature plus  ou  moins  grand,  en  dehors  (le  plus  souvent  en 
dessous)  de  la  température  du  point  quadruple,  qoi  forme  un 
terme  pour  l'équilibre  stable  du  système. 

En  second  lieu,  à  une  même  température,  "deux  hydrates 
peuvent  exister  chacun  avec  sa  propre  dissolution,  pourvu  que 
l'une  de  ces  dissolutions  contienne  moins  d'eau  que  l'hydrate 
qui  est  en  équilibre  avec  elle.  Les  cas  de  ce  genre  sont  tou- 
tefois très  rares   '). 

J'ai  montré,  à  propos  du  chlorure  de  calcium,  qu'une  étude 
systématique  spécialement  des  points  quadruples,  peut  seule 
éclairer  les  relations  des  différents  hydrates  et  permettre  de 
porter  un  Jugement  sur  la  stabilité,  lalabilitê  et  la  compatibilité. 

Il  n'est  donc  guère  surprenant  que  pour  la  plupart  des  sels 
ces  relations  soient  encore  enveloppées  d'une  profonde  obs- 
curité *),  et  que  chez  quelques-uns  on  ait  même  observé  des 

I)  Voir,  à  ce  sujet,  Arch.  néerl.,  XXII!,  p.  211  et  233. 

3)  Le  travail  étendu  de  M.  Lascœur  {Recherches  nur  la  dingoeiation 
dex  hydrates  salin&,  Lille,  1888)  a  également  le  défaut  de  ne  pas  toucher 
à  la  question  des  limites  de  l'existence  des  difTérenta  systèmes.  Par  saite, 
ces  recherches  ont  bien  fourni  de  nouveaux  matériaux,  mais  très  peu 
contribué  à  l'élucidulinn  des  phénomènes. 
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phénomènes  qui,  au  premier  abord,  semblent  être  en  contra- 
diction avec  les  résultats  généraux  de  mes  recherches,  tels  que 
je  viens  de  les  indiquer. 

Le  présent  Mémoire  a  pour  but  de  résoudre  une  semblable 
contradiction,  relative  au  sulfate  de  thorium. 

MM.  Nilson  et  Krûss  '  ),  dans  leurs  très  méritoires  travaux 
sur  l'équivalent  du  thorium,  se  sont  procuré  du  sulfate  thorique 
pur  en  dissolvant  du  sulfate  anhydre  dans  l'eau  glacée  et  en 
chauffant  cette  solution  â  20°,  ce  qui  donnait  un  abondant 
dépôt  de  l'hydrate  à  9HjO,  très  peu  soluble.  Ils  ont  plu- 
sieurs fois  décrit  cette  opération  et  l'ont  exécutée  à  différentes 
reprises,  sur  des  quantités  de  sel  comme  personne  probable- 
ment, avant  eux,  n'en  avait  eu  en  main.  Le  doute  n'était 
donc  guère  possible  quant  à  l'exactitude  du  résultat. 

L'explication,  toutefois,  présentait  des  difficultés.  D'après  les 
apparences,  on  poun^ait  conclure  qu'à  0°  le  sel  anhydre  don- 
nait une  solution  stable,  qui  vers  20°  atteignait  la  température 
de  transformation  pour  l'hydrate  à  9  H^O.  Mais  cette  inter- 
prétation serait  en  désaccord  avec  la  règle,  vérifiée  dans  tous 
les  exemples  bien  étudiés:  que  l'accroissement  de  la  tempé- 
rature amène  bien  la  transformation  en  hydrate  inférieur, 
mais  ne  donne  jamais  lieu  à  la  conversion  en  hydrate  supérieur, 

La  seconde  interprétation  possible  —  à  savoir  que  de  0"  à 
20'  l'hydrate  à  9HjO  était  en  équilibre  stable  avec  la  dissolu- 
tion, tandis  que  le  sel  anhydre  n'était  qu'en  équilibre  instable  — 
cette  interprétation,  bien  que  d'accord  avec  lasolubilité  beau- 
coup plus  grande  du  sel  anhydre,  se  heurtait  à  une  autre 
difficulté.  Les  deux  auteurs,  en  effet,  ont  plusieurs  fois  re- 
marqué que  déjà  à  0°  une  petite  partie  du  sulfate  anhydre 
s'hydratait  *},  et  restait  par  suite  indissoute,  sans  que  cela 
donnât  lieu  à  la  séparation  de  l'hydrate  dans  toute  la  masse 
de  la  solution,  qui  pourtant,  par  rapport  à  cet  hydrate,  devait 
être  sursaturée.  Or,  dans  les  cas  semblables,  on  avait  jusqu'ici 

I)  Berl.  Berichte,  XV,  2519  (1882),  et  XX,  1065  (1887). 
3)  Ils  attribuent  cette  hydratation  à  une  élévation  de  teinpéi'ature. 
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toujours  observé  une  cristallisation  aubite,  lors  de  l'introduc- 
tion de  l'bydrate  stable. 

Comme  on  le  verra,  toutefois,  cette  anomalie  et  plusieurs 
autres  s'expliquent,  sans  la  moindre  difficulté,  par  le  ralen- 
tissement très  considérable  qui  peut  se  produire  dans  l'hy- 
dratation ou  la  déshydratation  dn  suliate  de  thorium. 

Pour  plus  de  clarté,  je  commencerai  par  dire  de  quelle 
manière  se  comportent  les  hydrates  les  plus  connus  du  sel 
en  question. 


I.    Rapports  entre  l'hydrate  à  9  HjO  et 
l'hydrate  à  4  H,0. 

Lorsque  M.  Nilson  décrivit  pour  la  première  fois  ses  ex- 
périences, la  solubilité  du  sel  à  9  H,0  n'était  connue  qu'à  0°. 
Suivant  une  indication  de  M.  Clêv^  '),  1  partie  de  l'hydrate 
se  dissolvait  dans  environ  88  parties  d'eau.  La  dissolution 
contenait  donc  0,88  parties  de  Th  (SO,  ),  sur  100  parties  d'eau. 

Du  fait  observé  par  M,  Nilson,  à  savoir  que  la  dissolution 
(préparée  avec  le  sel  anhydre)  laissait  déposer  l'hydrate  quacd 
on  la  chauffait  â  20°,  lui-même  conclut  que  la  solubilité  de 
cet  hydrate  diminue  à  mesure  que  la  température  s'élève 
(Berickte,  1882,  2523). 

L'année  suivante,  toutefois,  M.  Demaxçay  *)  démontra  l'in- 
exactitude de  cette  interprétation.  Il  appuya  sur  l'opinion  — 
qui  alors  était  une  grande  nouveauté  —  qu'en  général  chaque 
hydrate  possède  une  solubilité  propre,  et  que  par  conséquent, 
des  phénomènes  observés  lors  de  la  dissolution  du  sel  anhydre, 
on  ne  peut  rien  conclure  quant  à  la  solubilité  de  l'hydrate. 
n  fit  voir  que  celle-ci  croît  régulièrement  avec  la  température, 
jusque  vers  55". 

A  des  températures  plus  élevées,  commence,  selon  lui,  une 

1)  Bullet.  Soc.  Chim.,  2121,  H5  (1874). 
1)  Compl.  Rendus,  96,  1860  (1883). 
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transformation  de  l'hydrate  à  9HjO  en  cristaux  floconneux 
moins  solubles.  A  60°,  cette  transformation  serait  rapide. 

Ces    résultats,  je    puis  les  accepter  presque  complètement. 

Mes  déterminations  de  la  solubilité  >  )  sont  jointes  à  celles 
de  M.  Demargay  dans  le  tableau  suivant.  La  solubilité  S  est 
exprimée  en  parties  de  Th(SOt)j  sur  100  parties  d'eau,  les 
nombres  de  M.  Demarçay  ayant  subi,  à  cet  effet,  la  réduction 
nécessaire. 


Solub 

ilité  de 

Th(SO,).  . 

9H,0. 

s 

* 

Demarçay 

Roozebooro 

* 

Deroarçay 

Roozebooin 

0° 

0,88 

0,74 

40° 

2,83 

2,998 

10° 

1,02 

0,98 

50° 

4,86 

— 

20° 

1,26 

1,38 

51° 

— 

5,22 

30° 

1,85 

1,99' 

55° 

env.  6,5 

6,76 

Ces  valeurs  sont  représentées  par  la  courbe  ABC  (PI.  XI). 

A  55°,  la  solubilité  se  laissait  encore  parfaitement  déter- 
miner. A  60°,  le  dépôt  de  cristaux  floconneux  commence  au 
bout  de  peu  de  temps.  Si  toutefois  l'on  ehaufi'e  rapidement, 
il  peut  être  retardé  jusqu'à  70°.  Bien  que  la  séparation  s'opère 
plus  rapidement  à  mesure  que  la  température  s'élève,  il  se 
passe  plusieurs  heures  avant  qu'elle  ne  soit  complète. 

M,  Demarçay  attribue  aux  cristaux  floconneux  la  composi- 
tion Th(SO,),  .4HjO.  M.  Delafontaine  ^)  a  trouvé  assez  con- 
stamment 4jH,0.  A  cause  de  leur  état  floconneux,  ils  re- 
tiennent beaucoup  de  dissolution.  Si  l'on  n'enlève  pas  celle-ci 
au-dessus  de  40°,  elle  reproduit  à  une  température  inférieure 

>  )  La  proportion  de  sel  fut  déterminée  en  précipitant  l'hydrate  de  thorine 
par  l'ammoniaque,  filtrant,  dessécliant  et  calcinant  fortement.  Le  sulfate 
de  thorium  provenait  de  Trommsdorf  et  avait  encore  été  soumis  à  quel- 
ques nouvelles  cristallisations. 

1)  Lieb,  Armaten,  131,  p. 100.  Il  n'est  pas  dit  de  quelle  façon  les  cristaux 
furent  débarrassés  de  l 'eau-mère. 
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(comme  nous  le  verrons)  l'hydrate  à  9H,0;  de  aorte  qu'il 
est  presque  impossible  de  ne  pas  trouver  un  peu  trop  d'eau. 
Or,  deux  analyses  des  cristaux,  desséchés  entre  des  plaques 
d'argile  dans  une  étuve  à  50°,  m'ayant  donné  4,2  à  4,3 
H,0,  je  pense  avec  M.  Demarçay,  que  4HjO  est  la  vraie 
proportion  ').  C'est  encore  M.  Demarçay  qui  a  le  premier 
déterminé  la  solubilité  de  ces  cristaux  floconneux.  Mes  propres 
déterminations  se  rattachent  assez  bien  aux  siennes  ;  les  unes 
et  les  autres  sont  représentées  par  la  courbe  D  B  E. 

Solubilité  de  Th(SO^)j  AH^O 


' 

S 
Demarçay 

s 

Roozeboom 

' 

S 
Demarçay 

S 
RooïeboDm 

17° 

9,41 

_ 

55° 

1,94 

— 

35° 

4,50 

— 

60° 

— 

1,634 

40° 

- 

4,04 

70° 

- 

1,09 

60° 

— 

2,54 

76° 

1,32 

- 

95° 

0,71 

- 

L'équilibre  est  atteint  beaucoup  plus  rapidement  lorsqu'on 
procède  de  températures  plus  élevées  à  des  températures 
plus  basses,  —  cas  où  le  sel  doit  entrer  en  dissolution,  — 
que  lorsqu'on  suit  la  marche  inverse.  Les  courbes  des  deux 
hydrates  se  coupent  vers  43°.  Il  résulterait  de  là  que  ce  n'est 
qu'à  cette  température  (sous  la  propre  pression  de  vapeur 
du  système)  que  les  deux  hydrates  peuvent  coexister  avec 
la  solution. 

Au-dessous  de  43°,  l'hydrate  à  4HjO  serait  donc  instable. 

I)  M.  Cliydenius  (Pogg.  Ann.,  H9,  p.50)aégaleraentobtenuunefoisde 
l'hydrate  à  4  H,0  en  évaporant  à  siccité  In  dissolution.  La  méthode,  touteruis, 
ne  garantit  pas  l'unité  de  la  substance.  L'hydrate  à  31i,0,  trouvé  par 
M.  Chydenius  et  par  M.  Clève,  doit  pi-ohablement  être  niyi  aussi,  vu 
qu'il  avait  été  lavé  à  l'eau  chaude  et  desséché  sur  Ht^Oa- 
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Néanmoins,  la  transformation  de  cet  hydrate,  à  l'aide  d'une 
portion  de  la  dissolution,  en  hydrate  à  9^,  0  se  fait  attendre 
plus  ou  moins  longtemps  et  s'achève  très  lentement.  On  peut 
en  juger  par  la  richesse  de  la  solution,  qui,  de  la  valeur  donnée 
par  la  courbe  BE,  doit  s'abaisser  à  la  valeur  qu'indique  la 
courbe  AB  à  la  même  température.  C'est  ainsi  qu'à  30", 
3  heures  après  qu'était  déjà  apparu  l'hydrate  à  dH^O,  j'ob- 
servai encore  une  proportion  de  4,88  %  de  sel  dissous,  et  à 
20°,  au  bout  de  12  heures,  encore  une  teneur  de  3,23%, 
Dans  les  deux  cas,  il  était  manifeste  aussi  qu'une  partie  de 
l'hydrate  à  4E^0  n'avait  pas  encore  subi  la  transformation. 
Dans  la  mesure  où  cette  transformation  se  poursuit,  la  teneur 
de  la  solution  diminue.  Après  un  ou  plusieurs  jours,  cette 
teneur  est  devenue  identique  à  celle  indiquée  par  la  courbe  AB. 

Plus,  toutefois,  la  température  s'abaisse  au-dessous  de  43°, 
plus  la  ti'ansformatlon  s'opère  rapidement;  aussi  est-ce  un 
heureux  hasard  lorsqu'une  détermination  de  la  solubilité, 
comme  celle  de  M.  Demarçay  à  17°,  peut  s'effectuer  sans 
que  l'hydrate  à  9H^0  ait  déjà  commencé  à  se  déposer,  ce 
qui  troublerait  la  détermination. 

La  continuation  de  la  courbe  D  E  au-dessous  de  la  tempé- 
rature de  transformation  est  un  nouvel  exemple  des  phéno- 
mènes de  sursaturation,  si  fréquents  chez  les  sels. 

Tous  les  phénomènes  de  ce  genre  peuvent  être  comparés 
à  la  surfusion.  Cela  s'applique  aussi  au  sulfate  de  thorium. 
La  dissolution  présente  à  43°  une  teneur  en  sel  de  3,35  %  et 
par  conséquent  la  composition  : 

T%(SO,),-w700H,0. 

A  43°  doit  se  produire,  avec  dégagement  de  chaleur,  la 
transformation  suivante  : 

Suivant  que  c'est  la  dissolution  ou  l'hydrate  à  iH^O  qui 
prédomine,  ce  processus  est  donc  une  solidification  partielle 
on  totale.  De  même  que  pour  la  solidification  des  corps 
homogènes,   la  transformation    d'un  sel    en  l'hydrata  inimé- 
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diatement  supérieur  est  presque  toujours  retardée  jusqu'à 
plusieurs  degrés  au-dessous  de  la  température  de  transforiQation. 
Ce  qui  est  nouveau  chez  le  sulfate  de  thorium,  c'est  seule- 
ment l'extraordinaire  lenteur  avec  laquelle  la  transformation 
s'accomplit,  même  quand  elle  est  amorcée  par  l'introductioii 
d'une  parcelle  de  l'hydrate  stable.  Dans  tous  les  exemples  de 
suTsaturation  observés  jusqu'ici,  la  transformation  était  subite, 
tout  comme  dans  la  surfusion. 

Beaucoup  plus  important,  toutefois,  est  le  prolongement  BC 
de  la  courbe  AB,  relatif  à  l'hydrate  à  9  H^O,  au-dessus 
de  43°. 

Sa  réalisation  n'est  due  qu'au  retard  de  la  transformation 
de    l'hydrate    à    9/ïj  0    en    hydrate    à  4Jïj  0  et  en  solution, 
transformation  qui  devrait  avoir  lieu  suivant  l'équation  : 
Th{SOi);  .QH,0=  Th(SO^)^  AH^O+  Th[SO^)j  ^~  700H^  0. 

Cette  transformation  est  donc  une  fusion  partielle,  qui,  de 
même  qu'une  fusion  ordinaire,  se  fait  avec  absorption  de 
chaleur. 

Des  exemples  de  retard  dans  la  fusion  de  corps  homogènes 
ne  sont  pas  connus.  Du  retard  de  la  transformation  analogue 
d'un  hydrate  en  l'hydrate  immédiatement  inférieur,  avec 
séparation  de  dissolution,  je  n'avais  pu,  dans  mon  Mémoire 
sur  le  chlorure  de  calcium,  citer  que  trois  exemples  ');  daDS 
ceux-ci,  en  outre,  le  retard  ne  s'élevait  qu'à  une  couple  de 
degrés. 

Or,  chez  le  sulfate  de  thorium  à  9HjO,  un  pareil  retard 
est  possible  sur  un  intervalle  de  température  beaucoup  plus 
grand,  car  il  se  produit  très  facilement  de  43°  jusqu'à  60°. 

En    considérant    les    deux   segments  de  courbe  AB  et  BD 

I)  ^rcA.néerI.,Xni,p.219  et  240.  C'étaient  les  hydrates  Cad,  .6ff,0, 
Na,SO^  .iOH,0  et  Na,CO,  A0H,O,  qui,  à  peu  de  distance  de  leurs  points 
de  fusion  proprement  dit,  devaient  se  scinder  en  hydrate  inférieur  et  en 
solution. 

Ce  n'est  que  grâce  au  retard  de  cette  transformation  qu'on  a  pu  parfois 
observer  les  points  de  fusion  normaux. 
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relatifs  à  l'équilibre  stable,  on  reconnaît  aisément  qu'une  disso- 
lution de  teneur  connue  en  Th{SO^  )  i  (mais  sans  excès  d'bydrate 
à  9H^  0)  doit,  quand  on  la  chauffe,  laisser  déposer  l'hydrate 
à  éH^O  à  une  température  d'autant  plus  basse  qu'elle-même 
est  plus  concentrée.  En  général,  cela  se  vérifie,  bien  qu'ici 
également,  à  cause  du  retard  en  question,  la  température 
doive  être  portée  un  peu  plus  haut  que  ne  l'implique  la 
courbe  BD.  Le  dépôt  lui-même  a  déjà  .été  décrit  par  les 
auteurs  antérieurs. 

On  peut  maintenant  indiquer  les  limites  pour  l'existence 
stable  des  hydrates  à  dH^  0  et  à  4ffj  0  en  présence  de  la  dissolu- 
tion. Pour  l'hydrate  à  dH^O,  43°  est  la  limite  thermique 
supérieure,  et  le  point  cryobydratique  formera  la  limite  in- 
férieure. Ce  dernier  point  dîEEérera  très  peu  de  0°,  à  cause 
de  la  très  faible  teneur  en  sel  de  la  dissolution  à  cette  tem- 
pérature. Pour  l'hydrate  à  4HjO,  43°  constitue  la  limite 
inférieure,  et  la  limite  supérieure  se  trouve  près  de  100°, 
température  où  l'hydrate  se  transforme  en  celui  à  2H^0 
(Demarçay).  La  détermination  exacte  de  cette  température 
est  toutefois  impossible,  parce  que  vers  ce  point,  comme  M. 
Demarçay  l'a  déjà  remarqué,  se  manifeste  aussi  l'action  dé- 
composante de  l'eau,  de  sorte  que  le  nouvel  hydrate  qui  se 
dépose  est  toujours  un  peu  basique.  (Sur  sa  solubilité  aux 
températiu-es  inférieures,  voir  plus  loin). 


II.    Sulfate  thorique  anhydre. 

Après  que  nous  avons  appris,  par  ce  qui  précède,  à  mieux 
connaître  les  phénomènes  relatifs  aux  hydrates  à  dH^O  et 
à  4:H^0,  il  ne  sera  pas  difficile  de  préciser  les  relations  du 
sel  anhydre  avec  ces  deux  hydrates, 
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Avant  tout,  il  faut  ise  demander  ce  qui  arrive  lorsque  le 
sulfate  est  introduit  dans  l'eau  à  0°.  Des  observations  répétées 
permettent  de  faire  à  cette  question  la  réponse  suivante. 

En  portant  le  sulfate  par  portions  successives  dans  de  l'eau 
à  0°,  entourée  de  glace,  de  sorte  que  la  température  ne 
s'élève  pas,  on  réussit  parfois  (si  la  quantité  d'eau  est  au 
moins  le  décuple  de  celle  du  sulfate)  à  faire  dissoudre  tout 
le  sel.  Le  temps  nécessaire  pour  cela  est  considérable.  Dans 
les  premiers  instants,  il  se  forme  toujours  un  liquide  trouble. 

D'autres  fois,  cependant,  on  ne  parvient  pas  à  obtenir  !a 
dissolution  complète  du  sel  ;  le  liquide  laisse  déposer  un  hy- 
drate, et  le  sel  non  encore  dissous  se  transforme,  lui  aussi, 
quoique  très  lentement,  en  hydrate.  Essaie-t-on  de  préparer 
une  dissolution  saturée  du  sel  anhydre,  alors  ce  dépôt  de 
l'hydrate,  aux  dépens  de  la  dissolution  déjà  formée,  et  la 
transformation  du  sel  encore  indissous  se  produisent  presque 
toujours  dans  l'espace  d'une  heure. 

Les  cristaux  formés  étaient  le  plus  souvent  ceux  de  l'hy- 
drate à  dH^O  ').  Pour  faire  apparaître  ceux-ci,  il  n'est  donc 
nullement  nécessaire  de  chauffer  jusqu'à  20° .  A  0",  toutefois, 
leur  séparation  s'accomplit  avec  une  extrême  lenteur. 

En  déterminant  de  temps  en  temps  la  teneur  en  sel  de 
la  dissolution,  ou  trouve  que  cette  teneur  augmente  aussi 
longtemps  que  le  sulfate  anhydre  se  dissout.  Dès  qu'apparaît 
l'hydrate,  la  teneur  diminue.  Lorsque  la  séparation  de  l'hydrate 
commence  promptement,  on  n'observera  donc  que  cette  dimi- 
nution. Le  tableau  suivant  donne  quelques  exemples.  Sous  l 
est  inscrit  le  temps  écoulé  depuis  l'introduction  du  sulfate 
anhydre  ;  S  est  la  teneur  de  la  dissolution  limpide,  exprimée 
en  parties  de  Tk(S0t)2  sur  100  parties  d'eau. 


mbre  de  fois.  J'obtins  rhydrateà8J/,0.  Voir  plus  loin,  IV. 
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Les  valeurs  des  colonnes  I — III  ont  été  obtenues  avec  du 
sulfate  de  thorium  de  Trommsdorf,  rendu  anhydre  par  une 
température  de  350°.  Pour  les  séries  IV — VI,  j'ai  employé 
du  sulfate  anhydre  mis  obligeamment  à  ma  disposition  par 
M,  le  professeur  Nilson.  Ce  dernier  sel  avait  été  faiblement 
calciné,  et  par  suite  (comme  on  pouvait  s'y  attendre)  il  entra 
en  dissolution  encore  beaucoup  plus  lentement  que  le  pre- 
mier, et,  en  outre,  la  dissolution  laissa  déposer  encore  plus 
lentement  l'hydrate,  qui  ici  ne  contenait  au  début  que  8H^  0 
(voir  plus  loin,  IV).  On  ne  peut  dire  exactement. â  quel  mo- 
ment l'hydratation  commence.  Mais  ce  processus  est  indubi- 
tablement engagé  aussitôt  que  la  solubilité  décroît.  Le  temps 
écoulé  jusque-là  était  très  variable  dans  les  différentes  ex- 
périences, quoique,  le  plus  souvent,  il  fût  compris  entre  1 
et  2  heures.  , 

La  séparation  complète  de  l'hydrate,  à  0°,  demande  plu- 
sieurs jours;  la  teneur  de  la  dissolution  doit,  à  l'état  d'équi- 
libre, s'abaisser  jusqu'à  0,74  (ou,  lorsque  c'est  le  sel  àSffjO 
qui  se  dépose,  jusqu'à  1). 

A  des  températures  plus  élevées,  le  sulfate  anhydre  se  com- 
porte en  général  exactement  comme  à  0°.  A  titre  d'exemple, 
je  citerai  quelques  valeurs  de  la  concentration  des  dissolu- 
tions eu  fonction  du  temps: 
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4* 
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Les  déterminations  Nos.  VII  et  VIII  ont  été  faites  avec 
du  sel  de  Trommsdorf,  No.  IX  avec  du  sel  de  M,  Nilson. 

Tant  dans  ces  expériences  que  dans  d'autres,  qui  ne  furent 
pas  poursuivies  quantitativement,  il  se  manifesta  pourtant 
une  différence  graduelle  avec  les  phénomènes  observés  à  0°. 
Le  temps  écoulé  jusqu'au  début  de  la  séparation  de  l'hydrate 
devenait  de  plus  en  plus  court  à  mesure  que  la  température 
s'élevait.  A  15°  le  dépôt  ne  commençait  encore  qu'après  un 
intervalle  d'une  demi-heure;  à  25°,  il  se  montrait  déjà  au 
bout  de  quelques  minutes;  à  30°,  et  plus  haut,  presque  im- 
médiatement après  l'introduction  de  sulfate  anhydre.  (Le  sel 
de  M.  Nilson  présenta  toujours  le  retard  le  plus  grand). 

En  second  lieu,  le  temps  nécessaire  pour  que  la  séparation 
s'achevât  devenait  également  d'autant  plus  court  que  la  tem- 
pérature montait  plbs  haut,  bien  qu'à  cet  égard  il  n'ait  pas 
été  fait  de  mesures  quantitatives,  tous  ces  phénomènes  de 
ralentissement  étant  influencés  par  diffêrentes  petites  circon- 
stances, dont  il  est  impossible  de  tenir  compte. 

L'étude  plus  précise  de  la  manière  dont  se  comporte  le 
sulfate  anhydre  montre  donc,  sans  la  moindre  équivoque,  que 
ce  ael,  en  présence  de  la  dissolution,  est  matable  par  rapport 
à  l'hydrate  à  9H,0,  à  toutes  les  températures  où  celui-ci  est 
stable.  Ce  fait,  joint  au  retard  de  l'hydratation,  explique  l'em- 
ploi que  MM.  Nilson  et  Kruss  ont  fait  du  sel  anhydre. 

On    doit   toutefois   se   demander    encore  s'il  n'existe  donc 
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aucune  température  où  le  sel  anhydre  puisse  être  stable  en 
présence  de  la  dissolution. 

L'examen  des  courbes  de  solubilité  montre  que  cela  n'est 
jamais  le  cas.  Des  tableaux  donnés  ci-dessus,  aucun  chiffre 
déterminé  ne  se  laisse  déduire  pour  la  teneur  de  la  dissolution 
saturée  de  sel  anhydre  à  différentes  températures.  On  peut 
seulement  dire  que  la  valeur  la  plus  forte  doit  être  encore 
trop  faible,  et  on  ne  sera  donc  pas  loin  de  la  vérité  en  ad- 
mettant pour  0°  une  teneur  d'environ  25  parties  de  sel  sur 
]00  parties  d'eau  '). 

Ce  nombre  doit  nécessairement  décroître  un  peu  à  mesure 
que  la  température  s'élève,  vu  que  la  chaleur  de  dissolution 
est  positive  •). 

Si  donc  la  position  de  la  courbe  du  sel  anhydre  ne  peut 
être  déterminée  exactement,  il  n'en  est  pas  moins  certain 
qu'elle  ne  saurait  couper  la  courbe  AB  de  l'hydrate  à  9HjO, 
laquelle,  à  son  sommet  B,  représente  une  teneur  de  3,35.  Il 
n'y  a  aucune  chance  non  plus  pour  une  intersection  de  la 
courbe  du  sel  anhydre  avec  la  courbe  BD  de  l'hydrate  à 
4HiO.  La  dissolution  du  sel  anhydre  est  beaucoup  plus  riche; 
au-dessus  de  43°  elle  est  sursaturée  par  rapport  à  l'hydrate 
à  4  H,0,  tout  comme,  au-dessous  de  43°,  elle  l'était  par  rap- 
port à  l'hydrate  â  9  H,0. 

Aussi,  dans  une  expérience  faite  â  50°,  ai-je  déjà  vu  au  bout 
de  10'  se  déposer  les  cristaux  feutrés  à  4HjO.  La  détermi- 
nation de  la  solubilité  du  sel  anhydre  est  donc  de  nouveau 


J'ai  obtenu  à  50°: 


t)  Suiuant  M.  Clève,  i  partie  de  sel  se  dissout  dans  20,6  parties  d'eau 
à  0°;  suivant  M.  Nilson,  dans  10  p.  d'eau  {B.B.,  XV,  2524).  Comme  ce 
dernier  remarque  qu'une  portion  d'hydrate  ne  s'éttùt  pas  dissoute,  nous 
pouvons  inférer  à  coup  sûr  que  sa  dissolution  n'était  pas  saturée  vis-à-vis 
du  sel  anhydre. 

1)  Voir,  à  ce  sujet,  Areh.  néerl.,  XXIII,  p. 327. 
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t  S 

J  heure  6,9 

1  ,  6,2 

2  ,  5,0. 

Pour  l'établissement  de  l'équilibre  complet  avec  4HjO,  il 
faut  un  temps  plus  long. 

Si  le  sel  à  2H,0  pouvait  se  maintenir  intact  à  côté  delà 
dissolution  aqueuse,  on  devrait  finalement  trouver,  au-dessus 
de  100°,  une  température  où  cet  hydrate  se  décomposerait  en 
sel  anhydre  et  en  dissolution.  A  partir  de  ce  point  seulement, 
le  sel  anhydre  pourrait  être  stable  en  présence  de  la  disso- 
lution, et  là  aussi,  par  conséquent,  la  partie  labile  de  la  courbe 
de  solubilité,  pour  les  températures  inférieures,  devrait  ae 
rattacher  à  la  partie  stabîle. 

Comme  cela,  toutefois,  est  impossible,  à  cause  de  la  pro- 
duction de  sels  basiques,  on  pourrait  rechercher  une  pareille 
température  de  passage  en  ajoutant  assez  d'acide  sulfurique 
pour  empêelier  la  décomposition.  Mais  la  température  ainsi 
obtenue  n'aurait  aucune  valeur  pour  les  relations  du  sulfate 
de  thorium  avec  l'eau  pure. 

Les  considérations  de  ce  genre  conduisent  en  tout  cas  au 
résultat  suivant: 

Les  systèmes  composés  de  sulfate  tJiorique  anhydre  et  de  disso- 
lution aqiteuse  ne  sont  possibles  qu'à  l'état  d'équilibre  labile.  A 
0°  l'hydratation  est  retardée  d'au  moins  100°.  Un  exemple  de 
retard  aussi  considérable  n'avait  pas  encore  été  observé  jusqu'ici. 

L'influence  de  la  température,  tant  sur  le  retard  de  l'hy- 
dratation que  sur  la  rapidité  du  dépôt  de  l'hydrate,  mérite 
également  d'être  étudiée  de  plus  près. 

Dans  tous  les  exemples  jusqu'ici  connus  où  un  sel  peut 
exister  en  présence  de  dissolution  au-dessous  de  la  température 
à  laquelle  il  se  transforme  en  l'hydrate  immédiatement  su- 
périeur, on  a  observé  que  le  retard  de  cette  décomposition 
a  une  durée  d'autant  plus  courte  qu'on  est  descendu  plus 
bas  au-dessous  de  la  température  do  transformation.  De  même, 
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quand  il  n'y  a  pas  un  excès  de  l'hydrate  inférieur  à  l'état 
solide,  mais  que  la  dissolution  est  sursaturée,  on  a  régulière- 
ment vu  la  sursatuiation  se  maintenir  d'autant  moins  long- 
temps qu'on  descend  davantage  au-dessous  de  la  température 
à  laquelle  la  dissolution  serait  saturée  par  rapport  à  l'hydrate 
qui  doit  se  déposer. 

Or,  le  sulfate  de  thorium  fait  à  cette  règle  une  exception 
décidée,  car  les  dissolutions  sursaturées  par  rapport  à  l'hydrate 
à  9  HjO,  aussi  bien  que  le  sel  anhydre  en  présence  de  pa- 
reilles dissolutions,  gagnent  en  stabilité  à  mesure  que  la  tem- 
pérature s'abaisse. 

Toute  tentative  d'explication  de  ce  phénomène  serait  pré- 
maturée tant  qu'on  n'en  connaît  que  ce  seul  exemple,  tant 
qu'il  n'a  même  été  fait  pour  les  sels  aucune  recherche  relati- 
vement à  l'influence  de  différentes  circonstances  sur  le  retard 
du  passage  de  l'équîhbre  labile  à  l'équilibre  stabile,  et  tant 
que,  pour  d'autres  catégories  de  réactions,  les  phénomènes  de 
retard  n'ont  été  l'objet  que  d'une  étude  très  superficielle. 

Chez  le  sulfate  de  thorium,  le  retard  en  question  paraît 
être  lié  à  la  vitesse  avec  laquelle,  une  fois  commencé,  le 
dépôt  de  l'hydrate  progresse,  jusqu'à  l'établissement  de  l'équi- 
libre flnal.  Cette  vitesse  aussi  diminue  à  mesure  que  la  tem- 
pérature s'abaisse.  Chez  d'autres  sels,  elle  n'a  pas,  jusqu'ici, 
attiré  spécialement  l'attention.  En  général,  on  est  porté  à 
croire  que  le  dépôt  de  l'hydrate  stable  s'accomplit  presque  in- 
stantanément, aussitôt  qu'il  a  commencé.  Des  recherches  ul- 
térieures montreront  probablement  que  chez  beaucoup  de  sels 
la  vitesse  est  mesurable,  et  variable  avec  la  température. 

Parmi  les  cas  présentant  quelque  analogie  avec  la  trans- 
formation d'un  sel  en  un  autre  hydrate,  je  n'en  connais  qu'un 
seul  pour  lequel  l'influence  de  la  température  sur  la  vitesse 
de  transformation  ait  été  étudiée  sur  un  assez  long  intervalle. 
H  s'agit  de  la  transformation  du  soufre  monoclinique  en 
soufre  rhombique.  Cette  transformation  n'est  possible  qu'au- 
dessous   de  96°.  A  partir  de  ce  point,  la  rapidité  de  la  con- 


by  Google 


248  H.   W.   BAKHOTS   BOOZEBOOM. 

version  augmente,  tout  comme  on  l'attendrait  pour  un  hydrate 
salin.  Mais,  d'après  M.  Reicher  '),  elle  atteint  vers  40°  un 
maximum  *),  pour  diminuer  ensuite,  de  sorte  qu'à  de  très 
basses  températures  la  transformation  s'opère  très  lentement  '). 

La  marche  observée  chez  le  sulfate  de  thorium  ofifre  donc 
un  frappant  accord  avec  celle  de  la  transformation  du  soufre 
aus  basses  températures.  Toutefois,  l'hydrate  à  9H,0  n'étant 
plus  stablei  au-dessus  de  43°,  il  est  impossible  de  contrôler 
l'existence  d'un  maximum  de  vitesse. 

L'idée  se  présente  naturellement  à  l'esprit,  que  la  conver- 
sion du  soufre  est  peut-être  le  type  de  toutes  les  transfor- 
mations de  systèmes  hétérogènes  complète  *),  qui  sont  labiles,  en 
d'autres  qui  sont  stabiles.  Le  sulfate  de  thorium  nous  apprend 
qu'à  des  températures  inférieures  de  beaucoup  â  la  température 
de  transformation,  et  même  quand  il  y  a  présence  de  liquide 
(ce  qui  en  tant  d'autres  cas,  aussi  chez  le  soufre,  favorise  la 
transformation),  la  vitesse  de  la  conversion  peut  devenir 
très  petite. 

A  ce  qui  précède,  je  rattacherai  encore  une  couple  de  re- 
marques. D'abord,  le  phénomène  en  question  doit  nous  pré- 
munir contre  le  danger  des  conclusions  prématurées  dans 
l'étude  des  hydrates  salins,  où  jusqu'ici  on  était  habitué  à 
admettre  un  très  prompt  établissement  de  l'équilibre  entre  le 
sel  et  la  dissolution.  Peut-être  estrce  à  ce  phénomène  qu'il  faut 
ramener  quelques  observations  singulières  de  M.  Lescœur  *). 

")  Itec.  Trav.  Chim.  Pays-Bas,  II,  251.  1883. 

i)  Ce  résultat  est  évidemment  en  contradiction  avec  l'hypothèse  qu'un 
changement  dans  la  vitesse  de  réaction  dépendrait,  suivant  une  relation 
simple,  de  la  chaleur  de  réaction.  Cette  dernière  est  positive,  tant  au- 
dessTis  qu'au-dessous  de  40°.  Je  note  ici  cette  circonstance,  parce  que, 
à  ma  connaissance,  elle  n'a  pas  encore  été  signalée. 

S)  Ruys,  nec,  III,  1.  1884. 

*)  Sur  les  systèmes  hétérogènes  complets,  \oir  :  Zeitschr.f.phys.  Chetn., 
2,  47-1 . 

S)  Par  exemple,  l'existence  de  deux  hydrates  de  Ca{NO,),,  en  présence 
de  dissolution  (et  de  vapeur),  à  plusieurs  températures;  cette  observation 
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En  second  lieu,  la  circonstance  dont  il  s'agit  ouvre  aussi 
pour  d'autres  phénomènes  la  perspective  d'une  explication  qui, 
jadis,  eût  sans  doute  paru  un  peu  hasardée.  Ainsi,  le  phos- 
phore liquide  pourrait  très  bien  être  du  phosphore  rouge  sur- 
fondu, bien  que,  même  après  l'introduction  de  ce  dernier,  à 
des  températures  modérées,  la  transformation  soit  presque 
insensible.  La  preuve  de  l'exactitude  de  cette  interprétation 
ne  serait  d'ailleurs  à  donner  qu'en  montrant  que  les  courbes 
de  tension  des  deux  états  se  coupent  à  une  température  suf- 
fisamment élevée. 


m.     Sulfate  thorique  à  2  HjO 

Ainsi  que  nous  l'avons  rapporté  plus  haut,  l'hydrate  à 
2  HjO  ne  se  forme,  en  présence  de  dissolution,  qu'à  environ 
100°,  mais,  en  même  temps,    il  est  partiellement  décomposé. 

Je  l'ai  toutefois  obtenu  à  l'état  de  pureté  en  séchant  à 
environ  110°  les  hydrates  contenant  9  HjO  on  4H,0,  cequi 
est  conforme  aux  indications  d'auteurs  antérieurs.  • 

Mis  dans  l'eau  à  basse  température,  l'hydrate  se  dissout 
complètement,  quoique  avec  lenteur.  On  voit  alors  se  répéter 
les  phénomènes  que  nous  avons  décrits  à  propos  du  sel 
anhydre.  Au  bout  de  quelque  temps,  commence  le  dépôt  de 
l'hydrate  à  QH^O  ')  ou  à  iS^O  (au-dessous  ou  au-dessus  de 
43°).  Ici  également,  ces  dépôts  ne  s'opèrent  que  très  lente- 
ment. Toutefois,  la  séparation  des  hydrates  se  fait  attendre 
moins  longtemps  que  lorsqu'on  dissout  le  sel  anhydre,  peut- 
être  parce  que  les  dissolutions  sont  encore  plus  riches  que 
celles  de   ce  sel  anhydre.    La    détermination   exacte  de  leur 

ne  peut  s'expliquer  que  par  un  retard  de  transformation,  vu  que  deux  hydrates 
en  présence  de  dissolution  (sous  pression  propre)  ne  peuvent  exister  qu'à 
une  température  unique. 

1)  Je  n'ai  tait  des  expériences  que  sur  l'Iiydratepréparé  avec  le  sulfate  de 
thorium  de  Trommsdorf,  et  je  n'y  ai  pas  observé  la  production  de  l'hydrate 

à  a/f.o. 
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richesse  est  impossible,  à  cause,  précisément,  de  l'hydratation 
qui  se  produit.  Pour  cette  raison,  je  n'ai  fait  qu'une  couple 
de  déterminations.  Ainsi,  j'ai  trouvé: 

/  après  15'..  5=35,50 

\  „  30'..  „=:  23,20  (Le  dépôt  de  9H^0  avait  déjà 
â  0"  j  ,, 

/  commence), 

'       „     45'..,  =  17,60 
à  16"  j      „       7' . .  „  =  31 ,05  (Le  dépôt  venait  de  commencer). 

Si  l'on  pouvait  préparer  une  dissolution  saturée,  sa  teneur 
diminuerait  à  mesure  que  la  température  s'élève  vu  que  la 
chaleur  de  dissolution  est  positive.  A  cet  égard  encore,  l'hydrate 
à  2HjO  se  comporterait  comme  le  sel  anhydre. 


IV.    Sulfate    thorique  à  SH^O. 

M.  Cleve  et  MM.  Nilson  et  Kriiss  ont  obtenu  un  sulfate 
à  SHjO^Le  premier  se  borne  il  en  dire  qu'il  l'a  retiré  d'une 
dissolution  neutre,  à  la  température  de  20 — 25°  '). 

M.  Nilson  obtint  ce  sulfate  d'une  portion  de  la  thorite 
li'Arendal  ^),  tandis  qu'une  autre  portion  lui  donna  l'hydrate 
à  9H^0.  De  la  thorite  de  Brevig,  MM,  Nilson  et  Krûss  M 
n'obtinrent  que  l'hydrate  à  SH^  0,  et  il  leur  fut  impossible 
de  découvrir  pourquoi  l'hydrate  à  9H^0  ne  se  produisait 
jamais.  La  température  ne  paraissait  pas  avoir  d'influence 
sur  le  phénomène. 

Il  était  à  présumer  que,  dans  ce  cas  aussi,  l'étude  de  la 
solubilité  pourrait  éclairer  la  question  et  décider  si  l'hydrate 
à  SHjO  n'est  qu'une  forme  labile  par  rapport  à  l'hydrate 
stabile  à  dH^O,  ou  s'il  peut  devenir  stabile  au-dessus  d'une 

I)  Bull.  Soc.  Ckim.  [2],  21,  120  (1874). 
ï)  Berl.  Ber.,  XV,  2527  (1882). 
3)      11         »  ,  XX,  1670  (1887). 
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température  déterminée.  Du  eulfate  anhydre  que  M.  Nilson 
avait  obligeamment  mis  à  ma  disposition,  et  qui  faisait  partie 
du  lot  avec  lequel  il  avait  exécuté  les  déterminations  de 
1887,  j'obtins  également  l'hydrate  à  SH^O,  en  le  dissolvant 
dans  environ  15  parties  d'eau  à  0°  et  abandonnant  la  solution 
filtrée  à  la  température  ordinaire.  C'est  encore  ce  même  hy- 
drate que  me  donna  le  sulfate  anhydre  préparé  en  chauffant 
avec  l'acide  sulfurique  la  thorine  que  j'avais  recueillie  dans 
l'analyse  des  dissolutions  faites  avec  le  sulfate  anhydre  de 
M.  Nilson. 

Les  cristaux  obteniis  contenaient  25,50  à  25,81%  de  HjO. 
Pour  T/i('SO,),.8//jO,le  calcul  donne  25,35%.  Us  formaient, 
comme  le  disent  aussi  les  auteurs  ci-dessus  nommés,  de  petits 
agrégats  cristallins  mamelonnés,  qui,  même  au  microscope, 
ne  laissaient  distinguer  aucune  forme  nette. 

Pour  leur  solubilité  S,  exprimée  en  parties  de  sulfate  an- 
hydre sur  100  parties  d'eau,  j'ai  trouvé: 

Solubilité  de  ThiS0^)^.8H^0. 


l 

g 

0' 

1,00 

15° 

1,38 

25» 

1,85 

44° 

3,71 

Ces  valeurs  sont  représentées  par  la  courbe  FG.  Au-dessus 
de  42",  cet  hydrate  est  converti,  lui  aussi,  dans  les  cristaux 
floconneux  de  l'hydrate  inférieur  à  AH^O;  d'autant  plus  ra- 
pidement que  le  température  est  plus  élevée,  bien  que  la 
transformation  totale,  de  même  que  celle  de  l'hydrate  à  9^,0, 
exige  toujours  un  temps  très  considérable.  Après  que  l'équi- 
libre final  se  fat  étabh,  j'obtins,  pour  la  solubilité  des  cristaux 
floconneux,    des   nombres    s'accordant    parfaitement   avec  la 
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courbe  DB,  qni  représente  la  solubilité  de  l'hydrate  àéffjO, 
fourni  antérieurement  par  l'hydrate  à  dH^O. 
Je  trouvai: 


t 

. 

70° 

1,04 

55° 

1,97 

40° 

3,96 

La  température  de  transformation,  donnée  par  le  point 
d'intersection  des  courbes  F6  et  DB,  est  d'environ  42°.  Ce- 
pendant, l'hydrate  à  SHjO  se  laisse  très  facilement  chauffer, 
avec  sa  dissolution,  jusqu'à  60°,  avant  que  la  déshydratation 
ne  commence, 

Tja  courbe  FQ  est  située  au-dessus  de  la  courbe  AB.  Les 
dissolutions  de  l'hydrate  àSffJOdoivent  donc  être  sursaturées 
par  rapport  à  l'hydrate  à  QH^O,  Effectivement,  d'une  disso- 
lutou  du  huitième  hydrate,  saturée  à  40°,  j'ai  obtenu,  par 
le  semis  de  quelques  cristaux  du  neuvième,  un  dépôt  de  ce 
dernier  hydrate  —  ce  qui  fut  établi  tant  par  la  détermination  de 
la  teneur  en  eau  (trouvé  :  27,30)  que  par  l'examen  microscopique. 

Comme  la  courbe  FG  ne  coupe  pas  la  courbe  AB,  il 
n'existe  pas  de  température  au-dessus  de  laquelle  le  sel  à 
8//jO  serait  stabile.  A  raison  de  la  faible  diflërence  de  soln- 
bilité  des  sels  à  dH^O  et  à  SH^O,  on  peut  toutefois  présumer 
que  la  stabilité  relative  du  huitième  hydrate  doit  être  asseï 
grande. 

Cette  présomption  est  fortifiée  si  l'on  considère  que  durant 
les  déterminations  de  la  solubilité  l'hydrate  ne  changea  pas, 
et  qu'il  est  impossible  d'indiquer  pourquoi  c'est  tantôt  le  sel 
àSH^O  tantôt  celui  à  9//,0  qui  cristallise  de  ta  dissolution 
sursaturée.  Le  fait  que  la  température  n'a  pas  d'influence, 
s'accorde  très  bien  avec  la  direction  presque  parallèle  des 
deux  courbes  de  solubilité. 
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D'après  M.  Nilson,  la  provenance  du  sel  paraissait  avoir 
quelque  influence,  en  tant  que  le  sel  de  la  thorite  de 
Brevig  ne  lui  fournit  que  l'hydrate  à  8fl,  0.  Il  serait  difficile 
de  comprendre  en  quoi  cette  influence  pourrait  consister,  pour 
un  sel  qui  avait  été  purifié  très  soigneusement.  Aussi  est-ce 
avec  d'autant  plus  de  satisfaction  que,  de  cette  matière  pre- 
mière aussi,  j'ai  obtenu,  une  couple  de  fois,  le  sel  à  QH^O. 
Ce  fut  le  cas  dans  les  expériences  IV  et  V  (page  243).  Dans 
la  première,  au  bout  de  deux  jours  le  sel  anhydre  n'était 
pas  encore  complètement  hydraté,  car  l'analyse  d'une  portion 
donna  7,80  et  7,36  mol.  H^O,  et  au  microscope  on  ne  dis- 
tinguait pas  un  seul  cristal  de  l'hydrate  à  9W,0,  mais 
seulement  une  poudre  microcristalline.  Après,  toutefois,  que 
le  mélange  de  la  dissolution  et  du  huitième  hydrate  eut 
encore  été  abandonné  à  lui-même  pendant  deux  mois,  à  des 
températures  variant  de  15°  a  22°,  on  put  voir  au  microscope 
qu'une  partie  de  la  poudre  cristalline  se  trouvait  transformée 
dans  les  beaux  cristaux  monoclines,  nettement  limités,  du 
neuvième  hydrate. 

Pourtant,  il  s'en  fallait  de  beaucoup  que  la  transformation 
fût  complète,  et  celle-ci  s'effectuait  donc  avec  encore  plus  de 
lenteur  que  l'hydratation  du  sel  anhydre. 

La  seconde  fois,  j'obtins  une  belle  cristallisation  du  neu- 
vième hydrate,  en  opérant  sur  le  lot  de  sel  anhydre  qui 
dans  la  dissolution  à  50°  s'était  d'abord  transformé  en  l'hy- 
drate à  4tf  j  0  (voir  pag.  245),  cette  masse  ayant  ensuite  été 
laissée  2  jours  à  une  température  d'environ  20o. 

L'hydrate  à  QH^O,  dérivé  de  la  même  matière  première 
(voir  plus  loin,  sous  V),  s'est  également  converti,  plus  d'une 
fois,  dans  le  sel  à  SH^O. 

Je  crois  donc  pouvoir  conclure  qu'on  a  presque  autant  de 
raisons  pour  attendre  i'apparition  du  huitième  hydrate,  que 
celle  de  neuvième,  ce  qui  n'empêche  pas  que  des  influences 
très  faibles  et  jusqu-ici  inconnues  ne  favorisent  peut-être  la 
production  de  l'un  ou  de  l'autre  de  ces  sels. 
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Ainsi,  avec  le  sulfate  de  Trommedorf,  en  opérant  eoit  sur 
le  sel  anhydre  soit  sur  les  hydrates  à  2ffjO  et  AH^O,  je 
n'avais  d'abord  obtenu  que  le  sel  à  QH^O.  Mais  lorsque, 
plus  tard,  différents  résidus  de  mes  déterminations  de  solu- 
bilité eurent  été  dissous  dans  une  plus  grande  quantité  d'eau, 
et  que  je  laissai  la  dissolution  étendue  et  limpide  s'évaporer, 
à  des  températures  comprises  entre  15°  et  22°,  sur  l'acide 
sulfurique,  j'obtins  une  quantité  considérable  du  huitième 
hydrate  (trouvé  :  25,55  %  d'eau). 

Cet  hydrate,  toutefois,  ayant  été  déshydraté  à  350°,  et  le 
sel  anhydre  ayant  été  dissous  dans  15  parties  d'eau,  je  ne 
vis  de  nouveau  se  déposer,  de  la  solution  limpide,  que  le 
seul  hydrate  à  9//,0. 


V.    Sulfate  thorique  à  6fl,0. 

Cet  hydrate  n'avait  pas  été  décrit  jusqu'ici.  M,  Nilson 
m'envoya  7^,5  d'un  sel  qui  s'était  déposé,  après  deux  années 
d'abandon  dans  un  vase  couvert  de  papier  brouillard,  d'une 
dissolution,  acidulée  d'un  peu  d'acide  sulfurique,  du  même 
lot  de  sulfate  dont  il  n'avait  pu  obtenir  que  l'hydrate  à 
8//jO.  Il  avait  soigneusement  lavé  ces  cristaux  avec  de  l'eau, 
et  les  avait  séchés  dans  du  papier  brouillard  ;  il  pensait  qu'eux 
aussi  seraient  reconnus  pour  l'hydrate  à  SH^O. 

Tel  ne  fut  pourtant  pas  le  cas.  Ayant  déterminé  la  teneur 
en  eau  des  cristaux,  par  4  heures  de  chauffage  à  350°  {après 
quoi  le  poids  resta  constant),  je  trouvai:  20,  43%fl,0. 
TA(SOJ,  .6ffjO  exige:  20,  30%//jO. 

Au  microscope,  le  sel  se  montra  formé  de  très  petites 
aiguilles  cristallines,  caractère  qui,  lui  aussi,  le  distinguait 
nettement  du  sel  à  8H^0.  La  concentration  de  la  dissolution 
et  l'action  de  l'acide  sulfurique  ajouté  avaient  donc  mani- 
festement donné  naissance  à  cet  hydrate  inférieur. 

On  pouvait  prévoir,  d'après  cela,  qu'en  dissolution  aqueuse 
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pure  il  repa&aerait  à  l'état  d'hydrate  supérieur.  L'expérience 
confirma  cette  prévision.  Toutefois,  l'hydratation  marcha  de 
nouveau  très  lentement,  comme  il  ressort  des  déterminations 
de  solubilité  suivantes. 

Avec  une  première  portion  de  matière  je  trouvai  à  0°, 
dans  la  dissolution  saturée: 

après  I  d'heure  :  t,67% 
„     IJ  heures    :  1,50%. 

Une  seconde  portion  me  donna,  à  20°: 

après  l  heure  :  2,43  % 
„  7  jours  :  1,77% 
,     22      ,        :  1.59%. 

Au  bout  de  deux  jours,  déjà,  on  pouvait  distinctement 
observer,  dans  le  ael  déposé  sur  le  fond  du  vase,  des  cristaux 
du  neuvième  hydrate.  Au  bout  de  22  jours,  le  résidu  solide, 
examiné  au  microscope,  se  montra  composé  presque  exclu- 
sivement de  l'hydrate  à  QH^O.  L'analyse  de  la  masse  saline 
pressée  entre  des  doubles  de  papier  à  filtre,  donna  8,97  mo- 
lécules d'eau. 

Ainsi,  une  petite  quantité  de  l'hydrate  n'avait  peut-être 
pas  encore  subi  de  transformation,  ou  bien  s'était  convertie 
d'abord  en  l'hydrate  à  8/7,0. 

On  voit  que  l'hydratation  s'accompagne  d'une  diminution 
de  la  solubilité,  et  par  suite  la  détermination  exacte  de 
celle-ci  est  de  nouveau  impossible,  tout  comme  pour  l'hy- 
drate à  2H^0  et  pour  le  sel  anhydre.  Néanmoins,  afin  d'avoir 
une  idée  au  moins  approximative  de  sa  valeur,  j'ai,  avec  ce 
qui  me  restait  du  sel,  fait  aussi  rapidement  que  possible 
quelques  déterminations  consécutives  (sur  la  même  quantité 
de  matière)  à  différentes  températures;  à  chacune  de  celles-ci, 
j'agitais  pendant  une  heure. 
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Solubilité  approximative  de  Th{SO^)^.QHtO. 


' 

A' 

0° 

1,50 

15° 

1,63 

30° 

2,45 

46o 

3,85 

60° 

6,64 

Ces   nombres    sont  indiqués  par  la  courbe  pointillée  H  K. 

Evidemmeiit,  la  quantité  dont  ils  sont  trop  faibles  sera 
d'autant  plus  grande  que  la  température  a  été  plus  haute; 
d'autant  plus  long,  en  effet,  a  été  le  temps  pendant  lequel 
le  sel  a  eu  l'occasion  de  s'hydrater. 

La  valeur  correspondant  à  60°  est  beaucoup  trop  faible,  parce 
que,  lors  de  cette  détermination,  il  y  avait  déjà  commence- 
ment de  transformation  dans  les  mêmes  cristaux  floconneux 
auxquels  avaient  aussi  donné  naissance  les  hydrates  à  8  et 
à  9  molécules  d'eau. 

On  voit,  en  tout  cas,  que  l'hydrate  à  6  H^O  est  un  peu 
plus  soluble  que  les  hydrates  à  8  H,0  et  à  9HjO,  ce  qui 
s'accorde  avec  son  caractère  plus  labile. 

J'ai  finalement  encore  examiné  en  quel  hydrate  supérieur 
se  transforment  de  nouveau,  à  une  température  inférieure,  les 
cristaux  floconneux  formés  au-dessus  de  45°  du  sixième  hydrate. 

Après  être  restés  pendant  5  jours,  à  la  température  de 
15°,  en  contact  avec  la  dissolution,  ces  cristaux  étaient,  pour 
la  majeure  partie,  convertis  au  neuvième  hydrate.  C'est 
ce  que  montrait  le  microscope  aussi  bien  que  l'analyse  d'une 
portion  du  dépôt,  analyse  qui  donna  :  8,5  molécules  d'eau. 

Le  reste  du  dépôt  fut  encore  laissé  avec  la  dissolution  pen- 
dant 3  mois  et  contenait  alors  8,79  molécules  d'eau.  On  voit 
qu'ici  encore  l'hydratation  complète  exige  un  temps  con- 
sidérable. 
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Comme  la  matière  employée  provenait  de  la  thorite  de 
Brevig,  qui  n'avait  jamais  fourni  à  M.  Nilson  l'hydrate 
Th(SO^),  .SfljO,  le  résultat  ci-dessus  est  une  nouvelle  preuve 
que  la  production  des  hydrates  à  8  ou  à  9  HjO  dépend  de 
circonstances  encore  inconnues. 


Les  recherches  qui  viennent  d'être  exposées  ont  donc  résolu 
la  contradiction  qui  semblait  exister  entre  la  manière  dont  se 
comporte  le  sulfate  thorique  anhydre  et  les  règles  générales 
que  j'avais  données  pour  les  relations  des  différents  hydrates 
d'un  mêroe  sel. 

Elles  ont  fait  voir  que  chez  le  sulfate  thorique  l'hydratation 
et  la  déshydratation  s'eflectuent  avec  tant  de  lenteur  qu'il 
peut  en  résulter  des  états  labiles  sur  de  très  grands  intervalles 
de  température  ;  elles  ont,  enfin,  clairement  établi  quelles  sont 
les  relations  réciproques  du  sel  anhydre  et  des  hydrates  à 
9,  8,  6,  4  et  2  molécules  de  HiO. 
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HUGO   DE   VBIES. 


Ainsi  que  la  plupart  des  Pipéracées,  le  Pepeivmiamaculosa 
fleurit  en  spadices  minces  et  allongés,  sur  l'axe  cylindrique  des- 
quels sont  implantées  un  nombre  excessivement  grand  de 
petites  fleurs,  qui  attirent  peu  les  regards.  Ces  spadices  ne 
sont  pas,  comme  ceux  des  Aroïdées,  enveloppés  d'une  spathe, 
et  au  fond  ils  ressemblent  plutôt  à  des  épis,  sauf  que  leur  axe 
est  constitué  par  un  tissu  tendre  et  succulent,  et  par  consé- 
quent cbarnu. 

L'espèce  en  question,  plante  basse  et  herbacée,  l'emporte 
sur  ses  alliées  par  des  spadices  extrêmement  longs,  s'élevanl 
de  beaucoup  au-dessus  des  feuilles,  qui  sont  grandes,  ovales 
et  luisantes.  Ces  inflorescences,  en  effet,  atteignent  ici  une 
longueur  d'environ  40  centimètres,  sur  une  épaisseur  de  0"'",6 
à  0°",8,  Elles  se  développent  progressivement,  de  façon  que 
le  sommet  est  en  général  encore  jeune,  lorsque  la  partie 
inférieure  est  déjà  adulte.  Il  en  résulte  que  sur  un  même 
spadice  on  peut  souvent  rencontrer  des  fleurs  aux  degrés 
de  développement  les  plus  divers.  Parfois,  il  s'en  faut  de 
beaucoup  que  toutes  les  fleurs  reçoivent  l'action  du  pollen; 
il  y  en  a  alors  un  grand  nombre  qui  se  dessèchent,  sans 
tomber,  et  qu'on  peut  encore  retrouver  à  cet  état  entre  les 
fruits  mûrs  ou  presque  mûrs. 
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La  structure  simple  de  ces  inflorescences  ne  se  prête  guère 
à  la  production  d'anomalies  tératologiques  ;  aussi  les  traités 
ordinaires  de  tératologie  végétale  ne  font-ils,  à  ma  connais- 
sance, aucune  mention  de  pareilles  irrégularités.  D'autant  plus 
intéressant  est  le  cas  qui  fait  le  sujet  de  la  présente  com- 
munication. 

En  général,  les  déviations  du  type  normal  des  organes  sont 
très  rares  chez  les  plantes.  Sur  des  milliers  de  pieds  d'une 
espèce,  c'est  tout  au  plus  s'il  s'en  présente  un  exemple.  Pour 
les  végétaux  cultivés  en  grandes  masses,  cette  circonstance 
est  sans  inconvénient,  et  d'ordinaire  les  anomalies  dont  il 
s'agit  n'échappent  pas  à  l'observation.  Mais  il  en  est  tout 
autrement  pour  les  plantes  d'ornement  et  surtout  pour  les 
plantes  de  serre,  dont  la  culture  n'est  pratiquée  que  par  nn 
petit  nombre  de  personnes  et  ne  porte,  le  plus  souvent,  que 
sur  un  petit  nombre  de  pieds.  Chez  ces  espèces-là,  le  calcul 
des  probabilités  nous  l'apprend,  les  anomalies  ne  seront  vues 
qu'à  des  intervalles  d'une  longue  suite  d'années. 

Beaucoup  moindre  encore  est  la  probabilité  pour  que  ces 
phénomènes  isolés  tournent  au  profit  de  la  science.  Rarement, 
en  effet,  l'amateur  ou  l'horticulteur  pourra  ou  voudra  se  charger 
lui-même  de  l'étude  nécessaire;  le  plus  souvent,  à  supposer 
que  l'anomalie  ait  attiré  son  attention,  il  sera  même  hors 
d'état  de  juger  si  elle  peut  offrir  à  la  science  quelque  point 
de  vue  nouveau.  Pour  cela,  en  effet,  il  faut  ou  bien  une  con- 
naissance très  étendue  de  ces  cas  exceptionnels,  ou  bien  une 
bibliothèque  suffisamment  pourvue, 

La  Société  néerlandaise  d'horticulture  et  de  botaniqiie  a  pris 
l'initiative  de  parer,  en  ce  qui  concerne  notre  pays,  à  ce 
défaut.  Elle  a  créé  un  corps  qui  se  charge  d'étudier  toutes 
les  particularités  remarquables,  du  domaine  de  la  botanique, 
que  les  amateurs  et  les  horticulteurs  ont  l'occasion  de  ren- 
contrer. Ce  corps,  c'est  la  ^Commission  scientifique"  de  la 
Société.  Ses  attributions  embrassent  deux  objets  principaux. 
D'une  part,  elle  s'efiforce  de  répondre  à  toutes  les  questions, 
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de  nature  scientifique,  que  les  membres  de  la  Société  lui 
adressent  dans  leur  intérêt  personnel.  Ici,  elle  a  à  s'occuper 
surtout  de  l'étude  de  plantes  qui  lui  sont  envoyées  comme 
atteintes  de  l'une  ou  de  l'autre  maladie.  La  recherche  du  pa- 
rasite, la  détermination  de  la  nature  des  troubles,  et  l'indi- 
cation des  moyens  à  employer  pour  combattre  le  mal,  c'est 
là  une  tâche  laborieuse,  mais  d'importance  capitale  pour  les 
intéressés.  D'autre  part,  en  vue  de  ses  expositions  mensuelles 
et  en  vue  de  ses  recherches,  la  Commission  attend  des  mem- 
bres de  la  Société  l'envoi  de  tout  ce  qu'ils  croient  pouvoir 
contribuer  en  quelque  chose  aux  progrès  de  la  science. 

A  l'appel  fait  dans  cette  double  intention,  il  fut  répondu, 
l'an  dernier,  par  beaucoup  de  personnes.  La  Commission  dis- 
tribua entre  ses  membres,  pour  être  soumis  à  une  étude 
spéciale,  les  divers  objets  reçue.  Les  résultats  de  ces  études, 
consignés  dans  les  Comptes  rendus  des  séances,  ont  été  pu- 
bliés dans  le  Nederlandsck  Tuinbouwblad. 

Bans  sa  séance  du  3  décembre  dernier,  il  fut  présenté  à 
la  Gommissiou  scientifique  un  spadiee  monstrueux  de  Peperomia 
maculosa,  qui  lui  était  envoyé  pour  son  exposition,  au  nom 
du  Jardin  Zoologique  de  Rotterdam,  par  l'habile  jardinier  en 
chef  de  cet  établissement,  M.  J.  Wilke.  L'examen  et  la  des- 
cription de  cette  pièce  m'échurent  en  partage. 

Je  reconnus  bientôt  que  le  spadiee  en  question  offrait  un 
exemple  d'une  variation  extrêmement  rare,  et  qui,  autant  que 
j'ai  pu  m'en  assurer,  n'a  pas  encore  été  décrite  pour  cegetu^ 
ni  pour  d'autres  Pipéracées. 

On  voit  représenté  ce  spadiee  sur  la  Planche  XII  fig.  1, 
en  demi-grandeur  naturelle.  A  partir  du  milieu,  environ,  il 
devient  de  plus  eu  plus  large  du  côté  du  sommet,  au  lieu 
d'être  cylindrique  et  de  se  terminer  en  point«  effilée,  comme 
c'est  le  cas  pour  l'inflorescence  normale  (fig,  2).  Cette  partie 
plus  large  est  creuse,  et  sa  forme  se  laisse  le  mieux  comparer 
à  celle  d'une  cornet  de  papier,  long  et  étroit.  La  cavité  se 
rétrécit   vers  le    bas  en  nue  pointe  extrêmement  fine  (fig.  1 
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en  i  et  fig.  3  k).  Cette  pointe  se  trouve  un  peu  au-dessous 
du  milieu  du  spadice;  plus  bas,  le  spadîce,  à  part  les  faisceaux 
vasculaires,  possède  la  structure  habituelle. 

La  moitié  supérieure  de  la  partie  creuse  était  plus  ou  moins 
incurvée,  et  présentait  quatre  déchirures  longitudinales,  pro- 
bablement dues  à  des  tensions  développées  au  cours  de 
l'accroissement  en  longueur  '}.  Uue  de  ces  déchirures  se 
prolongeait  jusqu'à  l'extrémité  du  sommet,  les  autres  s'arrê- 
taient au-dessous.  Pour  la  clarté  du  dessin,  j'ai  coupé  l'une 
des  laciniures  (en  e  dans  la  fig.  1),  et  j'ai  détaché  par  le  haut 
une  seconde  de  ces  lanières  (9,  fig.  1),  laquelle  a  ensuite  été 
tournée  de  façon  qu'elle  se  plaçât  à  peu  près  dans  le  même 
plan  que  les  deux  autres  (8,  fig.  1).  De  là  vient  que  la  figure, 
à  son  sommet,  ne  donne  pas  l'impression  d'un  étroit  cornet, 
mais  celle  d'un  large  entonnoir. 

Les  dimensions  de  l'objet  étaient  les  suivantes.  La  longueur 
du  spadice  s'élevait  à  30  centimètres,  dont  15  cm  pour  la 
partie  située  au-dessous  de  la  cavité  et  15  cm  pour  la  partie 
creuse.  Dans  la  partie  pleine,  le  spadice  était  cylindrique  et 
épais  de  O"",?;  dans  la  partie  creuse,  l'épaisseur  augmentait 
progressivement  jusqu'à  environ  2  cm.  La  paroi  de  la  cavité 
était  épaisse  de  0,2 — 0,3  cm.  Les  déchirures  commençaient 
toutes  au  bord  supérieur  ou  à  peu  de  distance  de  ce  bord, 
et  elles  descendaient  sur  une  longueur  de  7— 12  cm.  L'ouver- 
ture au  sommet  avait  un  diamètre  d'environ  l'^,5. 

La  fioraison  du  spadice  paraissait  entièrement  passée.  Il 
n'était  pas  resté  de  petits  fi-uits  au  côté  extérieur;  par  contre, 
ils  étaient  accumulés  en  grand  nombre  dans  la  cavité,  quoi- 
que détachés  et  libres  pour  la  plupart.  Sur  toute  la  surface 
du  spadice,  tant  en  dehors  qu'en  dedans,  mais  surtout  près 
du    sommet,    on   voyait  çà  et  là  de  petites  fleurs  fanées  et 

I)  M.  Wilke  n'avait  remarqué  la  malformation  que  lorsque  le  spadice 
n'avait  déjà  atteint  nne  certaine  grandeiir;  il  croit  se  rappeler,  toutefois, 
que  les  déchirures  ne  se  sont  produites  que  plus  tard. 
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desséchées,  qui  étaient  encore  distinctement  composées  d'an 
ovaire  v  et'  de  deux  étamines  m  (fig.  4,  empruntée  à  la  face 
interne  île  la  cavité),  et  dont  chacune  était  implantée  au- 
dessus  d'une  bractée  peltiforme  a.  Au-dessous  de  cette  bractée 
s'étendait  sur  une  certaine  longueur,  en  direction  descendante, 
une  côte  saillante. 

Ces  petites  fleurs  donnaient  l'occasion  de  résoudre  une 
question  qui  me  semble  avoir  de  l'importance  pour  l'expli- 
cation morphologique  de  la  cavité.  Si  l'on  se  représente  la 
surface  du  spadice  comme  un  cylindre  creux,  on  pourrait 
croire  que  celui-ci,  dans  le  spécimen  qui  nous  occupe,  était 
simplement  invaginé,  comme  un  doigt  de  gant  rentré.  La  pointe 
conique  de  la  cavité  devrait  alors  correspondre  au  sommet 
normal  d'un  spadice  non  modifié,  et  au  bord  supérieur  de  la 
cavité  la  surface  devrait  être  infléchie. 

H  est  facile  de  discerner  à  quels  signra  une  semblable 
origine  pourrait  être  reconnue.  D'abord,  la  base  de  la  cavité 
devrait  être  la  partie  la  plus  jeune  de  l'inflorescence  et  par 
conséquent  porter  les  plus  jeunes  fleurs.  Malheureusement, 
mon  spécimen  était  complètement  défleuri,  et  nulle  part  une 
différence  d'âge  ne  s'y  faisait  remarquer  entre  les  petites  fleurs 
flétries.  En  second  lieu,  on  devrait  voir  se  continuer,  par 
dessus  le  bord  supérieur  de  la  cavité,  de  dehors  en  dedans, 
le  groupement  des  fleurs,  tel  qu'il  est  sur  les  parties  inféri- 
eures du  spadice.  Mais  ce  critérium  ne  pouvait,  lui  non  plus, 
être  appliqué,  vu  que  le  bord  était  complètement  desséché  et, 
à  ce  qu'il  semblait,  déjà  mort  de  bonne  heure. 

Un  troisième  signe  pouvait  être  tiré  de  la  position  des  fleurs 
relativement  à  leurs  bractées.  Si  l'hypothèse  du  cylindre  in- 
vaginé était  juste,  les  fleurs,  qui  à  la  surface  extérieure  sont 
insérées  chacune  au-dessus  de  leur  bractée,  devaient,  dans 
la  cavité,  se  trouver  au-dessous  de  cette  feuille  florale.  Cela, 
toutefois,  n'était  pas  le  cas,  et  les  nombreuses  fleurs  flétries 
rendaient  maintenant  la  décision  très  facile.  Elles  étaient  im- 
plantées, comme  le  montre  la  fig,  4,  au-dessus  de  leurs  brac- 
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tées,  et  avaient  le  sommet  de  l'ovaire  dirigé  vers  le  bord 
supérieur  de  la  cavité.  Dans  la  figure,  cette  direction  est  in- 
diquée par  une  flèche.  Les  fleurs  intérieures,  présentaient 
exactement  le  même  aspect  que  les  fleurs  extérieures,  aux- 
quelles la  fig.  4  pourrait  donc  s'appliquer  tout  aussi  bien. 
Avec  un  faible  grossissement,  je  pus  porter  sous  le  microscope 
la  laciniure  (coupée)  tout  entière,  et  suivre  sans  peine,  aux  deux 
côtés,  la  direction  des  fleurs.  Jusque  dans  l'étroite  base  conique 
de  la  cavité,  les  fleurs  avaient  cette  même  position. 

La  cavité  n'a  donc  pas  été  formée  par  invagination,  et, 
selon  toute  probabilité,  sa  base  est  sa  partie  la  plus  âgée,  son 
bord  supérieur  sa  partie  la  plus  jeune.  Cette  monstruosité 
doit  donc  être  classée  parmi  ce  qu'on  appelle  les  fasciations 
annulaires,  c'est-à-dire,  parmi  les  branches  à  sommet  végétatif 
annulaire  ■). 

La  cavité  est  aussi  beaucoup  trop  longue  pour  que  la  pro- 
duction en  puisse  être  expliquée  par  une  invagination.  En 
effet,  la  somme  de  la  longueur  totale  du  spadice  et  de  la 
profondeur  de  sa  cavité  (30"°  +  15™^  45™)  surpasse  la  lon- 
gueur d'une  inflorescence  normale  de  la  même  espèce  (environ 
40  cm),  et  cela,  nonobstant  l'absence  de  la  base  dans  mon 
spécimen. 

II  m'a  paru  qu'il  y  avait  quelque  intérêt  à  rechercher  si 
la  production  de  cette  cavité  ne  serait  pas  liée,  de  l'une  ou 
de  l'autre  manière,  au  cours  particulier  des  faisceaux  vascu- 
laires  dans  la  tige  des  Pipéracées.  Bien  que,  de  sa  nature, 
cette  question  ne  puisse  être  résolue  définitivement  par  l'exa- 
men d'un  cas  unique,  je  n'en  ai  pas  moins  cru  devoir  étudier 
la  marche  des  faisceaux  dans  mon  spadice.  Le  résultat  de 
cette  étude  est  assez  remarquable. 

Avant  de  le  communiquer,  toutefois,  il  est  nécessaire  de 
rappeler  brièvement  en  quoi  consiste  la  particularité  des  Pipé- 

I)  Voir  A.  Braun,  Dos  Individuum  der  Pfianze,  dans  Abh.  d.  k  Akad. 
d.  Wiss.,  Berlin,  1853,  p.  5G,  Note. 
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racées,  à  laquelle  il  vient  d'être  fait  allusion.  '  )  Outre  le  cercle 
normal  de  faisceaux  vasculaireB,  ces  plantes  montrent  sur  la 
coupe  transversale  de  leur  tige  un  certain  nombre  de  faisceauï 
disséminées  dans  la  moelle.  Le  cercle  normal  est  composé,  aussi 
dans  les  spadices,  de  faisceaux  nombreux  et  assez  rapprochés 
les  uns  des  autres  (voir,  par  exemple,  fig.  A,  en  /).  A  l'inté- 
rieur de  ce  cercle  se  trouvent  des  cordons  plus  minces,  peu 
nombreux,  qui  dans  les  entre-nœuds  robustes  sont  disposa 
en  deux  cercles  concentriques,  tandis  qu'ils  ne  forment  qu'un 
cercle  unique  dans  les  parties  caulinaires  plus  faibles  et  dans 
les  spadices.  Ces  faisceaux  médullaires  ne  sont  toutefois,  à 
beaucoup  près,  pas  aussi  rapprochés  ni  placés  aussi  régulière- 
ment que  ceux  du  cercle  extérieur,  normal. 

En  ce  qui  concerne  leur  plan  de  symétrie,  qui  chez  1«8 
faisceaux  vaaculaires  doit  être  dirigé  radialement  par  rapport 
à  la  tige  dont  ils  font  partie,  les  cordons  plongés  dans  la 
moelle  des  Pipéracées  ne  sont  pas  non  plus  très  réguliers, 
car  assez  fréquemment  ils  ont  une  position  plus  ou  moine 
oblique.  Cependant,  à  de  très  rares  exceptions  près,  ils  tour- 
nent toujours  leur  partie  libérienne  vers  le  dehors  et  leur 
partie  ligneuse  vers  l'axe  de  l'organe,  tout  comme  cela  est  le 
cas  pour  les  faisceaux  vasculaires  du  cercle  normal.  *) 

Considérons  maintenant  la  disposition  des  faisceaux  vaacu- 
laires dans  notre  spadice  monstrueux.  Nous  commençons  par 
la  partie  creuse.  Dans  la  fig.  5  E  est  représentée  une  coup* 
transversale  d'une  laciniure,  faite  à  peu  près  au  niveau  de  ( 
dans  la  fig,  1,  On  voit  immédiatement  qu'il  y  a  deux  grou- 


i)  C.  Sanio,  Ueber  endogène  Gefàssbûndelhildung,  dans  Bot.  Zeil- 
1864,  p.  193. 

J.  E.  Weisa,  Wachsthumsverhâltniase  und  Gefâssbûndetverlatif  dtr 
Piperaceen,  dans  Flora,  1876,  p.  321. 

F,  Schmitz,  Bas  Fibrovasalsystem  im  Blûthenkoiben  der  Piperaceen, 
Bonn,  1871, 

F,  Schniitz,  dans  Hanstein,  Botan.  Abhandlungen,  T.  II,  p.  3. 

A.  de  Bary,  Vergteichende  Anatomie,  p.  260. 

1)  Voir,  par  eiemple,  Sanio,  i.  c,  p.  195,  et  Weiss,  l.  c.,  p.  357,  358. 
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pes  de  faisceaux  vasculaires.  L'un  (/)  est  une  partie  d'un 
cercle  normal,  d'où  partent  les  branches  se  rendant  aux  brac- 
tées et  aux  fleurs  de  la  surface  externe  du  spadice.  L'autre 
groupe  (g)  est  entièrement  semblable  au  premier,  sauf  qu'il 
correspond  aux  bractées  et  aux  fleurs  qui  tapissent  la  paroi 
de  la  cavité.  Ce  groupe  est  donc  une  partie  d'un  cercle  inté- 
rieur. Entre  ces  deux  cercles  il  y  a  un  très  petit  nombre  de 
faisceaux  vasculaires  épars. 

En  elle-même,  la  présence  de  deux  cercles  concentriques 
de  faisceaux  vasculaires,  dans  un  spadice  de  Peperomia,  n'au- 
rait rien  de  particulier.  Car  le  verticille  intérieur  pourrait 
être  regardé  comme  le  cercle  de  faisceaux  vasculaires  médul- 
laires de  l'inflorescence  normale.  Eflfectivement,  il  ressemble 
à  celui-ci  sous  beaucoup  de  rapports.  Mais  il  y  a  aussi  des 
différences  importantes. 

D'abord  les  faisceaux  vasculaires  ordinaires  de  la  moelle 
sont  peu  nombreux  et  par  conséquent  très  éloignés  l'un  de 
l'autre  (fig.  5  A);  ici,  au  contraire,  le  cercle  intérieur  est 
composé  d'éléments  à  peu  près  aussi  nombreux  et  aussi  rap- 
prochés que  ceux  du  cercle  extérieur.  A  quoi  il  faut  ajouter 
que,  de  ce  cercle  intérieur  émanent  ici  les  faisceaux  qui  vont 
aux  bractées  et  aux  fleurs  de  la  paroi  de  la  cavité  (fig.  7  g'). 
Mais  la  difîilrence  la  plus  remarquable  se  trouve  dans  la 
position  des  faisceaux.  Celle-ci  est  précisément  inverse.  Les 
faisceaux  tournent  ici  leur  côté  libérien  vers  la  cavité,  leur 
côté  ligneux  vers  le  dehors,  tandis  que  les  faisceaux  médul- 
laires des  spadices  normaux  ont  leur  xylème  tourné  vers 
l'axe,  leur  phloème  regardant  la  périphérie.  Les  faisceaux 
anomaux  ne  sont  donc  pas  placés  comme  si  la  cavité  était 
absente  ou  secondaire,  mais  leur  direction  a  manifestement 
été  déterminée  sous  l'influence  de  cette  cavité  et  des  fleurs 
qui  s'y  trouvent.  Considérée  par  rapport  à  ces  fleurs,  leur 
position  est  exactement  la  même  que  celle  des  faisceaux  du 
cercle  normal  par  rapport  aux  fleurs  extérieures. 

Dans   la   fig.    7  on  voit,  grossie  plus  fortement,  une  partie 

Aechives  Nôbblasdaises,  t.  XXIV.  18 
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du  cercle  intérieur  g  de  la  fig.  5  E.  Les  petits  cercles  marqué: 
dans  les  faisceaux  vasculaires  indiquent  les  vaisseaux  Hgneui, 
et  par  conséquent  le  xylème.  La  position  des  faisceaux  devient 
ainsi  parfaitement  claire.  Le  bord  pp'  de  la  figure  est  extrê- 
mement irrégulier,  vu  qu'il  passe  par  les  petites  écailles  peltées 
et  leurs  côtes,  et  aussi,  çà  et  là,  par  les  étamines  et  les  pistils. 
De  là,  les  nombreuses  éminences  verruciiormes. 

Revenons  maintenant  à  notre  fig.  1,  et  suivons  la  marche 
des  faisceaux  vascutaires  du  cercle  intérieur,  d'abord  vers  le 
bas,  après  quoi  nous  essaierons  de  la  déchiffrer  vers  le  haat  Pour 
la  première  partie  de  cette  recherche,  j'ai  pratiqué  dans  l'une 
des  moitiés  longitudinales  de  mon  spadice,  aux  points  a,h,t 
et  d,  des  coupes  transversales,  qui  sont  dessmées,  à  un  faible 
grossissement,  dans  la  fig.  5,  Les  figures  ne  représentent  donc 
que  des  demi-coupes  ;  mon  spécimen  étantjusqu'ici  uuique,je 
voulais  conserver  l'autre  moitié,  comme  pièce  de  montre. 

La  fig.  5  D  est  une  coupe  prise  à  2  cm  au-dessus  de  l'ex- 
trémité inférieure  de  la  cavité.  Elle  fait  voir  en  kk  la  paroi 
de  la  cavité,  et  en  g  le  cercle  sous-jacent  de  faisceaux  vascu- 
laires.  Ces  faisceaux  sont  ici  moins  nombreux  que  dans  la  fig. 
5  E,  mais  placés  environ  aux  mêmes  distances  les  uns  des 
autres.  Eux  aussi  tournent  leur  pbloème  du  côté  de  la  cavité. 

La  fig.  5  C  est  une  coupe  faite  à  peu  de  distance  (1™,5} 
au-dessous  de  la  cavité.  On  y  retrouve  le  cercle  intérieur  (y); 
il  est  devenu  plus  étroit  et  compte  encore  moins  de  faisceaui 
que  dans  la  fig.  5  T),  mais  c'est  évidemment  le  même  cercle. 
Cela,  d'ailleurs,  était  facile  à  voir  sur  la  coupe  longitudinale, 
et  la  fig.  3  le  montre  en  k.  Sur  cette  coupe  fig  5  C  les  fais- 
ceaux tournent  encore  leur  phloème  du  côté  de  l'axe  du 
spadice,  bien  que  celui-ci  ne  soit  plus  creux  en  ce  point. 
Cette  disposition  est  représentée,  à  un  grossissement  un  peu 
plus  fort,  dans  la  fig.  6. 

Fait-on  maintenant  des  coupes  plus  basses,  par  exemple, 
en  fe  et  en  a  dans  la  fig.  1  (fig.  5  5  et  .^),  on  voit  comment 
ce    cercle    étroit   et  serré   de  faisceaux  vasculaires  retournés 
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passe  peu  à  peu  au  cercle  plus  large,  irrégulier,  des  faisceaux 
vasculaires  largement  espacés  qui  descendent  dans  la  partie 
normale  de  ce  spadice.  L'orientation  des  faisceaux  change, 
elle  aussi,  graduellement:  çà  et  là  leur  plan  de  symétrie  est 
placé  obliquement  par  rapport  aux  coupes  radiales  de  l'in- 
florescence, et  finalement  on  les  trouve  le  xylème  tourné  vers 
l'axe  et  le  phloème  faisant  face  à  la  périphérie.  La  coupe 
(fig.  5  A)  ne  se  distingue  alors  plus,  sous  aucun  rapport,  de 
celle  d'un  spadice  normal. 

En  résumé,  nous  voyons  que  les  faisceavx,  qui  doivent  être 
regardés  comme  les  traces  foliaires  des  bradées  placées  dans  la  ' 
cavité,  descendent  en  cercle  serré  tout  autour  de  cette  cavité  et, 
arrivés  au-dessous  d'elle,  se  continuent  avec  le  cercle  médullaire  des 
faisceaux  vasoilaires  de  la  partie  normale  de  l'inflorescence.  Dans 
la  portion  supérieure  de  -leur  cours  ils  tournent  leur  phloème  du 
côté  de  la  cavité,  dans  la  partie  pleine  du  spadice  ils  prennent  peu. 
à  peu,  la  position  normale   des  faisceaux  vasculaires  médullaires. 

Suivis  dans  leur  trajet  ascendant,  les  deux  cercles  de  fais- 
ceaux vasculaires  ne  présentent  pas  grand'chose  de  particulier. 
Ils  conservent  leur  même  position  jusqu'au  bord  supérieur  de 
la  cavité  Comme  nous  l'avons  déjà  mentionné,  ce  bord  lui- 
même,  mort  de  bonne  heure,  était  entièrement  desséché  au 
moment  où  le  spadice  nous  fut  remis,  de  aorte  que  l'extrémité 
supérieure  des  cercles  de  faisceaux  vasculaires  se  dérobait  à 
l'observation.  Sur  les  coupes  longitudinales  du  bord  supérieur 
(fig,  8  et  9)  on  voit  les  deux  cercles  s'élever  en  restant  à  la 
même  distance  l'un  de  l'autre,  Dans  la  fig.  8,  la  laciniure 
.  était  épaisse  etle  tissu  intermédiaireaux  cercles  détruit  jusqu'à 
une  certaine  profondeur;  dans  la  fig,  9,  la  laciniure  était  plus 
étroite,  la  distance  des  cercles  moindre,  et  tout  le  tissu  du 
bord  supérieur  était  uniformément  desséché. 


Des  faisceaux  vasculaires  tournant,  comme  ici,  leur  phloème 
vers  l'axe  de  l'organe  qui  les  renferme,  sont  rares  dans 
le    règne    végétal.    Chez    les  Pipéracées,    il  n'y  a  qu'un  petit 
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petit  nombre  d'espèces  où  l'on  rencontre  cette  disposition  dans 
des  cas  normaux,  et  encore  se  présente-t-elle  alors  d'une  ma- 
nière en  quelque  sorte  accidentelle,  dans  l'un  ou  l'antre  fais- 
ceau vasculaire  médullaire,  jamais  chez  tous.  En  dehors  de 
cette  famille,  je  rappellerai  en  premier  lieu  les  faisceaux  vas- 
culaires  bicollatéraux  (par  exemple,  ceux  des  Cucurbitaeées) 
et  les  cas  d'accroissement  anomal  en  épaisseur  chez  les  Dico- 
tylédones, par  exemple  chez  le  Tecoma  radicana.  En  second  lieu, 
je  citerai  les  tubercules  radicaux  des  Légumineuses.  Dans  cra 
tubercules,  en  effet,  les  nombreux  faisceaux  vasculaires,  placés 
en  cercle,  tournent,  comme  l'ont  montré  les  recherches  âe 
M,  Beyerinck  '),  leur  xylème  en  dehors  et  leur  phloème 
vers  le  tissu  central,  riche  en  albumine,  dit  tissu  bact^- 
roïdien.  Ici  encore,  tout  comme  dans  notre  spadiee,  ce 
renversement  est  évidemment  en  rapport  avec  la  fonction. 

Du  point  de  vue  morphologique,  on  pourrait  présumer  plus 
de  conformité  avec  notre  spadiee  dans  l'inflorescence  creuse 
du  figuier,  et,  quoique  s'en  éloignant  davantage,  dans  le  torus 
creux  des  eynorrhodons  (iîosa).  Effectivement,  chez  ces  derniers 
aussi,  les  faisceaux  vasculaires  intérieurs  tournent  leur  phloème 
du  côté  de  la  cavité.  Tout  conduit  d'ailleurs  à  faire  croire 
que,  dans  les  organes  creux,  le  phénomène  ne  sera  par  rare. 


J'ai  finalement  cherché  si  la  littérature  têratologique  avait 
enregistré  des  cas  de  fasciation  annulaire  (inflorescences  creuses 
et  tiges  creuses)  pouvant  être  comparés  à  l'exemple  ci-dessus 
décrit.  De  tels  cas,  toutefois,  paraissent  être  extrêmement  rares.  _ 
Dans  la  Vegeiable  Teratology  de  M.  Mastere,  je  n'ai  trouvé 
mentionné  que  le  suivant  {p.  590): 

„  Tubular  Stem.  A  speeies  of  Sempervivum,  exhibited  by 
Mr.  Salter,  of  Hammersmith,  at  one  of  the  summer  exhibi- 
tions of  flowers  at  the  Royal  Horticultural  Society  in  1868, 

1)  M  W.  Beyerinck,  Bot.  Zeitung,  1888,  p.  728. 
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UDder  the  name  of  S.  Bollei.  In  this  plant  the  leaves  appeared 
to  be  arranged  some  on  the  outside,  others  on  the  inside  of 
an  erect  hollow  cilinder,  some  six  inchea  in  height.  The 
oldest  leaves  were  outside,  the  youngest  within,  so  that  the 
appearance  presented  was  as  if  the  summit  of  the  axia  liad 
been  pushed  down  or  drawn  in," 

Des  fasciations  annulaires  ont  été  décrites  par  M.  Miehelis 
pour  le  Taraa:acum  officmale  ').  Elles  paraissent  avoir  été 
observées  aussi  chez  quelques  autres  plantes  *}. 

Le  spadice  creux  trouvé  par  M.  Wilke  était  une  pièce 
unique.  Mais  l'expérience  acquise  en  matière  de  tératologie 
autorise  peut-être  l'espoir  que,  sur  le  pied  qui  a  produit  ce 
spadice,  le  phénomène  se  reproduira  quelque  jour,  et  que 
même,  par  un  examen  attentif,  on  le  retrouvera  tôt  ou  tard 
chez  des  plantes  alliées.  Si  cet  espoir  se  réalisait,  il  importerait 
d'étudier  un  pareil  spadice  creux  dans  un  état  aussi  jeune  que 
possible,  afin  de  pouvoir  jeter  quelque  jour  sur  l'histoire  du 
développement  de  ce  curieux  phénomène. 


Explication    des    Figures. 

(PI.  XII). 

Toutes  les  figures  (à  l'exception  de  la.fig,  2)  ont  été  prises  sur  une  in- 
florescence creuse  de  Peperomia  maculosa,  cueillie  par  M.  J.  F.  Wilke  dans 
uniî  des  serres  du  Jardin  zoologique  de  Rotterdam. 

Fig.  1.  Le  spadice  creux.  De  c  jusqu'à  d  le  spadice  a  été  fendu  longitudi- 
nalement  et  l'une  des  moitiés  a  été  enlevée,  de  sorte  qu'on  voit  en 
k  la  pointe  de  la  cavité.  Sur  cet  espace  est  figuré  le  cercle  intérieur 
des  faisceaux  vasculaires.  En  e  a  été  retranchée  l'une  des  laciniures. 


1)  Bûtanische  Zmtung,  1873,  p.  334,  et  1885,  p.  440. 
*)  Bi-aun,  Dm  Individuum  der  P/lame,  p.  56. 


by  Google 


270        HUGO   DE   VRIES.   SUB   UN  SPADICE  TUBULEUX,   ETC. 

La  laciniure  9  a  été  détachée  de  8  et  fléchie  latéralementM  Lee  d«ui 
laciniures  8  cohérent  encore  à  leur  sommet.  Dans  la  cavité  ouverte 
(au-desBus  de  e)  on  voit  de  nombreuses  graines, 
a,  6,  c,  d,  e  sont  les  points  où  ont  été  laites  les  coupes  transver 
sales  pour  la  lig.  5;  8  et  9  indiquent  les  points  par  lesquels  onl 
été  menées  les  coupes  fig.  8  et  9.  (%). 

Fig.  2.  Sommet  d'un  spadice  normal  d'une  espèce  très  voisine,  le  Peperomk 
ebumea,  comme  terme  de  comparaison  avec  la  fig  1.  (a). 

Fig.  3.  Coupe  longitudinale  du  spadice  creux,  prise  entre  c  et  d  ai  11 
Ag.  1,  pour  Taire  voir  l'extrémité  k  de  la  cavité.  Demi -schématique, 
/■cercle  extérieur  des  Taisceaux  vascu!aires,;jï  cercle  intérieur  id.  (1/1). 

Fig.  .4,  Face  interne  de  la  laciniure  retranchée  en  e  (fig.  1),  prise  prèsdn 
sommet,  sa  bractées  peltiformes,  m  étaraines,  v  ovaires.  La  Sècbe 
est  dirigée  vers  le  bord  supérieur  de  la  cavité.  (12/1). 

Fig.  5.  Coupes  transversales  d'une  des  moitiés  longitudinales  du  spadice 
creux.  A,  B,  C,  D,  E,  prises  aux  niveaux  correspondants  a,  b,  c, 
ij  et  e  dans  la  fig.  1.  /"  cercle  extérieur  des  faisceaux  vasculaires,  ; 
cercle  intérieur  id.,  kk  la  cavité.  (4/1). 

Fig.  6.  Le  cercle  intérieur  des  faisceaux  vasculaires  (g.g)  de  la  préparalioi 
fig.  5  C,  grossi  plus  fortement  On  voit  que  les  faisceaux  vasculwres. 
tournent  leur  phloème  du  cùté  de  la  cavité.  (20/1). 

Fig.  T.  Une  portion  du  cercle  intérieur  de  faisceaux  vasculaires  (g  g)  il 
la  préparation  fig.  5  E  (indiquée  dans  cette  figure  par  la  petile 
ligne  près  de  7),  grossie  plus  fortement  9.9  cercle  intérieurdefaisceaiii 
vasculaires,  g'. g'  cordons  des  tiaces  foliaires  des  bractées,/)./ paroi 
interne  de  la  cavité,  tapissée  de  bractées,  de  eûtes  et  de  fleurs.  (20/1). 

Fig.  8  et  9,  Coupes  longitudinales  par  le  bord  supérieur  du  spadice  creus, 
faites  en  S  et  en  9  de  la  fig.  i.  f  cercle  extérieur  de  faisceau 
vasculaires,  g  cercle  intérieur  id.  a  la  partie  morte  et  presijiie 
entièrement  desséchée  du  bord  supérieur. 


by  Google 


SUR  LA 
DURÉE  DE  LA  VIE  DE  QUELQUES  GRAINES, 


HUGO   DE    VBIES. 


La  plupart  des  graines,  loraqu'elles  sont  conservées  â 
l'état  sec,  perdent  dans  l'espace  de  quelques  années  la 
faculté  germinative.  Ordinairement,  cela  arrive  déjà  au  bout 
de  trois  ou  quatre  ans,  mais,  en  général,  de  telle  façon  que 
les  graines  de  la  même  espèce  ne  meurent  pas  toutes  à  la 
fois.  Le  plus  souvent,  il  y  en  a  quelques-unes  dont  la  vitalité 
persiste  beaucoup  plus  longtemps  que  celle  de  la  grande  ma- 
jorité. Ces  individus  plus  résistants  restent  parfois  en  vie 
pendant  dix  ou  douze  ans,  et  même,  dans  un  très  petit  nombre 
de  cas,  encore  plus  longtemps. 

Dans  l'hiver  de  1871 — 1872,  j'avais  reçu  du  jardin  botanique 
de  Leyde  une  série  de  graines,  qui  y  avaient  été  récoltées 
l'automne  précédent.  Elle  appartenaient  à  environ  quatre-vingts 
espèces;  chacune  de  ces  espèces  était  représentée  par  une 
assez  grande  quantité  de  graines,  sauf  celles  dont  les  graines 
avaient  une  grosseur  telle,  que  le  sachet,  de  dimension  ordi- 
naire, n'en  pouvait  contenir  qu'un  petit  nombre. 

Par  des  circonstances  fortuites,  ces  graines  ne  purent  être 
employées  à  l'ust^e  pour  lequel  elles  m'avaient  été  envoyées, 
de  sorte  que  l'envoi  ne  fut  pas  même  ouvert.  Dans  cet  état, 
il  fut  conservé,  sans  soins  particuliers,  mais  à  sec,  durant 
une  suite  d'années,  puis  finalement  consacré  à  une  expérience 
sur  la  durée  de  la  vie  de  ces  graines. 
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A  cet  effet,  la  moitié  des  graines  de  chacune  des  espèces, 
fut  semée,  au  commencement  d'aTiil  1888,  dans  le  Labora- 
toire de  physiologie  végétale.  Chaque  espèce  occupait  un  pot 
à  fleur  particuUer;  les  pots  furent  placés  dans  un  endroit  bien 
éclairé,  où,  à  l'origine,  la  température  fut  maintenue  artiË- 
ciellement  à  environ  16°  C.  Autant  que  possible,  on  veilla  à  ce 
que  les  conditions  fussent  des  plus  favorables  à  la  germinatiou. 

Le  résultat  de  l'expérience  fut  que,  parmi  toutes  ces  graines, 
qui  avaient  été  conservées  pendant  dix-sept  hivers,  il  n'y  avait 
que  deux  espèces  qui  continssent  encore  des  individus  sus- 
ceptibles de  germer,  savoir: 

1°  Erodium  Giconium  et 

2°  Nicandra  Phyaaloidea. 

De  la  première  de  ces  espèces,  une  seule  graine  germa  ;  it 
la  seconde,  quatre  graines  levèrent.  Os  cinq  plantes  furent 
transplantées,  aussitôt  que  possible,  dans  le  jardin,  où,  Èi 
l'exception  de  deux  Nicandra,  elles  se  développèrent  très  vi- 
goureusement. Dès  les  premiers  jours  de  juillet,  elles  fleuri- 
rent. A  la  fin  de  septembre,  V Erodium  Ciconium  présentait  six 
tiges  longues  d'environ  80™,  qui  portaient  une  profusion  de 
fleurs  et  de  graines.  Deux  pieds  de  Nicaridra  étaient  robustes, 
hauts  de  plus  d'un  mètre,  richement  ramifiés,  à  tige  épaisse 
de  2  cm,  et  surchargés  de  fruits.  Les  deux  autres  pieds 
étaient  grêles,  n'atteignaient  que  35 — 40  cm  de  hauteur  et 
n'avaient  produit  que  peu  de  fruits.  De  ces  deux  derniers 
exemplaires  je  ne  recueillis  pas  de  graines,  mais  j'en  récoltai 
des  deux  pieds  robustes,  ainsi  que  de  l'Erodium. 

Les  autres  pots  à  fleur  furent  soignés  et  surveillés  tout  l'été, 
mais  par  une  seule  espèce  n'y  germa.  Dans  l'idée  que  peut 
être  les  graines  à  vitalité  persistante  étaient  aussi  celles  qui 
devaient  séjourner  longtemps  en  terre  avant  de  donner  des 
signes  de  vie,  je  gardai  encore  les  pota  pendant  l'hivtr  et 
l'été  suivants,  jusque  vers  le  1"  juillet.  Mais,  même  au  second 
printemps,  je  ne  vis  rien  apparaître. 
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Les  espèces  étudiées  étaient  les  suivantes: 


Alyasum  edentnlum,  W.  K. 
Ainsworthia  trachycarpa,  Bois 
Ametbystea  coerulea,  L. 
Amaranthus  Bourgaei,  L. 
Anagallis  arvensie,  L. 
Anthriscua  Cerefolîum,  Hofftn. 
Anthémis  arveusis,  L. 
Arthrolobium  scorpioides,  D.C. 
Àstragalus  edulîs,  Dur, 
Avena  barbata,  Brot. 
Axyrîs  amarantoides,  L. 
Barfchausia  rubra,  Moencb. 
Bidens  foeniculacea,  D.  C. 
Bidens  tripartita,  L. 
Bifora  radians,  Rbst. 
Biaerrula  Pelecinus,  L. 
Bowlesia  geraniifoUa,  Schlecht. 
Brizopyrum  sioulum,  Lk, 
Bromus  tectorum,  L 
Bonias  macroptera,  Echb. 
Bupleurum    semicompositom, 

L. 
Calendula  arvensia,  L. 
Carduus  pycnocephalum,  L. 
Centrospenuum  chrysanthum, 

Spr. 
Ch^Bantbemum,  Kozburgbîi, 

Deaf. 
Cicercula  Cicera,  Alf. 
Convolvulus  tricolor,  L. 
Crépis  biennis,  L. 
Crupina  vulgaris,  Fera. 
Cynosurus  echiuatus,  L. 


Datura  inermis,  Jacq. 
Datura  Stramonium,  L. 
Digitaria  humifusa,  Fers. 
Ëlaboltzia  cristata,  W. 
Ëmex  apinoaa,  Campd. 
Errum  Eryilia,  L, 
Euzomum  erucoides,  Spach. 
Pagopyrum    eaculentum, 

Moencb. 
Galium  tricorne,  Witb. 
Garidella  Nigellastrum,  L. 
Geropogon  glaber,  L. 
Gilia  tricolor,  Bth. 
Godetia  Cavanilleaii,  Spacb. 
Hordeum  diaticbon,  L, 
Lallemantia  peltata,  F.  et  M. 
Latb3fru8  annuus,  L. 
Lepidium  sativum,  L. 
Linaria  tripbylla,  L. 
Lupiuus  venustus,  Hort. 
Malva  criapa,  L. 
Myagrum  perfoliatum,  L. 
Nicotiana  di.'atata,  Lk. 
Nigella  aativa,  L. 
Onobrychis  Caput  Galli,  L. 
Omphalodea  Hnifolia,  Moencb. 
Fanicum  miliaceum,  L. 
Fapaver  somniferum,  L. 
Phaseolus  Hermandezii,  Savi. 
Picris  pauciflora,  W. 
Plantago  Psyllium,  L, 
Polygonum  orientale,  L. 
Ehagadiolus  edulia,  Gaertn. 
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Scandix  affinis,  Koch. 
Securigera  Coronilla,  D.  C. 
Silène  Hornemanni,  Steud. 
Silybum  ebumeum.Coss.etDur. 
Sogalgina  trilobata,  Cass. 
Solanum  nigruin,  L. 
Succovia  balearica,  L. 
Tagetes  erecta,  L. 
Tetragonolobus  purpureua, 
Moench. 


Tordylium  apalura,  L. 
Trilicum  corapactum,  Host. 
Urtica  pilalifera,  L. 
Valerianella  coronata,  Desf. 
Veronica  Buxbaumii,  Ten. 
Vicia  atropurpurea,  Desf. 
Viola  tricolor,  L. 
Xantbium  saccharatum,  Walli. 
Zea  Mais.  L. 


Je  pensai  qu'il  7  aurait  quelque  intérêt  à  examiner  les 
graines  produites  par  les  trois  plantes  dont  il  a  été  question 
plus  haut,  issues  de  semences  conservées  pendant  près  de  17 
ans.  En  effet,  s'il  est  vrai  qu'un  cours  lent  des  processus 
vitaux  dans  la  graine  sèche  corresponde  à  une  longue 
durée  de  cette  vie  en  apparence  assoupie,  il  était  permis  de 
présumer  que  les  graines  nées  de  mes  plantes  auraient,  elles 
aussi,  un  développement  plus  tardif  que  les  graines  ordinaires 
de  la  même  espèce. 

J'ai  donc,  au  printemps  de  1889,  comparé  la  vitesse  de 
germination  de  mes  graines  avec  celle  d'autres  graines  des 
mêmes  espèces  de  plantes,  provenant  d'un  nombre  aussi  grand 
que  possible  de  jardins  botaniques  différents  et  obtenues  par 
le  commerce  d'échanges  de  l'hiver  1888 — 89. 

Du  Nieandra  pkysaloidea  j'avais  reçu  des  graines  aptes  à 
germer  de  Ckacovie,  Klausenbourg,  Berne,  Lyon,  Genève,  Bonn, 
Leyde  et  Groningue.  Les  échantillons  des  trois  premières  de 
ces  localités  ont  germé  en  cinq  jours,  ceux  des  autres  en  huit; 
c'est-à-dire:  ils  ont  donné  dans  cet  intervalle  un  nombre  de 
jeunes  plantes  si  considérable,  que  les  quelques  graines  levées 
les  jours  suivants  ne  l'augmentèrent  pas  d'une  manière  sen- 
sible. Des  graines  produites  par  les  pieds  de  Nicandra  issus 
de  semence  vieille  de  17  ans,  je  semai  une  très  grande  quan- 
tité. La  germination  ne  commença  ici  qu'au  bout  de  huit  jours, 
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concurremment  avec  celle  des  cinq  derniers  des  échantillons 
spécifiés  ci-dessus.  Mais  dès  ce  jour  elle  augmenta  progressive- 
ment; sans  cease  de  nouvelles  jeunes  plantes  venaient  s'ajouter 
aux  premières,  de  sorte  que  chaque  jour  le  nombre  en  croissait 
visiblement,  et  cela  continua  ainsi  pendant  environ  trois  semai- 
nes. Ensuite,  l'augmentation  devint  plus  lente,  mais  durant 
plusieurs  semaines  encore  il  ne  se  passa  presque  pas  de  jour 
sans  que  de  nouvelles  plantules  apparussent. 

Pour  l'Erodium  Cieonium,  je  ne  disposais  que  d'échantillons 
contenant  chacun  de  20  à  25  graines.  Ceux  de  Marbourg  et 
de  léna  furent  les  seuls  qui  germèrent  rapidement  et  assez 
complètement.  Au  bout  de  quatre  jours,  le  nomhredesgraines 
levées  était  respectivement  de  5  et  de  4;  au  bout  de  dix  jours, 
respectivement  de  14  et  de  8.  Les  échantillons  de  Hambourg 
et  de  Lyon  germèrent  plus  lentement  et  ne  donnèrent,  en  trois 
semaines,  que  6  et  4  jeunes  plantes;  les  autres  échantillons 
germèrent  encore  plus  mal.  Aucun  de  ceux-ci  n'offrait  donc 
un  terme  de  comparaison  suffisant. 

Des  graines  récoltées  sur  le  pied  à'Erodiwm  Cieonium,  dont 
il  a  été  parlé  plus  haut,  aucune  ne  germa  avant  le  cinquième 
jour;  ensuite,  presque  journellement  quelques  jeunes  plantes 
sortirent  de  terre.  Au  bout  de  trois  semaines  le  nombre  s'en 
élevait  à  32,  et  deux  semaines  plus  tard  à  environ  40 — 50. 
On  retrouvait  donc  ici  la  même  lenteur  de  germination  que 
chez  les  graines  de  Ificandra  récoltées  par  moi. 

Les  pieds  de  Nicandra  et  d'Erodium  obtenus  de  graines 
vieilles  de  17  ans  ont  donc  donné  des  graines  dont  la  ger- 
mination marchait  avec  une  lenteur  évidente.  Bien  entendu, 
on  ne  peut  encore  tirer  une  conclusion  définitive  de  ces  faits  ; 
pour  cela,  des  expériences  beaucoup  plus  nombreuses  seraient 


En  terminant  je  mentionnerai  encore  une  expérience 
que  j'ai  faite  en  vue  de  me  former  une  idée,  pour  un  cas 
déterminé,  du  temps  pendant  lequel  des  graines  doivent 
rester  en  terre  avant  de  germer.  L'expérience  a  porté  sur  des 
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graines  d'OenotJiera  Lamarchiana,  récoltées,  en  septembre  1886, 
sur  des  pieds  croissant  près  de  Hilversum.  Beaucoup  de  ces 
graines  étant  vides,  il  fallut  en  semer  plusieurs  milliers  pour 
pouvoir  espérer  un  résultat  net. 

Le  semis  eut  lieu  le  14  mars  1887.  A  des  intervalles  suc- 
cessifs d'un  mois,  les  graines  qui  avaient  germé  furent  arra- 
chées et  comptées.  Pendant  l'été  de  18S7,  il  germa: 

Mars — Avril 908  graines. 

Avril— Mai 288 

Mai — Juin 27        „ 

Juin^uillet 37        „ 

Juillet — Septembre 130        „ 

Septembre — Octobre 6        „ 

De  nombreuses  graines  germèrent  donc  pendant  les  deux 
premiers  mois;  ensuite,  le  nombre  en  fut  relativement  petit, 
et  après  la  mi-septembre  il  n'y  en  eut  plus  que  très  peu. 
Pendant  l'hiver  suivant,  il  germa  encore  quelques  graines  de 
temps  en  temps.  Vers  la  mi-mars  1888,  la  culture  fut  replacée 
dans  des  conditions  fevorables.  Le  dénombrement  des  graines 
germées  donna  alors: 

15  Mars — 1^'  Avril 272  graines. 

1"  Avril— 15  Avril 231 

Aril— Mai 152 

Mai— Juin 7        „ 

Juin — Juillet 1  graine. 

Juillet — Septembre 1        „ 

Durant  le  second  hiver,  il  y  eut  encore  quelques  rares 
graines  qui  germèrent.  Lorsque  ensuite,  vers  la  mi-mars,  la 
culture  se  trouva  de  nouveau  dans  de  bonnes  conditions,  le 
phénomène  observé  les  deux  années  précédentes  ne  se  répéta 
pas,  car  on  ne  vit  plus  germer  que  très  peu  de  graines.  Les 
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choses  restèrent  dans  cet  état  jusqu'à  ce  que,  en  juillet  1889, 
on  mit  fin  à  l'expérieQce. 

Des  expériences  ultérieures  devront  décider  si  les  graines 
qui  germent  les  premières  perdraient  aussi  les  premières  leur 
faculté  germinative  lorsqu'elles  sont  conservées  à  l'état  sec, 
et  si,  inversement,  les  graines  qui  dans  la  terre  humide  se 
développent  le  plua  lentement  auraient  aussi,  à  l'état  sec, 
gardé  le  plus  longtemps  leur  vitalité.  Les  faits  qui  viennent 
d'être  communiqués  tendent  à  faire  croire  à  la  possibilité  d'une 
pareille  relation. 
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CULTURES  SUE  GÉLATINE  D'ALGUES 
VERTES  UNICELLULAIRES; 

PAR 

M.  W.    BBTERINCK.  ■) 


Le  10  avril  1889,  je  remarquai  que  certaines  eaux  stagnantes, 
près  de  Delft,  étaient  colorées  en  vert  intense  ')  par  des  algues 
extrêmement  petites.  Ces  algues  étaient  d'une  ténuité  telle, 
qu'elles  passaient  très  complètement  à  travers  un  double  pa- 
pier à  filtre  de  Suède,  de  sorte  que  l'eau  filtrée  restait  presque 
aussi  verte  que  l'eau  primitive. 

Comme  je  désirais  depuis  longtemps,  en  vue  de  certaines 
expériences  sur  le  dégagement  d'oxygène  par  la  chlorophylle, 
avoir  en  ma  possession  des  cultures  pures  d'algues  vertes 
unicellulaires,  et  qu'à  plusieurs  reprises  déjà  j'avais  vainement 
essayé  d'isoler  les  gonidies  des  lichens,  je  me  sentis  poussé 
à  répéter  ces  expériences  avec  l'eau  verte  en  question.  Cette 
tentative  fut  couronnée  de  succès,  en  sorte  que  de  deux  es- 
pèces  d'algues   je   possède    maintenant  des  cultures  suivies; 

<)  Ce  travail  résume  seulement  une  partie  de  mes  recherches  sur  le 
même  sujet,  qui  \ont  paraître  prochainement  dans  la  Botanische  Zeitvng. 

1)  A  l'œil,  la  couleur  verte  était  à  peu  près  la  même  que  celle  de  l'herbe 
de  la  rive  ;  à  ti-avers  une  couche  d'eau  de  quelques  centimètres  d'épais- 
seur, une  page  imprimée  ne  se  laissait  plus  lire.  Durant  l'automne  de  1889, 
ces  eauï  vertes  s'étaient  trouvées  dans  un  état  de  putréfaction  violente; 
elles  dégageaient  alors  des  gaz  et  étaient  colorées  en  noir.  Au  commence- 
ment de  juin,  les  organismes  verts  commencèrent  à  disparaître,  et  vers  la 
fin  de  ce  mois  il  ne  restait  plus  ti-ace  du  phénomène.  Conservée  dans  des 
vases  en  verre,  au  laboratoire,  l'eau  laissait  proraptement  déposer  les  cel- 
lules vertes,  qui  mouraient  au  bout  d'environ  15  jours. 
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une  troisième  forme,  que  j'avais  également  réussi  à  isoler,  à 
été  délaissée. 

L'examen  microscopique  m'apprit  qu'un  assez  grand  nombre 
d'espèces  d'algues  vertes  unicellulaires,  appartenant  toutes  à 
l'ordre  des  Palmellaceae  de  Naegeli,  contribuaient  à  produire 
la  couleur  verte  de  l'eau.  De  beaucoup  la  plus  commune, 
parmi  ces  espèces,  était  une  Protococcacea,  que  je  crois  nou- 
velle bien  que  très  proche  du  Chhrococeum  protogmitum  Ra- 
benhorst,  connu  comme  l'un  des  éléments  de  la  ^matière 
verte  de  Priestley",  qu'on  trouve,  sous  la  forme  d'un  enduit 
vert,  sur  la  paroi  de  flacons  d'eau  distillée  longtemps  ex- 
posés à  la  lumière  ').  J'appelerai  cet  organisme  Chlorella 
vulgaria.  Venait  ensuite,  sous  le  rapport  de  l'abondance, 
une  espèce  de  ScenedeSTnus,  le  Se.  acutvs  Meyen  ;  ces  sont  ces 
deux  espèces-là  que  j'ai  isolées.  J'ai  trouvé,  en  outre,  le  Bha- 
phidiwm  fasdculatum  Naeg.  et  quelques  autres  espèces  de  Sce- 
Ttedeamua,  parmi  lesquelles  Se.  obtitsus  Meyen  et  Se.  cattdatus 
Kûtzîng.  Toutes  ces  algues  renferment  de  la  chlorophylle 
verte,  ne  produisent  pas  de  zoospores  et  sont  elles-mêmes 
immobiles  '). 

En  raison  de  la  profusion  et  de  la  rapidité  de  multipli- 
cation des  bactéries  aquatiques  qui  accompagnent  les  algues 

I J  Outre  cette  espèce,  la  matière  verte  de  Priestley  contient,  comme 
éléments  essentiels,  le  Chlorella  inftisionum  Menegh.  et  le  Pleurococcua 
vutgarùi  Menegh,  puis,  en  quantité  moindre,  quelques  autres  organismes 

*)  A  l'occasion  de  ces  observations,  je  donne  ici  les  noms  des  clnfusoires" 
qui,  d'après  Ehrenberg  (Die  Infus-ionthierchen  als  volkommene  Organismen, 
p.  122,  Berlin  1838),  peuvent  donner  lieu  à  la  coloration  verte  des  eauï 
stagnantes.  Ce  sont;  Monas  bicotor,  Uvella  Bodo^  Glenotnorum  tingens, 
Phacotomonas  Pulvïscultu,  Cryptomonas  glattca,  Cryptoglena  contca, 
Pandorina  Morum.  Gonium  pectorale,  Chlamidomonas  Puluwcuius,  Volvox 
Globalor,  Astaaia  sanguinea  (jeune),  Euglena  sanguinea  (jeune),  ^ugiena 
viridis-,  Chlorogonium  euchlorum  et  Ophrydium  versatile.  Toutes  ces  es- 
pèces sont  douées  de  motilité.  Les  algues  ci-dessus  nommées  étaient  in- 
dubitablement connues  d'Elirenberg,  mais,  privées  de  motilité  et  n'étant 
donc  pas  des  'onimaleutes"  infusoires,  elles  n'ont  pas  été  mentionnées  par  lui. 
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vertes,  la  séparation  de  celles-ci,  moins  nombreuses  et  à 
croissance  beaucoup  plus  lente,  est  une  tâche  qui  demande  de 
la  patience  et  des  soins  assidus.  Voici  comment  je  m'y  suis  pris. 

Avant  de  pouvoir  entreprendre  l'isolement  proprement  dit, 
il  fallait  savoir  si  les  algues  vertes  possédaient  la  faculté  de 
se  reproduire  dans  la  gélatine.  Cette  question  fat  tranchée 
dans  le  sens  de  l'affirmative  par  les  expériences  préliminaires 
suivantes.  Une  petite  quantité  de  l'eau  verte,  mêlée  à  une 
quantité  trois  fois  plus  grande  d'une  dissolution  à  20%  de 
gélatine  dans  l'eau  des  dunes,  fut  coulée  en  couche  mince, 
puis  refroidie.  Il  en  résulta,  après  coagulation,  une  plaque  de 
gélatine  uniformément  colorée  en  vert  clair,  dans  laquelle  tons 
les  organismes  de  l'eau  se  trouvaient  en  nombre  immense. 
Examinant  journellement  la  couleur  de  cette  plaque,  qui  était 
exposée  devant  une  fenêtre  à  la  lumière  du  ciel,  je  vis,  dès 
le  cinquième  jour,  que  le  vert  avait  gagné  en  intensité,  et 
l'observation  microscopique  m'apprit  que  les  cellules  vertes 
s'étaient  converties  en  petites  colonies  de  deux  à  huit  cel- 
lules, n  est  vrai  que  toute  la  couche  de  gélatine  commençait 
à  diffluer  sous  l'action  des  bactéries  liquéfiantes,  mais  la 
preuve  n'en  était  pas  moins  fournie  que  la  séparation  devait 
être  possible.  Cette  séparatioc  fut  maintenant  effectuée  de  la 
manière  suivante. 

De  l'eau  puisée  dans  les  canaux  de  la  ville  fut  bouillie, 
sans  addition  de  quelque  autre  aliment,  avec  10  %  de  gélatine, 
puis  mêlée,  avant  la  coagulation,  avec  une  petite  goutte  de 
l'eau  verte.  Un  pareil  terrain  de  culture  est  si  pauvre  en  azote 
assimilable  et  en  acide  phosphorique,  que  toutes  les  bactéries 
non  liquéfiantes  ne  s'y  développent  qu'imparfaitement.  Si  l'on 
n'y  a  introduit  qu'une  trace  de  l'eau  chaînée  d'algues,  le 
nombre  des  colonies  de  bactéries  liquéfiantes  peut  être  asseî 
faible  pour  que,  même  après  15  jours  ou  trois  semaines,  des 
portions  notables  des  plaques  de  gélatine  soient  encore  restées 
à  l'état  solide.  Or,  dans  ces  îlots,  au  bout  d'un  pareil  temps, 
les  colonies  de  nos  algues  se  laissent  reconnaître  à  la  loupe, 
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80U8  l'apparence  de  points  vert  foncé.  Par  une  chance  favo- 
rable, 163  cellalea  de  ces  colonies  ont  très  peu  de  cohérence, 
de  sorte  que,  dans  une  nouvelle  gélatine  nutritive,  le  partage 
s'en  fait  aisément,  et  que  leur  séparation  complète  d'avec  les 
bactéries  n'ofErit  aucune  difficulté  ultérieure.  Je  me  suis  borné, 
dans  ces  essais,  aux  deux  espèces  ci-dessus  nommées,  le 
Chlorella  vulgœria  et  le  Scenedesmus  acutua.  Bien  que  je  con- 
tinue la  culture  de  cette  dernière,  je  n'en  ai  pas  fait  usage 
pour  les  expériences  subséquentes  et  je  n'en  dirai  que  peu 
de  chose. 

Scenedesmus  acutus. 

La  propriété  la  plus  remarquable  de  cet  organisme  est  celle 
de  sécréter  un  enzyme  tryptique,  faisant  lentement  diffluer  la 
gélatine  de  culture,  faculté  assurément  inattendue  chez  une 
algue  verte  vivant  librement  dans  l'eau.  Les  cellules  sont 
fusiformes,  à  extrémités  courtes  et  pointues.  Le  corps  chloro- 
phyllien colore  en  vert  toute  la  cellule,  à  l'exception  d'une 
tache  claire  dans  la  partie  médiane,  épaisse;  outre  une  fine 
granulation,  on  peut  ordinairement  y  distinguer  une  soi-disant 
vésicule  chlorophyllienne,  le  pyrénoide.  La  multiplication  se 
fait  exclusivement  par  division,  au  moyen  de  cloisons  pla- 
cées obhquement  par  rapport  à  la  longueur  des  cellules. 
Elle  s'accompagne  toujours,  comme  chez  les  Chlorella,  de 
la  rupture  et  du  dépouillement  de  la  paroi  de  la  cellule-mère. 
Aussi  trouve-t-on,  dans  les  cultures  anciennes,  un  grand 
nombre  de  petites  membranes,  présentant  les  réactions  ordi- 
naires de  la  cellulose.  En  traitant  les  cellules  par  l'iode,  on 
découvre  avec  quelque  peine,  dans  la  chlorophylle,  une  partie 
irrégulièrement  astériforme,  qui  prend  une  teinte  brun-violet 
et  constitue  probablement  un  aliment  de  réserve,  voisin  de 
l'amidon  (paramylum  ?).  Dans  les  vieilles  cultures  sur  gélatine, 
les  cellules  prennent  de  plus  en  plus  une  forme  ellipsoïdale, 
gonflent  un  peu  et  perdent  leurs  extrémités  pointues;  dans 
cet  état,  elles  tombent  au  fond  de  la  gélatine  liquéfiée,  et  au- 
Archives  Néerlandaises,  T.  XXIV.  19 
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dessus  de  la  masse  verte  ainsi  formée  se  troave  alors  tin 
liquide  limpide,  qui  ue  contient  pas  de  sucre.  Je  n'ai  pas  yn, 
dans  mes  cultures,  de  cellules  incolores.  Passons  maintenant 
à  ce  qui  concerne  l'espèce  nommée,  ci-dessus,  en  premier  lieu. 

Chlorella  vulgaris. 

Dès  le  premier  examen  microscopique  de  l'eau  verte,  j'avais 
été  ft'appé  de  la  grande  analogie  que  les  algues  vertes  à 
cellules  spbéroïdales,  contenues  dans  cette  eau,  présentaient 
avec  les  „zoochlorelles"  des  animaux  inférieurs  d'eau  douce, 
et  cette  analogie  avait  avivé  mon  désir  d'arriver  à  des  cul- 
tiires  pures.  Après  six  semaines  d'expérimentation  prudente, 
je  me  trouvai,  le  16  juin,  en  possession  de  lignes  de  culture 
absolument  pures,  qui  ont  fourni  et  fournissent  encore  (oc- 
tobre 1889)  abondance  de  matériaux  pour  des  expériencefl 
nouvelles. 

Notre  organisme  ne  fond  pas  la  gélatine  de  culture,  et  en 
aucune  circonstance  il  ne  paraît  devenir  capable  de  le  faire. 
Je  possède  actuellement  de  belles  cultures  sur  les  masses 
nourricières  suivantes  '  )  : 

1)  1      %  de  gélatine  liquéfiée  par  du  pancréas. 
0,5    „    de  nitrate  d'ammoniaque. 

0,5    „    de  phosphate  de  potasse. 
90      ,   d'eau. 

Le  tout  coagulé  par  8%  de  gêlatiue. 

2)  1     %  de  sucre  de  canne. 


0,2 

„    d'asparagine. 

0,8 

„    de  peptone. 

90 

,    d'eau. 

Coagulé  par  8%  de  gélatine. 

90 

%  d'eau. 

0,5 

,    d'asparagine. 

0,5 

„    de  peptone. 

Coagulé  par  8%  de  gélatine. 

éactio 
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4)  89      %  d'extrait  de  malt. 

2,9  ,  de  glacoEie. 
0,05  „  de  peptone. 
0,05  „    d'asparagine. 

Coagulé  par  8  %  de  gélatine. 

5)  91      %  d'eau. 

0,5    „    de  fécule  soluble, 
0,5    „    d'asparagine  et  de  peplone. 
Coagulé  par  8  %  de  gélatine. 

6)  92      %  d'eau  de  canal. 

Coagulé  par  8  %  de  gélatine. 
Dans  tous  ces  milieu  si  divers  le  développement  eut  lieu, 
à  ma  grande  surprise,  avec  une  vitesse  à  peu  près  égale; 
seule,  la  couleur  des  lignes  de  culture  présentait  des  diffé- 
rences notables.  Le  vert  le  plus  foncé  se  voyait  sur  le  quatrième 
mélange,  donc  dans  l'aliment  le  plus  concentré;  mais,  à  l'exa- 
men microscopique,  il  se  trouva  que  précisément  cette  culture 
à  coloration  particulièrement  intense  renfermait  le  plus  de 
cellules  incolores.  Les  cultures  sur  le  cinquième  et  le  sixième 
terrain  nourricier  étaient  celles  qui  offraient  le  plus  d'uniformité 
dans  l'image  microscopique  des  cellules,  de  sorte  que  la  con- 
centration moindre  de  l'aliment  paraît  exercer  une  action 
favorable  sur  l'état  des  cellules  les  plus  faibles.  Après  environ 
six  semaines  de  progrès  très  lent,  l'accroissement  s'arrêta,  et, 
par  l'addition  de  matières  variées,  je  n'ai  pas  réussi  à  raviver 
dans  ces  vieilles  cultures  les  divisions  cellulaires  ;  néanmoins, 
si  on  en  prélève  une  partie  et  qu'on  la  transporte  sur  une 
gélatine  nourricière  fraîche,  elle  se  remet  à  croître,  jusqu'à 
ce  que  la  susdite  limite  soit  atteinte.  Le  même  phénomène 
s'observe  chez  beaucoup  d'espèces  de  bactéries,  et  il  indique 
probablement  la  nécessité,  pour  le  développement,  de  certaines 
matières,  jusqu'ici  inconnues,  existant  en  petite  quantité  dans 
l'aliment,  c'est-à-dire,  pour  notre  cas,  évidemment  dans  la 
gélatine. 

En   vue  d'un  but  qui   sera  exposé  plus  loin,  j'ai  fait  avec 

19* 
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notre  Chlorella  un  certain  nombre  d'essais  de  culture  dans 
des  liquides.  Dans  l'eau  de  canal  stérilisée,  le  développement 
marche  avec  lenteur,  quoique,  sous  un  éclairage  favorable,  le 
nombre  des  cellules  nouvellement  formées  soit  grand.  Une 
très  notable  accélération  de  l'accroissement  a  toutefois  êti 
obtenue  en  ajoutant  préalablement  à  l'eau  1%  de  gélatine, 
qui  avait  été  mise  en  liquéfaction,  à  40°  C,  par  un  peu  de 
poudre  de  pancréas.  Il  se  produit  ainsi  une  liqueur  jaune  pâle, 
dans  laquelle  le  Chlorella  forme  en  trois  ou  quatre  semai- 
nes un  dépôt  d'un  vert  très  foncé,  qu'on  peut  facUemeDl 
recueillir  par  la  décantation  du  liquide  clair  surnageant 
L'addition,  à  ces  cultures,  de  nitrate  d'ammoniaque  et  de 
phosphate  de  potasse  n'eut  aucun  effet  appréciable.  Les  cel- 
lules se  développent  d'une  manière  très  uniforme  dans  ces 
liquides  ;  un  petit  nombre  seulement  perdent  leur  couleur. 
Gomme  je  désiraià  faire  vivre  mon  algue  en  présence  de 
bactéries  lumineuses,  et  que  celles-ci  sont  adaptées  à  l'eau  de 
mer,  j'ai  cherché  jusqu'à  quel  point  son  développement  peut 
s'opérer  dans  cette  eau.  L'expérience  m'a  montré  que  dans 
l'eau  de  mer  bouillie  le  développement  est  réellement  pos- 
sible; les  segmentations  s'y  font  toutefois  beaucoup  plos 
lentement  que  dans  l'eau  ordinaire  et  l'aspect  des  cellules 
change  notablement.  ')  Tandis,  en  effet,  que  dans  l'eau  de  canal 
bouillie  la  chlorophylle  est  appUquée  comme  corps  testacéi- 
forme  sur  quelque  point  de  la  paroi  de  la  cellule,  qui  partout 
ailleurs  est  incolore,  on  ne  voit  dans  l'eau  de  mer  que  des 
cellules  granuleuses,  uniformément  colorées  en  vert  et  à  noyau 
bien  distinct.  Les  cellules  sont  aussi,  dans  ce  dernier  cas, 
unies  entre  elles  beaucoup  plus  sohdement  qu'elles  ne  le  sont 
dans  l'eau  de  canal,  de  sorte  qu'elles  forment  des  assemblées 
rappelant  les  arbuscules  bien  connus  de  la  levure.  L'addition 
de  1  %  de  gélatine  liquéfiée  par  du  pancréas  produit  tempo- 

I)  Note  postérieure.   Après  quelque  temps  toutes  les  cellules  meurent; 
le  symbiose  des  bactéries  lumineuses  avec  cet  Chlorella  est  impossible. 
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rairement,  dans  l'eaade  mer,  le  même  effet  favorable  que  dans 
l'eau  de  canal.  La  gélatine  nourricière  sur  laquelle  peuvent 
croître  les  bactéries  lumineuses,  et  qui  outre  3  %  de  sel  marin 
contient  encore  différentes  autres  matières,  a  été  trouvée  im- 
propre à .  entretenir  la  vie  du  Ckloreïla  ;  les  lignes  d'in- 
oculation tracées  sur  ce  mélange  n'ont  pris  aucun  accroisse- 
ment, mais  n'ont  pas  tardé  à  se  décolorer  complètement,  puis 
à  mourir.  La  mort  n'eut  toutefois  lieu  qu'au  bout  de  plusieurs 
semaines.  Si  l'on  peut  conclure  de  là  qu'il  sera  difficile  ou 
impossible  de  faire  se  développer  conjointement  le  Ckloreïla 
et  les  bactéries  lumineuses,  il  est  pourtant  facile  —  l'expé- 
rience me  l'a  appris  —  de  faire  dégager  par  le  Ckloreïla, 
dans  une  gélatine  nourricière  rendue  lumineuse  par  les  bac- 
téries, de  petites  quantités  d'oxygène. 

Bien  que,  comme  on  le  verra  plus  loin,  je  n'aie  pu  encore 
en  donner  la  preuve  certaine,  je  sais  convaincu  que  le  Chlo- 
Telia  doit  être,  sinon  identique,  du  moins  étroitement  allié 
aux  zoochlorelles  de  Hydra  viridis,  de  Paramaecium  Bursaria, 
et  probablement  de  beaucoup  d'autres  Protozoaires  verts.  Cette 
opinion  est  fondée  sur  le  mode  de  multiplication.  Pour  les 
zoochlorelles  de  Hydra  et  de  Paramaecium,  j'ai  suivi  de  près 
la  multiplication  au  sein  de  gouttes  liquides  suspendues  dans 
des  cellules  de  verre,  où  le  corps  de  ces  animaux  se  trouvait 
à  l'état  finement  broyé;  j'ai  ainsi  trouvé  ce  processus  par- 
faitement identique  avec  ce  que  j'avais  observé  cbez  le  Cklo- 
reïla dans  les  liquides  de  culture  et  dans  la  gélatine  nour- 
ricière. Dans  tous  les  deux,  la  multiplication  se  fait  des  deux 
manières  suivantes.   '). 

1.  Dans  quelques  cellules  plus  grandes,  qui  pour  l'une  ou 
l'autre  raison   se  trouvent  dans   des  conditions  vitales  peu 

1)  la  multiplication  des  zoochlorelles  a  été  vue  pour  la  première  fois, 
en  1873,  par  M.  Balbiani,  cheï  le  Stentor  potymorphus  (Claude  Bernard, 
L-!çvm  sur  les  phénomènes  de  la  vie,  T.  I,  p.  213,  PI.,  p.  380;  1878). 
M.   Balbiani    donne  des    figures    des  deux  processus  de  division  indiqués 
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favorables,  la  division  s'opère  par  segmentation,  comme  celle 
des  grains  chlorophylliens  ordinaires.  Les  deux  cellules  filles 
qui  en  résultent  peuvent  être  de  taille  différente.  Ce  mode  de 
division  doit  être  regardé  comme  anormal.  Je  n'ai  pu  y  ob- 
server le  dépouillement  de  la  paroi  de  la  cellule  çaère. 

La  multiplication  normale  du  Cklorella  a  lieu  de  la  façon 
suivante.  Après  que  le  corps  chlorophyllien  lenticulaire,  de 
concert  probablement  avec  le  protoplasma  incolore,  s'est  divisé 
d'abord  en  deux,  puis  en  quatre  et  finalement  en  huit  parties 
égales,  dont  le  volume  total  n'est  pas  plus  grand  que  celui 
du  chromatophore  primitif,  la  paroi  de  la  cellule  mère,  qui 
enveloppe  le  tout,  mais  qui  s'est  déjà  rompue  lors  de  la  pre- 
mière bipartition,  se  détache  à  l'état  de  fine  membrane  in- 
colore. Les  8  petits  protoplastes,  ainsi  mis  en  liberté,  s'ar- 
rondissent rapidement,  montrent,  comme  la  cellule  mère,  un 
corpuscule  chlorophyllien  lenticulaire  ou  testacéiforme  et  une 
partie  incolore,  et  s'accroissent  ensuite  de  manière  à  avoir 
bientôt  atteint  la  taille  normale,  après  quoi  la  division  peut 
se  répéter. 

Dans  quelques  cas,  la  division  ne  va  pas  au-delà  de  la 
formation  de  quatre  cellules  filles;  parfois,  après  la  seconde 
segmentation,  quelques-uns  de  ses  produits  subissent  un  arrêt 
de  développement,  d'où  peuvent  résulter  des  familles  de  5, 
6  on  7  individus;  toujours,  néanmoins,  la  paroi  de  la  cellule 
mère  finit  par  être  rejetée. 

Les  mêmes  phénomènes  peuvent  s'observer  chez  les  zoochlo- 
relies  de  Hydra  vvridis,.  sauf  que  la  division  cesse  avant  que 
le  nombre  huit  soit  atteint,  et  que  le  dépouillement  de  la 
paroi  de  la  cellule  mère  n'a  pas  été  vu. 

Chez  un  organisme  très  voisin  du  Chlorella,  à  savoir  le 
Cystococcus  humicola,  découvert  et  décrit  par  Nâgeli  '  ),  la  seg- 
mentation, au  lieu  de  s'arrêter  quand  le  nombre  huit  a  été 

■  )  Oatlungen  einzelHgar  Algen,  physiologisch  und  systemalisch  bear- 
beitet,  pag.  84,  Tab.  III  Ë,  1840. 
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atteint,  peut  continuer  et  fournir  vin  grand  nombre  de  très 
petites  cellules  filles. 

Les  autres  caractères  morphologiques  des  zoocblorelles  de 
Paramaedum  et  de  Hydra,  par  exemple  la  présence  d'un  noyau 
cellulaire  et  la  forme  des  corps  amyloïdes  inclus  dans  les 
chromatophores  et  prenant  avec  l'iode  une  couleur  brune  ou 
brun  clair,  je  les  ai  retrouvés,  tout  semblables,  chez  le 
Chlorella. 

Tous  ces  faits  m'ont  convaincu  que  les  zoocblorelles  ordi- 
naires ne  peuvent  guère  être  que  des  formes  appartenant  au 
genre  Cklorella.  A  la  vérité,  bien  que  je  ne  doute  pas  que 
cela  me  réussisse  un  jour,  je  n'ai  pu  jusqu'à  présent  fournir 
la  preuve  directe  de  cette  identité.  Plusieurs  ex[>ériences, 
faites  avec  beaucoup  de  soin,  en  vue  d'amener  le  développe- 
ment en  colonies,  dans  une  gélatine  de  culture,  des  cblorelles 
de  Paramaedum,  Spongilla  et  Hydra,  n'ont  donné  aucun  ré- 
sultat. Ces  expériences,  toutefois,  présentent  plus  de  difficultés 
qu'on  ne  serait  disposé  à  le  croire  au  premier  abord.  En 
premier  lieu,  on  a  à  lutter  avec  l'immense  quantité  de  bac- 
téries qui  existent  snr  ou  dans  le  corps  des  animaux  et  dont 
beaucoup  font  diffluer  la  gélatine,  d'où  résulte  l'inconvénient 
suivant.  Quand  on  broie  le  corps  de  ces  animaux,  ce  qui  est 
nécessaire  pour  mettre  les  cblorelles  en  liberté,  il  se  produit 
une  substance  protoplasmatique  visqueuse,  qui  ne  se  laisse 
pas  facilement  diviser  dans  l'eau  ou  dans  la  gélatine  de  cul- 
ture ;  par  suite,  les  cblorelles  sont  très  difficiles  à  séparer  des 
bactéries  adhérentes,  qui,  dès  que  l'accroissement  commence. 
et  précisément  aux  points  où  des  cblorelles  se  trouvent  dans 
la  gélatine,  liquéfient  celle-ci  et  font  échouer  l'expérience, 
Ensuite,  il  n'est  nullement  prouvé  que  la  force  de  végétation 
des  cblorelles  soit  la  même  que  celle  des  algues  vivant  en 
liberté;  je  regarde  comme  possible,  au  contraire,  qu'elle  ait 
subi,  par  le  séjour  dans  le  protoplasma  animal,  une  dimi- 
nution, qui  ralentirait,  même  sous  des  conditions  favorables, 
le  développement  ultérieur.    En   tout  cas,  il  est  certain  que 
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dans  le  corps  de  VHydra  viridis  les  chlorelles  sont  en  partie 
dans  un  état  de  déBoi^anisation,  et  à  cet  égard  je  puis  com- 
muniquer l'observation  suivante,  qui  ne  manque  pas  d'intérêt. 
Les  chlorelles  de  l'Hydra,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  remarqué 
depuis  longtemps,  ne  se  trouvent  pas  entre  les  cellules  de 
i'entoderme,  mais  à  l'intérieur  de  ces  cellules,  et,  suivant 
M.  Hamann,  on  les  rencontre  même  dans  les  cellules  repro- 
ductrices. Dans  les  grandes  cellules  amiboïdes,  il  est  facile 
de  trouver  les  chlorelles  en  mouvement,  portées  par  le  courant 
du  protoplasma.  Souvent  une  même  cellule  contient  tout  un 
groupe  de  chlorelles,  composé  d'individus  de  taille  très  dif- 
férente. Or,  en  examinant  avec  beaucoup  de  soin  les  cellules 
du  corps  de  VHydra  ciridia,  on  découvre  dans  un  grand 
nombre  d'entre  elles  des  grains  de  pigment  rouge  foncé,  les- 
quels sont  excessivement  petits,  mais  pas  plus  petits  que  les 
chlorelles  vertes  les  plus  petites.  Les  plus  gros  de  ces  grains 
de  pigment  rouge  laissent  distinguer  une  vésicule  incolore  et 
un  chromatophore  rouge,  excentrique.  Par  une  étude  micros- 
copique attentive,  je  me  suis  assuré  qu'ils  sont  étrangers  an 
protoplasma  de  l'Bydra  et  constituent  des  états  de  désorga- 
nisation des  chlorelles.  Ce  fait,  absolument  hors  de  doute, 
se  constate  le  mieux  par  l'observation  de  celles  des  cellules 
du  corps  de  l'Hydre  qui,  outre  les  grains  de  pigment  rouge, 
renferment  aussi  des  chlorelles  ;  on  voit  alors,  en  effet,  qne 
les  chlorelles  sont  unies  par  tous  les  degrés  de  passage 
aux  grains  de  pigment,  et  que  ceux-ci  ne  peuvent  donc  être 
que  de  petites  chlorelles,  dont  les  chromatophores  ont  échangé 
leur  matière  colorante  chlorophyllienne  contre  de  l'haeniato- 
chrome.  Que  les  grains  de  pigment  sont  des  états  d'involution, 
produits  d'une  action  digestive  que  le  protoplasma  animal 
a  exercée  sur  les  chlorelles  les  plus  petites,  voilà  qui  me 
paraît  certain.  D'après  ces  observations,  je  regarde  comme 
probable  que  toutes  les  chlorelles,  même  les  normales,  sont 
exposées  à  une  certaine  influence  nuisible,  qui  affaiblit  leni 
vitalité    comparativement   à     celle    des   formes   de    Chlorelk 


by  Google 


D  ÀLQUK8    VBRTBS    UNICELLUL AIRES.  289 

à  vie  libre,  et  qui  rend  difficile  leur  culture  sur  gélatine. 
Cette  manière  de  voir  est  en  accord  avec  une  communication 
de  M.  Kleinenberg,  suivant  laquelle  les  grains  pseudo-chloro- 
phylliens de  VHydra  sont  digérés  comme  un  aliment  ordi- 
naire ■  ).  Je  me  propose,  au  reste,  de  recommencer  les  essais 
de  culture  avec  la  chlorophylle  de  l'Hydra  et  d'autres  espèces 
animales. 

Expériences  faites  avec  le  Chlorella. 

Quand  le  dépôt  vert  d'une  culture  liquide  ')  de  Chlorella 
est  mélangé  avec  de  la  gélatine  fondue,  on  peut,  eu  laissant 
coaguler  cette  masse  dans  des  épronvettes  ou  en  couches 
minces  entre  deux  carreaux  de  vitre,  obtenir  des  cylindres 
ou  des  plaques  de  gélatine  uniformément  colorés  en  vert, 
qui  sont  éminemment  propres  à  l'étude  du  dégagement 
d'oxygène  par  la  chlorophylle  sous  l'influence  de  la  lumière. 
Dans  cette  étude,  j'ai  procédé  de  deux  manières  différentes, 
à  savoir,  avec  ou  sans  source  spéciale  pour  la  production 
de  l'acide  carbonique.  Je  décrirai  brièvement  une  couple  de 
mes  expériences. 

Dégagement  d'oxygène  en  l'absence  d'une  source  d'adde  carbo- 
nique. Dans  trois  éprouvettes  à  demi  remplies  d'une  solution 
de  gélatine  à  20°/a,  j^  versai,  au  moment  de  la  coagulation, 
quelques  gouttes  d'une  culture  de  Chlorella,  qui  commu- 
niquaient à  la  gélatine  une  teinte  verte  nettement  appréciable. 
Simultanément,  il  fut  ajouté  un  peu  de  carmin  d'indigo  et 
assez  d'hydrosulfite  de  sodium  pour  que  non  seulement  la 
couleur  de  l'indigo  disparût  complètement,  mais  qu'il  restât 
encore    un    léger    excédent   du   corps  réducteur.  Il  se  forma 

I)  Hydra,  mne  anatomisch-entwicklungsgeschichtliche  Vntersuchitng, 
p.  4,  1872. 

1)  Tant  que  l'eau  verte  elle-mftme  fut  à  ma  disposition,  je  pus,  en  la 
laissant  déposer,  obtenir  assez  de  matière  verte  pour  ces  expériences;  les 
bactéries  ne  devenaient  gênantes  que  lorsque  l'expérience  était  terminée. 
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aJDsi  dans  chaque  tube,  à  la  suite  d'un  refroidissement  rapide, 
une  colonne  colorée  en  vert  clair,  laquelle  prit  bientôt  une 
couleur  bleue  près  de  La  surface,  par  l'action  de  l'oxygène 
de  l'air,  qui  pénétrait  peu  à  peu  dans  la  gélatine.  L'im  des 
trois  tubes  fut  placé  à  l'obscurité,  où  il  n'éprouva,  dans  la 
partie  que  l'oxygène  du  dehors  n'avait  pas  encore  envahie, 
aucun  changement.  Le  second  tube  fut  exposé,  dans  un 
flacon-cloche  rempli  d'une  solution  ammoniacale  d'oxyde  de 
cuivre,  aux  rayons  directs  du  soleil  de  juin,  en  plein  air;  il 
s'y  comporta  comme  s'il  était  placé  à  l'obscurité  :  pendant 
plusieurs  heures  l'indigo  resta  à  l'état  réduit,  et  ce  n'est 
qu'après  un  temps  très  long  que  les  cellules  vertes  avaient 
dégagé  assez  d'oxygène  pour  faire  bleuir  l'indigo  blanc.  Le 
troisième  tube,  introduit  dans  an  flacon-cloche  rempli  d'une 
dissolution  de  bichromate  de  potasse,  était  déjà  au  bout  de 
quelques  minutes  coloré  eu  bleu  intense.  Le  mélange  de 
lumière  rouge,  orange  et  jaune,  que  laisse  ti;avers6r  le  bichro- 
mate, avait  donc  seul  été  en  état  d'exciter  nos  algues  à 
dégager  de  l'oxygène. 

A  cette  occasion,  j'ai  fait  avec  M.  Wysman,  qui  m'assistait 
dans  l'exécution  des  expériences,  la  remarque  suivante. 

Après  que  nos  tubes,  d'incolores  qu'ils  étaient,  avaient 
pris  la  couleur  bleue,  il  arrivait  bientôt  un  moment  où  ils 
devenaient  de  nouveau  incolores.  Nous  ne  tardâmes  pas  à 
reconnaître  que  ce  phénomène  tenait  à  l'oxydation  complète 
du  bleu  d'indigo,  ainsi  converti  en  une  matière  incolore  à 
nous  inconnue,  et  qu'il  ne  se  produisait  que  sous  l'action 
combinée  de  l'oxygène  libre  et  de  la  lumière. 

La  preuve  que  l'oxygène  ne  détruit  par  le  bleu  d'indigo 
à  l'obscurité,  fut  fournie  par  l'expérience  suivante. 

De  la  gélatine,  colorée  en  bleu  par  le  carmin  d'indigoi 
puis  additionnée  d'un  peu  de  peroxyde  d'hydrogène  et  d'une 
trace  de  levure  ordinaire,  fut  amenée  à  coagulation  dans 
deux    éprouvettes.    La    levure    décompose   avec    violence   le 
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peroxyde  d'hydrogène,  de  sorte  que  la  gélatine  bleue  prit 
bientôt  une  apparence  écumeuse,  due  aux  innombrables  bullea 
d'oxygène  qui  ne  pouvaient  pas  s'en  échapper.  L'une  des 
deux  éprouvetteB  ayant  alors  été  exposée  à  la  lumière  solaire, 
l'autre  placée  dims  l'obscurité,  il  se  trouva  que  la  première 
seule  devenait  très  rapidement  blanc  de  neige,  tandis  que 
dans  l'obscurité  la  gélatine  restait  invariablement  bleue. 

Nous  avons  ensuite  répété  l'expérience,  avec  cette  différence 
que  les  deux  éprouvettes  furent  placées  en  plein  soleil,  l'une 
dans  le  flacon-cloche  à  solution  ammoniacale  d'oxyde  de 
cuivre,  l'autre  dans  celui  à  bichromate.  Au  bout  de  peu  de 
minutes  la  première  était  complètement  décolorée,  alors  qu'après 
plusieurs  heures  la  seconde  avait  encore  conservé  sa  couleur 
bleue.  Ainsi,  tandis  que  la  moitié  rouge  du  spectre  dégage 
des  algues  vertes  l'oxygène  qui  colore  en  bleu  l'indigo  réduit, 
c'est  précisément  le  côté  violet  qui  donne  lieu  à  l'oxydation 
du  bleu  d'indigo  en  présence  de  l'oxygène  '). 

Un  autre  fait,  observé  à  cette  occasion,  mérite  également 
d'être  mentionné,  parce  que  l'ignorance  en  pourrait  conduire 
à  mal  juger  notre  expérience.  Il  consiste  en  ce  que,  dans 
les  éprouvettes  où  l'indigo  n'avait  été  réduit  que  par  un 
très  léger  excès  d'hydrosulâte,  une  décoloration  pouvait  se 
produire  sous  l'influence  de  la  lumière,  même  en  l'absence 
d'organismes  dégageant  de  l'oxygène. 

De  quelques  expériences  fort  simples  il  paraît  résulter  que 
ce  phénomène  dépend  de  la  présence  d'une  petite  quantité 
d'oxygène  inadif,  qui  se  soustrait  à  l'action  de  l'hydrosulfite, 
mais  devient  actif  sous  l'influence  de  la  lumière  et  se  combine 
alors  avec  le  blanc  d'indigo.  On  doit  donc  avoir  soin  de  ne 
pas  ajouter  un  excès  par  trop  faible  d'bydrosulfite,  afin  que 
cet  oxygène  rendu  libre  par  la  lumière  puisse  également 
être  fixé  en  totalité.  L'ignorance  de  ces  faits  est  probablement 

i)  Des  expériences  postérieures  m'ont  fait  voir  que  la  destruction  de 
la  matière  colorante  chlorophyllienne  se  trouve  précisément  sous  l'influence 
de  la  moitié  rouge  du  spectre. 
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la  cause  pour  laquelle  M.  Pringsheim  ')  rejette  l'emploi  de 
l'indigo  et  de  l'hydrosulfite  pour  l'étude  de  la  fonction 
chlorophyllienne  '). 

Finalement,  je  rappellerai  que  dans  toutes  les  expériences 
où  l'indigo  et  l'hydrosulfite  servent  de  réactif  pour  l'oxygène, 
on  doit  être  assuré  de  l'absence  complète  de  l'acide  sulfhy- 
drique  et  du  sulfure  d'ammonium. 


Revenant,  après  cette  digression,  aux  expériences  avec 
le  Chlorella  ci-des9us  décrites,  je  ferai  remarquer  qu'elles 
donnent  une  réponse  à  la  question  de  savoir  si  des  cellules 
vertes,  vivantes,  peuvent  dans  un  milieu  dépourvu  d'oxygène 
décomposer  l'acide  carbonique  sous  l'influence  de  la  lumière. 
Cette  réponse,  nous  l'avons  vu,  est  afflnnative.  H  est  à  peu 
près  certain,  toutefois,  que  les  corps  chlorophylliens  fonction- 
nant dans  ces  conditions  contiennent  de  l'oxygène  à  l'état 
solide,  faiblement  lié,  analogue  à  ^l'oxygène  excitateur"  des 
organismes-ferments,  lequel,  d'après  mes  recherches,  ne  peut 
pas  leur  être  enlevé  par  l'hydrosulfite. 

Dégagement  d'oxygène  par  le  Chlorella  en  présence  d'vm 
source  d'acide  carbonique.  Il  est  clair  que,  dans  les  circonstan- 
ces supposées  plus  haut,  le  dégagement  d'oxygène  par  le 
Chlorella  ne  pourra,  à  cause  de  l'absence  d'acide  carbo- 
nique libre,  continuer  longtemps.  Pour  parer  à  cet  in- 
convénient, j'ai  fait  usage  d'un  second  organisme,  qui,  ajouté 
à  la  gélatine,  doit  servir  de  source  d'acide  carbonique  pour 
le  Chlorella.  J'ai  choisi,  à  cet  effet,  l'une  de  ces  formes 
dont,  sous  le  nom  peu  exact  de  Toruh,  il  a  été  fréquemment 
question,  au  cours  des  dernières  années,  dans  les  écrits  relatifs 


I)  Beriùhte  d.  deutuch  Bot.  GescUnch.,  T.  4,  p.  87,  1886. 

ï)  Cet  emploi  parait  avoir  été  fait  pour  la  première  fois  par  M.  Regnard 
(Comptes  rendus,  Dec.  1885),  dans  dea  expériences  qui,  au  reste,  doivent 
Être  regardées  comme  ayant  manqué  le  but. 


by  Google 


D  ALGUBB  VKRTES   UNICBLLOLAIRES.  293 

à  la  fermentation  '),  Selon  moi,  ces  organismes  doivent  être 
rapportés  au  genre  Mycoder-ma,  et  à  l'espèce  que  j'ai  cultivée 
je  donne  le  nom  de  Mycoderma  Spheromycea,  à  cause  de  la 
forme  arrondie  des  cellules. 

Le  raison  qui  me  faisait  présumer  que  ce  Mycoderma  serait 
facile  à  cultiver  dans  le  même  terrain  que  le  Cklorella 
et  conjointement  avec  lui,  c'est  que,  d'après  mes  observations, 
sa  culture  est  beaucoup  favorisée  par  diffêrentes  espèces  de 
sucres,  dont  la  présence,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  ne  nuit 
pas  au  Chlorella;  en  outre,  et  c'est  là  un  point  capital, 
notre  Mycoderma  donne,  comme  seuls  produits  de  transfor- 
mation du  sucre,  de  l'acide  carbonique  et  de  l'eau,  îje  le  fait 
qu'en  présence  de  l'oxygène  libre,  et  ne  se  multiplie  qu'en 
présence  de  ce  gaz.  Il  ne  me  paraissait  pas  indifférent,  non 
plus,  qu'entre  les  cellules  du  M.  Spheromyces  et  celles  du 
Cklorella  il  y  a  égalité  de  dimension,  ce  qui  rend  possible 
le  mélange  parfait  de  ces  deux  espèces  dans  la  gélatine.  Mon 
espoir,  que  l'accroissement  du  Chlorella  et  le  dégagement 
d'oxygène  seraient  favorisés  par  la  présence  simultanée  du 
M.  Spheromyces  et  d'un  peu  de  sucre,  s'est  entièrement  ré- 
alisé. Voici  comment  les  expériences  furent  faites. 

A.  une  dissolution  stérilisée  de  8  %  de  gélatine  dans  de 
l'eau  de  canal,  on  ajouta  2  %  de  lévulose,  puis,  au  moment  de 
la  coagulation,  on  y  incorpora,  en  secouant,  une  petite  quan- 
tité de  cellules  de  Chlorella  et  une  quantité  égale  de  M. 
Spheromycea,  d'où  résulta  une  teinte  verte  à  peine  sensible. 
Le  mélange  ayant  alors  été  introduit  dans  des  éprouvettes 


>)  Elles  ont  été  soumises  à  une  étude  exacte  surtout  par  M.  E.  C. 
Hansen,  de  Copenhague,  qui  y  a  distingué  cinq  espèces  différentes  {Sur 
les  Torula  de  M.  Past«ur,  dans  Meddel.  fr.  Carlaberg  laborat.,  i883  N°.  3). 
M.  Duclaui  les  décrit  sous  le  nom  de  'Mycolevûre"  (Chimie  biologique, 
p.  249,  i8i3).  On  les  trouve  fréquemment,  sous  la  forme  de  raycoderme, 
sur  les  liquides  contenant  de  l'alcool  ou  du  sucre,  et  il  est  facile  aussi 
de  les  recueiller  dans  l'air  des  locaux  où  s'opàrent  des  fermentations. 
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profondes,  et  s'y  étant  solidifié,  un  fort  dégagement  d'oxygène 
ne  tarda  pas  à  se  produire,  et  an  bout  de  quelques  semaines 
la  couleur  était  devenue  d'un  vert  presque  noirâtre,  sur- 
passant de  beaucoup  tout  ce  que  j'avais  obtenu  dans  mes 
expériences  antérieures. 

Je  fis,  en  outre,  l'essai  suivant.  Ayant  collé  sur  un  carreau 
de  vitre  un  cadre  de  carton  de  même  grandeur  et  à  ouver- 
ture de  2  décimètres,  j'étendis  dans  ce  cadre  le  mélange  en 
question,  que  je  comprimai  ensuite  sous  un  second  carreau,  de 
façon  que  tout  l'espace  libre  fût  bien  rempli  et  que  nulle 
part  il  ne  restât  de  bulle  d'air.  Après  la  coagulation,  les  bords 
des  carreaux  et  du  carton  furent  occlus  avec  de  la  paraffine. 
La  préparation  fut  alors  enveloppée  dans  du  papier  noir, 
auquel  je  pratiquai  toutefois  de  petites  ouvertures,  qui  de- 
vaient laisser  passer  localement  la  lumière.  Placée  devant  une 
fenêtre  bien  éclairée,  cette  préparation  montrait  déjà  au  bout 
de  2  jours,  aux  endroits  où  la  lumière  avait  eu  accès,  des 
cbamps  de  croissance  vigoureuse,  dus  évidemment  au  déve- 
loppement tant  du  Chhrella,  qui  ne  peut  pas  se  multiplier 
sans  lumière,  que  du  Spheromyr^a,  qui,  comme  il  a  été  dit, 
ne  croît  qu'en  présence  de  l'oxygène  libre.  La  localisation  de 
l'action  lumineuse  était  d'une  netteté  surprenante,  car  une 
croix  de  très  mince  ficelle,  tendue  au-dessus  d'une  des  ouver- 
tures, avait,  en  entravant  la  croissance  aux  points  correspon- 
dants, produit  une  image  obscure  persistante,  composée  de 
colonies  beaucoup  plus  petites  que  celles  de  la  partie  mieux 
éclairée  du  champ.  Cette  méthode  opératoire  pourra  s'appliquer 
heureusement,  me  semble-t-il,  à  l'étude  du  dégagement  d'oxy- 
gène par  la  chlorophylle  dans  les  diS'érentes  régions  d'un 
spectre  solaire  reçu  sur  une  pareille  plaque  sensible. 
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BT   LA   SURFACE   1^   DE  VAN  DBR  WaALS    ')   DANS   LE  CAS 
DB   3TMÉTEIE: 


D    J.   KOBTEWEa. 


1.  En  ébauchant  la  théorie  générale  des  plis  d'une  surface 
qui  se  déforme  progressivement  ^),  j'étais  mu  par  l'espoir  que 
cette  théorie,  une  fois  achevée,  pourrait  rendre  des  services 
dans  l'étude  de  la  surface  ip  de  van  der  Waals. 

Pour  lea  températures  très  hautes  ou  très  basses,  la  forme 
de  cette  surface  eut  auÉBsamment  connue.  Aux  hautes  tem- 
pératures la  surface  est  partout  convexe;  aux  températures 
très  basses  elle  possède  la  forme  représentée  dans  la  fig.  4, 
p.  28,  du  Mémoire  de  M.  van  der  Waals,  figure  où,  suivant 
les  circonstances,  on  doit,  ou  non,  faire  abstraction  par  la 
pensée  du  second  pli,  le  pli  longitudinal.  A  ces  températures  la 
situation  dn  plan  triplement  tangent,  dont  l'existence  dépend  de 
la  présence  du  pli  longitudinal,  et  le  cours  des  lignes  con- 
nodales,  en  tant  qu'elles  représentent  des  états  physiqitement  rêali- 
sabîes,  sont  connus  sous  tous  les  rapports  essentiels.  Mais  on 
voit  moins  bien  comment  s'effectue,  aux  températures  inter- 
médiaires, le  passage  d'une  des  deux  formes  i  l'autre,  et  les 
remarques  de  M.  van  der  Waals  (p.  53)  tendent  déjà  à  faire 

1)  Comp.  le  Mémoire  de  M.  van  der  Waals:  Théorie  moléculaire  d'une 
ntbalance  composée  de  deux  matières  différentes,  dans  Arch.  néerl., 
T.  XXIV,  p.  1—56. 

ï)  Voir  le  g  27  de  l'étude  publiée  dans  les  Wien.  Ber.ds)ai]\.i8Sa(T.9S), 
sous  le  titre;  Veber  Failenpunkte ;  trad.  danti  les  Ârch.  néerl.,  T.  XXIV, 
p.  57—98,  sous  le  titre  ;  Sur  les  points  de  plissement. 
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présomer  que  ce  passée  peut  avoir  lieu  de  différentes  manières. 

Ma  théorie  des  plis  se  propose  justement  d'étudier  des  passages 
comme  celui  en  question  et  d'établir  comment  se  comportent 
alors  les  courbes  spinodales  et  connodales.  Pour  le  moment  elle 
est  encore  incomplète,  en  ce  sens  que  les  déformations  spéciales 
de  ces  courbes,  subies  lors  de  la  production  de  points  coniques, 
n'out  jusqu'ici  pas  été  scrutées  par  moi  avec  le  soin  nécessaire. 
De  pareils  points,  toutefois,  n'apparaissent  pas  sur  la  surface  >p. 
J'ai  donc  commencé  par  risquer  çà  et  là  des  conjectures  au 
sujet  de  la  manière  dont  le  passage  pourrait  s'opérer.  Mais, 
aucune  certitude  n'étant  ainsi  obtenue,  je  résolus  d'entre- 
prendre l'étude  exacte  d'un  cas  particulier,  celui  de  la  symétrie, 
auquel  le  traitement  mathématique  se  laissait  appliquer  beau- 
coup pins  rigoureusement  qu'au  cas  général. 

Déjà  dans  l'étude  de  la  courbe  connodale  à  connodes  ') 
situés  symétriquement,  qui  appartient  au  pli  longitudinal, 
j'avais  rencontré  la  particularité  inattendue  qu'un  plan  tritan- 
gent  peut  apparaître  comme  conséquence  du  pli  longitudinal 
seul,  ou  plus  exactement  du  système  de  plis  longitudinaux  seul, 
c'est-à-dire,  à  une  température  située  au-deamis  de  la  tempé- 
rature critique  */iï  r-  ')  de  n'importe  quel  mélange. 

Pendant  que  je  travaillais  à  éclaircir  ce  point,  M.  van  der 
Waals  appela  mon  attention  sur  la  circonstance  que,  pour  le 
cas  symétrique,  la  courbe  spinodale  se  prêterait  bien  au  trai- 
tement mathématique,  vu  que  son  équation  devient  alors  re- 
lativement simple.  Or,  le  grand  avantage  de  la  théorie 
générale  des  phs  consiste  précisément  en  ce  que,  de  l'allure 
de  la  courbe  spinodale,  elle  permet  de  déduire  des  conclusions 
concernant  celle  de  la  courbe  connodale;  aussi,  en  fait,  est-ce 
surtout  par   l'étude    de  la  spinodale  que  je  suis  arrivé  à  la 

i)  Je  propose  de  nommer  ainsi  les  deux  points  de  contact  d'un  mËme 
plan  bi tangent 

1)  Au  sujet  de  cette  notation  et  de  plusieurs  autres  comparez  le  Mé- 
moire de  M.  van  der  Waals. 
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connaissance  complète  des  diffêrents  phénomènes  qui  peuvent 
se  produire  sur  la  surface  yi  symétrique, 

2.  La  surface  jp  devient  symétrique  quand  on  a  a,  =aj 
et  6,  =6j.  La  seconde  de  ces  conditions  implique,  en  vertu 
de  la  théorie  ')  sur  laquelle  est  fondée  l'équation  de  la  sur- 
face jp,  que  les  molécules  des  deux  matières  ont  le  même 
volume.  De  là  résulterait,  si  les  molécules  sont  considérées 
comme  des  sphères  dures,  parfaitement  élastiques,  qu'on  aurait 
récessairement  aussi  ,6j  =6j  ^5,.  Une  conception  un  peu 
plus  large  conduit  toutefois  à  penser  que  cette  relation  ne 
sera  satisfaite  qu'approximativement.  Surtout  lorsque  les  mo- 
lécules possèdent  des  masses  inégales,  ou  peut  se  figurer  que 
la  distance  à  laquelle  elles  s'approcheut  l'une  de  l'autre  lors 
du  choc  soit  un  peu  autre  pour  des  molécules  de  même  es- 
pèce que  pour  des  molécules  d'espèces  différentes.  Aussi,  bien 
que  dans  notre  analyse  nous  supposions  généralement  remplie 
la  condition  ,&j  =6,  =r6,,  nous  indiquerons  aussi,  expres- 
sément, quel  changement  doit  s'opérer  dans  la  forme  de  la 
courbe  connodale  quand  on  s'écarte  de  cette  condition. 

Il  n'y  a,  par  contre,  aucune  raison  pour  conclure,  même  par 
approximation,  de  a,  =  a,  à   ,a,  =(i,  rrra,. 

Il  n'est  guère  admissible  qu'il  existe  beaucoup  de  substances 
remplissant  les  conditions  a,  =a,,  i,  ^b^  *);  c'est-à-dire 
possédant  la  même  température  et  pression  critique.  D'après 
cela,    on    pourrait    douter    de    l'utilité  de  l'étude    que    nous 

')  Voir  une  brève  esquisse  de  cette  théorie  dans  le  Mémoiri!  cité  de 
H.  laii  der  Wfials,  p.  2,  note  I). 

*)  M.  Kameriing  Onnea  m'apprend  que  l'oxyde  d'azote  et  l'acide  car- 
bonique satisfont  à  peu  prés  auT  conditions  de  la  symétrie.  En  outre,  il  y 
a  plusieurs  groupes  de  substances  où  ces  conditions  sont  satisfaitt-s  plus  ou 
moins  appronimativment,  autant  qu'on  en  peut  juger  d'après  les  meilleures 
déterminations  de  leur  température  et  pression  critiques.  Vi-ici  des  rKciuples  : 
Azote  et  Oxyde  de  Carbone;  Acétylène,  Protoxyde  d'Azote  et  Acide  Car- 
bonique; Acétone,  Formiate  d'Ethyle;  Acétate  de  Metliyle,  Propyhiminc  et 
Alcool  isopropylique;  Alcool  propylique,  Alcool  isobulyrique  et  Chlorure 
d'Ëtbylidëne;  Benzine,  Chloroforme  et  Ttilrachlorure  de  Curbun,'. 
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avons  faite.  Il  y  a  à  répondre,  toutefois,  que  provisoire- 
ment il  s'agit  d'apprendre  à  connaître  les  diffêrents  types 
suivant  lesquels  s'effectue  le  passage  de  la  forme  de  la 
suïface  propre  aux  hautes  températures  à  celle  de  la  sur- 
face relative  aux  basses  températures.  Il  sera  facile  ensuite 
de  voir  comment  ce  passage  se  modifie  lors  d'une  légère  al- 
tération de  la  symétrie,  et  les  types  obtenus  resteront  proba- 
blement applicables  dans  de  larges  limites;  en  outre,  l'expé- 
rience acquise  profitera  à  l'étude  d'autres  cas,  où  la  marche 
des  choses  devra  être  préjugée  sur  de  beaucoup  moindres  in- 
dices, et  où  l'on  ne  sera  pas  à  même,  comme  dans  le  cas  de 
la  symétrie,  de  contrôler  presque  pas  à  pas  les  prédictions  de 
la  théorie  générale  des.  plis. 

3.  Nous  diviserons  notre  travail  en  trois  sections.  Dans  la 
première  seront  développées  celles  des  parties  de  la  théorie 
générale  des  plis  qui  sont  applicables  à  la  surface  ip  ;  mais  cet 
exposé  ne  donnera  pas  les  démonstrations,  pour  lesquelles  nous 
devons  renvoyer  à  un  Mémoire  à  publier  ultérieurement  sur 
la  théorie  en  question.  Dans  la  seconde  section  seront  décrits 
en  détail  las  différents  modes  de  passage,  pour  ce  qui  con- 
cerne la  courbe  spinodale  et  les  parties  physiquement  réali- 
sables de  la  courbe  connodale.  La  troisième  section,  enfin, 
fournira  les  démonstrations  pour  contrôler  l'exactitude  des 
passages  décrits   dans  la  deuxième  section. 


lÈre  SECTION,  THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  PLIS. 

Division  des  plis  en  espèces;  propriété  générale 
de  la  courbe  connodale. 

4.  Lorsqu'un  plan  bitangent  roule  sur  la  suri'ace  à  laquelle 
il  appartient,  il  faut  —  quand  aucune  signification  particulière 
n'est  attribuée  au  plan  à  l'infini  —  qu'une  de  ces  deux  choses 
arrive:  ou  bien  les  connodes  se  confondent  finalement  —  et 
alors  des  deux  côtés  —  en  un  point  de  plissement;  ou  bien 
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iÏ9  reviennent  à  leur  position  primitive,  après  avoir  décrit 
une  branche  fermée,  de  la  courbe  connodale.  Dans  le  deuxième 
cas  chacun  des  connodes  peut  décrire  une  branche  fermée 
particulière,  on  bien  les  deux  connodes  peuvent  se  mouvoir 
sur  une  seule  et  même  branche.  Ces  deux  cas  sont  représentés 
dans  les  fig.  1  et  2«  et  2'*,  Les  petits  cercles  indiquent  les  point 
de  plissement;  a^  et  a^,  6,  et  6j,  etc.,  sont  des  connodes.  Nous 
appellerons  le  pli  de  la  fig.  1  un  pli  fermé,  celui  de  la  fig.  2« 
Fig.  1.  Fig.  2", 

Fig.  2». 


un  pli  non  fermé  annulaire  celui  de  la  figure  2*  un  pli  non  fermé 
simple  ')  Il  est  à  peine  besoin  de  dire  que  le  plan  bitangent  peut 
continuer  à  rouler  au-delà  d'un  point  de  plissement.  Ce  plan 
reste  alors  réel,  mais  les  deux  connodes  deviennent  des  points 
imaginaires  conjugués. 

5.  H  existe  une  règle  simple,  au  moyen  de  laquelle,  étant 
donnés  deux  connodes  et  la  conformation  de  la  surface  dans 
leur  voisinage,  on  peut  trouver  les  tangentes  de  la  courbe 
connodale.  On  n'a  qu'à  se  figurer  qu'en  chacun  des  deux 
connodes  ait  été  tracée,  dans  le  plan  tangent  commun,  l'in- 
dicatrice   de  la  surface.   La  tangente  de  la  courbe  connodale  et 

'  )  Les  deux  espèces  de  plis  non  fermés  sont  du  même  ordre  de  généra- 
lité, c'est-à-dire,  leur  existence  sur  une  surface  algébrique  n'exige,  ni  pour 
l'une  ni  pour  l'autre,  aucune  relation  déterminée  entre  les  coefficients  de 
l'équation.  Les  droites  à  points  de  plissement  imaginaires  d'une  surface  du 
troisième  degré  peuvent  servir  d'exemple  d'un  pli  non  fermé  simple. 
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la  droite  joignant  les  deux  connodes  sont  alors  des  diamètres  coti- 
jugués  de  l'indicatrice  '). 

Points  d'intersection  des  courbes  spînodale 
et  coonodale. 

6.  Outre  les  points  de  plissement,  qui  doivent  être  comptés 
comme  points  d'intersection  doubles,  les  courbes  connodale 
et  spinodale  possèdent,  en  général,  encore  d'autres  points 
communs.  A  ces  points  s'applique  le  théorème  suivant: 
Lorsqu'un   des   connodes  est  situé  sur  la  courbe  spinodale,  l'autre 

forme    un  point    de    rebroussement   de  la  courbe    connodale.    On 
en  voit   des   exemples    dans   les    figures,   3,   5,  6,  12  et  13. 

7,  Par  exception  il  peut  se  faire  que  les  deux  connodes 
atteignent  la  spinodale  simultanément.  Ce  qui  arrive  alors  est 
remarquable  et  doit  être  rapporté  ici,  attendu  qu'il  s'agit  de 
points  exceptionnels  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  de  ceux 
qui,  dans  un  faisceau  de  surfaces  à  paramètre  variable,  se 
produiront  en  général.  H  faut  donc  rechercher  ce  que  cette 
production  signifie.  Deux  cas  sont  à  distinguer.  Quand  les 
connodes  se  trouvent  tous  les  deux  sur  la  spinodale,  ou  bien 
la  connodale  consiste  en  deux  points  isolés  '),  ou  bien  ellemontre 
en  chacun  des  points  dewv  branches  qui  se  touchent,  et  qui  pos- 
sèdent le  mène  rayon  de  courbure. 

Dans  le  premier  cas,  la  production  de  ces  points  isolés  doit 
être  regardée  comme  le  sigual  de  l'apparition  ou  de  la  dis- 
parition d'un  pli  annulaire.  En  efifet,  si  l'on  fait  subir  au 
paramètre  un  léger  changement  dans  l'un  des  deux  sens,  il 
apparaît  deux  branches  séparées  de  la  connodale  (voir  fig.  3),  ^) 

')  On  trouve  la  démonstration  de  cette  proposition,  ainsi  que  de  celles 
énoncées  aux  §§  6  et  7,  dans  les  Wiskundige  opgaven  met  de  oplossingen 
van  het  GenooUohap  E.  0.  A.  K.  A.  T.  B.,  année  1890,  T.  IV,  p.  :^34, 

')  Au  fond,  ces  points  isolés  sont,  euï  aussi,  des  points  communs  à 
deux  branches  qui  se  touchent  et  qui  ont  même  courbure;  mais  ces  bran- 
ches sont  imafçinaires. 

')  La  spinodale  est  tracée  en  ligne  ponctuée,  la  connodale  en  ligne  pleine  ; 
les  lettres  a,  et  a„  b,  et  b„  etc.  indiquent  des  connodes. 
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lesquelles  doivent  par  con- 
séquent être  estimées  for- 
mer nn  pli  non  fermé  an- 
nulaire ;  le  paramètre  est-il, 
au  contraire,  changé  en 
sens  opposé,  alors  ces 
branches  de  la  connodale  , 
disparaissent  entièrement. 
S.  Le  second  cas  offre, 
pour   notre  étude,  le  plus  '  ' 

d'intérêt.  Afin  de  nous  rendre  compte  de  sa  signification, 
considérons  d'abord  avec  soin  l'état  qui  existe  lorsque  le 
paramètre  a  tout  juste  la  valeur  pour  laquelle  les  connodes 
atteignent  simultanément  la  courbe  spinodale.  Cet  état  est 
représenté  dans  la  fig.  4.  Admettons  que  les  branches  surlesqnel- 
Fig.  4. 


les  se  trouvent  les  connodes  o,  et  a,  soient  connexes  et  condui- 
sent à  un  point  de  plissement,  que  nous  désignerons  par  o,), 
La  théorie  générale  nous  apprend  qu'alors  les  autres  branches 
doivent  se  rapporter  l'une  à  l'autre  de  la  manière  indiquée 
par  le  placement  des  connodes  b,  et  6,,  c,  et  Cj,  d,  et  dj  ; 
en  d'autres  termes:  si  à  l'un  des  connodes  on  fait  parcourir 
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les  branches  a,  i,  et  Cj  d^  en  sens  concordant,  l'autre  connode 
parcourra  nécessairement  la  branche  a,  ô,  en  aena  contraire 
de  celui  où  il  parcourt  la  branche  c,  d,.  En  supposant  que 
les  connoàes  6,,  6,  arrivent  à  coïncider  en  un  point  de  plis- 
sement ^0  ')ietde  même  c,  etc,  enc^,d,  eid^  en  d^,  les  quatre 
points  de  plissement  ag,  ^oi^^oi^^  sont  liés  de  telle  aorte  qu'il  est 
possible  de  faire  rouler  un  plan  bitangent  de  l'un  à  l'autre, 
sans  qu'il  cesse  un  seul  instant  d'âtre  plan  bitangeut. 


Fig.  5. 


Si  mainte- 
nant le  para- 
mètre chan- 
ge dans  l'un 
des  deux 
sens,  on  ob- 
tient la  fig.  5, 
où  les  points 
de  plisse- 
ment Oo  et  Cg 
appartien- 
nent à  un 
même  pli,  les 
points  b  et 
do  à  un  au- 
tre pli. 

Le  para- 
mètre est-il, 
au  contraire, 
changé  dans 
l'autre  aensi 
il  en  résulte 
la  fig.  6,  où 
maintenant 


I)  Au  lieu  d'appartenir  à  des  plis  fermés,  les  branches  peuvent  a))par- 
tenir  à  des  plis  non  fermés.  Dans  ce  cas  il  se  produira  d«s  changements  tout 
dilTérents  sur  lesquels,  pour  notre  but,  il  n'est  pas  nécessaire  d'insister. 
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il  y  a  connexité  entre  les  points  de  plissement  a,  et  d^,  b^  et  «„. 

A  l'instant  où,  sur  une  surface  en  voie  de  transformation 
continue,  ce  second  cas  se  présente,  il  survient  donc  un  chan- 
gement dans  la  manière  dont  sont  reliés  entre  eux,  comme 
points  terminaux  d'un  même  pli,  les  quatre  points  de  plisse- 
ment auxquels  on  a  affaire 

Points  de   plissement  doubles  homogènes. 

9.  Les  points  de  plissement  doubles  homogènes  sont  des 
points  exceptionnels  du  premier  ordre,  où  coïncident  deux 
points  de  plissement  de  la  même  espèce  '),  qui  se  séparent 
lorsque  le  paramètre  change  dans  un  sens,  et  disparaissent, 
comme  points  imaginaires,  lorsqu'il  change  dans  l'autre  sens. 
Ce  sont,  dans  la  courbe  connodale,  ou  bien  des  points  isolés  ou 
bien  des  points  doubles  proprement  dits.  Dans  le  premier  cas,  la 
branche  de  connodale,  qui  naît  lors  du  changement  du  pa- 
ramètre dans  l'un  des  sens,  se  présente  telle  que  l'indique 
l'une  ou  l'autre  des 
figures  7  et  8.  Dans 
ces  deux  figures,  les 
points  de  plissement 
sont  marqués  par  de 
petits  cercles.  La 
seule  différence  en- 
tre elles,  c'est  que 
dans  l'une  la  partie 
de  surface  à  cour- 
bure négative  ou  hy- 
perbolique se  trou- 
ve en  dedans  de  la  courbe  spinodale,  dans  l'autre,  en  dehors. 
C'est  ce  qu'indiquent  les  hachures.  Celles-ci  en  effet,  dans  ces 
figures  et  dans  les  suivantes,  seront  toujours  appliquées  au  côté 

■  )  Voir  sur  les  deux  espèces  de  points  de  plissement:  Wien.  Ber.,  l.c., 
o»  Arch.  néerl.  l.c.  §  6:  sur  les  pointa  exceptionnels  en  général,  §  12;  sur 
ceux  qui  sont  en  même  temps  points  de  plissement  multiples,  §  14:  sur 
le  point  de  plissement  double  homogène,  g§  10  et  17. 


Fig.  7. 


Fig.  8. 
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de  la  spinodale  qui  est  tourné  vers  la  partie  de  aurface  à 
courbure  négative.  Par  suite  de  cette  différence,  on  trouve 
dans  l'une  des  ËgureB  des  points  de  plissement  de  la  pre- 
mière eBpèc«,  dans  l'autre  des  points  de  plissement  de  la  se- 
conde espèce.  Le  nombre  des  traits  placés  sur  le  petit  cercle 
qui  indique  le  point  de  plissement  fera  connaître,  ici  et  ailleurs, 
à  quelle  espèce  de  point  de  plissement  on  a  affaire. 

Lorsqu'on  ramène  le  paramètre 
à  sa  valeur  critique,  pour  laquelle 
se  produit  le  point  de  plissement 
double,  la  courbe  connodale  se  con- 
tracte, puis  disparaît  entièrement 
quand  cette  valeur  est  dépassée, 
La  production  d'un  point  de  plis- 
sement double  homogène,  comme 
point  isolé  de  la  courbe  connodale, 
est  donc  le  signal  de  l'apparition  ou 
de  la  disparition  d'un  pli,  et  en  mê- 
me temps  celui  de  l'apparition  ou 
de  la  disparition  d'une  partie  de 
surface  à  courbure  négative  sur  une 
partie  à  courbure  positive  ou  vice 
veriâ. 

10.  Pour  le  second  cas,  à  savoir, 
quand  le  point  de  plissement  double 
homogène  est  un  point  double  pro- 
prement dit  de  la  courbe  connodale, 
les  figures  9,  10  et  11  ')  indiquent 
ce  qui  arrive  lors  du  passage 
par  la  valeur  critique.  Dans  la 
flg.  9,  on  voit  les  deux  points  de 
plissement   se  rapprocher  l'un  de 

I)  Pour  ces  fiftureE,  il  a  été  admis  que  les  deux  points  de  plissement 
qui  viennent  coïncider  sont  de  la  première  espèce.  Dans  le  cas  contraire 
les  hachiipes  devront  tomber  de  l'autre  c6té  de  la  combe  spinodale. 
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l'autre.  Bans  la  fîg.  10,  ils  sont  venus  en  coïncidence.  Les  courbes 
connodale  et  spinodale  présentent  des  points  doubles.  La  valeur 
critique  est  atteinte.  Dana  la  fig.  11,  cette  valeur  fst  dépassée.  Le 
plan  bitangent  roule  maintenant  de  la  position  a,  a^  jusqu'à  la 
position  i,  ij  sans  rencontrer  un  point  de  plissement.  L'appari- 
tion d'un  point  de  plissement  double  homogène,  comme  point 
double  de  la  courbe  connodale,  est  donc  le  signal  de  la  formation 
ou  de  la  rupture  d'une  liaison  entre  deux  plis,  ou  —  si  les  deux 
points  de  plissement  appartiennent  au  même  pli  —  le  signal  de 
la  formation  d'un  pli  non  fermé  aux  dépens  d'un  pli  fermé^ 
ou  vice  vtrsâ  ;  c'est,  en  même  temps,  le  signal  de  la  formation 
d'une  liaison  et  d'une  séparation  entre  des  parties  de  surface 
à  courbure  de  même  espèce. 
Points  de  plissement  doubles 
hétérogènes.  ') 
11.  Les  points  de  plissement  doubles 
hétérogènes  sont  des  pointa  exceptionnels 
du  premier  ordre,  où  se  réunissent  deux 
points  de  plissement  d'espèce  différente. 
Ils  forment  toujours  des  points  isolés  de 
la  courbe  connodale,  lesquels,  lors  d'une 
variation  du  paramètre  en  l'un  des  sens, 
se  développent  en  branches  de  la  forme 
indiquée  par  la  fig.  12,  lors  d'une  vari- 
ation dans  le  sens  opposé,  se  contractent 
et  disparaissent. 

A.  partir  du  point  de  plissement  de  la 
première  espèce,  les  connodes  se  portent 
dans  les  positions  a,  a^,  i,  à^,  pour  se 
rencontrer  de  nouveau  dans  l'autre  point 
de  plissement.  Il  est  à  remarquer  que 
la    présence    du    point   de   plissement 

■  )  Voir  au  sujet  des  points  de  plissement  doubles  hétérogènes:   Wien. 
Ber,  I.C.,  ou  Arch.  néerl,  Le.,  g  H  et  §  18. 
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double  hétérogène  ne  se  trahit  par  aucune  singularité  sur  la 
courbe  spinodale.  Le  ph  naissant  est  d'abord  de  forme  extrê- 
mement allongée.  Quand  toutefois  il  se  développe  en  largeur, 
cette  circonstance  paraît  être  en  corrélation  avec  la  production 
de  points  d'inflexion  dans  la  spinodale.  En  pratiquant,  sur  une 
partie  de  la  surface  légèrement  déformée  d'un  tore,  un  sillon 
transversal,  et  en  arrondissant  les  bords,  j'obtins  des  courbes 
connodale  et  spinodale  ayant  à  peu  près  la  forme  indiquée 
dans  la  fig.  13. 

La  production  d'un  point  de  plissement  double  hétérogène 

est   donc  le  signal  de  l'apparition  ou  de  la  disparition  d'un 

Fig.  13. 


point,  n'ofce  rien  de  caractéristique. 

Points  d'osoulation  '). 

12.    Les   points    d'osoulation    sont    des   points   où    l'on  a 

T— ,  ^  r-ï-  =  î— ,  ^  0,  c'est-à-dire,  où  un  point  de  la  surface 
ôx^        ox-oy       Sy' 

se  présente,  dans  sa  propre  section  tangentielle,  comme  point 

I)  "Voir,  aQ  sujet  des  pointa  d'oscillation,  Wien.  Ber.,  ou  Arck.  néerl., 
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triple.  Ce  sont,  eux  aussi,  des  points  exceptionnels  du  premier 
ordre  et  en  outre  des  pointa  de  plissement  multiples,  à  savoir 
triples.  H  y  a  deux  cas  à  distinguer.  Les  figures  14,  15  et 
16  feront  comprendre  la  signification  du  premier  cas.  Dans 
la  fig.  14,  la  courbe  connodale  montre  trois  branches,  qui 
touchent  une  branche  fermée  de  la  spinodale  en  trois 
points  de  plissement,  lesquels  sont  toujours  de  la  seconde 
espèce.  Les  points  d'intersection  a,,  (tj,  a^  des  trois  branches 
déterminent  un  plan  tritangent;  6,  et  6),  c,  et  c,,  d,  et  dj 
Fig.  14.  Fig.  i5. 


sont  des  connodes.   Au  passage  Fig-  *6- 

du  paramètre  par  la  valeur  cri- 
tique, la  branche  fermée  de  la 
spinodale  se  réduit  à  un  point 
isolé,  mais,  au  lieu  de  s'évanouir 
au-delà  de  la  valeur  critique,  elle 
reparaît  comme  branche  fermée 
à  trois  points  de  plissement  de 
la  seconde  espèce,  ainsi  que  le 
montre  la  fig.  16.  Le  plan  tri- 
tangent  persiste  également, 

A  noter  est  encore  la  circonstance  suivante:  Tandis  que, 
avant  comme  après  le  passage  par  la  valeur  critique,  la  courbe 
spinodale  entoure  une  partie  de  surface  à  courbure  positive, 
le  côté  concave  en  est,  dans  ces  deux  phases,  tourné  en  sens 
diflérent:  s'il  est  tourné  vers  le  haut  dans  la  fig.  14,  il  le  sera 
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vers  le  bas  dans  la  fig.  16.  En  continuant  donc  à  regarder  la 
surface  d'un  même  point  de  vue,  on  peut  exprimer  le  fait 
en  disant  qu'une  partie  concave-concave  de  la  surface  s'est 
transformée  en  une  partie  convexe-convexe,  après  s'être  d'a- 
bord contractée  en  nn  point  isolé. 

13.  Le  second  cas  est  représenté  par  les  figures  17, 18, 19. 
Ici,  on  n'a  affaire  qu'à  une  branche  unique  de  la  courbe 
connodale  et  à  un  point  de  plissement  unique,  de  la  seconde 
espèce.  Deux  autres  branches  et  deux  autres  points  de  plis- 
sement se  trouvent  bien  au  voisinage,  mais  à  l'état  imaginaire, 
Dans  la  fig.  17,  les  deux  parties  de  surface  à  courbure  posi- 
Fig.  17.  Fig.  18 


/ 


tive  tournent  leur  concavité  de  côtés 
diffiérents,  et  cela  reste  naturellement 
ainsi,  même  après  le  passage  par  la 
valeur  critique.  On  peut  donc  dire 
que,  dans  ce  second  cas,  une  partie 
concave-concave  et  une  partie  con- 
vexe-convexe de  la  surface  se  rap- 
prochent l'une  de  l'autre,  se  touchent 
un  instant,  puis  se  séparent  de  nou- 
veau.En  mêmetemps,rumquepointde 
plissement  réel  passe  de  l'une  à  l'autre 
des    deux    branches  de  la  spinodale. 
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Récapitulation.    Les    points  singuliers  de   la 

spinodale   indiquent  avec  sûreté  des 

points  singuliers  de  la  connodale. 

14.  En  résumé,  nous  voyons  donc  —  car,  à  parties  points 
coniques,  qui  ne  se  présentent  jamais  sur  la  surface  ^  de 
van  der  Waals,  il  n'existe  pas  d'autres  pointa  excepti- 
onnels du  premier  ordre  pouvant  apporter  d'importantes 
modifications  à  l'allure  des  courbes  connodales  —  que  de 
nouveaux  plia  peuvent  se  former  de  trois  manières  diffé- 
rentes. La  première,  décrite  au  §  7,  conduit  à  un  pli  annu- 
laire, les  deux  autres,  §  9  et  §  11,  donnent  lieu  à  des  plis 
fermés.  Ensuite,  de  la  manière  décrite  au  §  10,  deux  plis  peu- 
vent se  confondre  en  un  seul,  ou  bien  un  pli  fermé,  à  points 
de  plissement  de  la  même  espèce,  peut  se  transformer  en  un 
pli  non  fermé  ou  vice  versa.  Enfin,  de  la  manière  très  carac- 
téristique décrite  au  §  8,  deux  plis  fermés  '  )  peuvent  échanger 
réciproquement  leurs  points  de  plissement,  en  sorte  que  les 
plis  ag,  b^  et  Cg,  <jg  donnent  naissance  aux  plis  a,,  c,  etb„, 
^0  {^»i  ^oi  '^01  '^o  points  de  plissement). 

Tandis  que  les  accidents  décrits  aux  §  7,  8  et  11  ne  sont 
pas  signalés  par  quelque  caractère  particulier  de  la  courbe 
spinodale,  il  en  est  autrement  de  la  production  d'un  point  de 
plissement  double  homogène,  §  9  et  §  10.  Cette  production 
implique  toujours  la  présence  d'un  point  isolé  ou  d'un  point 
double  de  la  courbe  spinodale,  et  il  y  a  quelque  intérêt 
à  savoir  si,  réciproquement,  l'apparition  d'un  point  isolé  ou 
d'un  point  double  de  la  spinodale  prouve  qu'à  cet  endroit 
s'opère  respectivement  la  transformation  indiquée  au  §  9  ou 
au  g  10.  La  réponse  à  cette  question  doit  être  négative,  en 
tant  qu'un  point  isolé  ou  un  point  double  de  la  spinodale  se 
rencontre  aussi  aux  points  d'oscnlation.  Un  point  isolé  ou  un 

■  )  En  outre,  il  y  a  encore  les  changements,  d'ailleurs  très  remarquables, 
dans  les  plis  non  fermés  qui  font  suite  à  l'accident  décrit  au  g  8.  Nous 
les  négligeons  pai'ce  qu'on  peut  les  deviner  facilement  et  qu'ils  n'ont  pas 
d'impk>rtance  pour  l'étude  de  la  surface  i/'. 
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point  double  de  la  spinodale  peut  donc  être  od  bien  un  point 

d'osculation  ou  bien  un  point  de  plissement  double  homogène. 

Analytiquement,  le  point  d'osculation  est  facile  à  reconnaître 

,.  ,         3*z        S^z       5*2       -  .    ,  1 

par  la  condition  :  ;— ;  =:  t-v-  =  î— r  =  0  ;  mais  la  nature  du 
^  ôx^       oxoy      Sy^ 

cas  auquel  on  a  affaire  se  laisse  déduire  aussi  de  la  manière 
dont  la  spinodale  se  comporte  lorsque  la  paramètre  varie.  Si 
la  spinodale  présente  une  branche  fermée,  qui  pour  la  valeur 
critique  se  contracte  en  un  point  isolé  pois  disparaU  lors  de 
la  variation  ultérieure  du  paramètre,  il  s'agit  d'un  point  de 
plissement  double  homogène,  de  l'espèce  décrite  au  §  9;  la 
branche  fermée  reparaît-elle,  au  contraire,  après  le  passage  par 
la  valeur  critique,  on  a  affaire  à  un  point  d'osculation,  comme 
il  a  été  exposé  au  §  12.  Si  la  spinodale  présente  un  point 
double  proprement  dit,  qui  lors  de  la  variation  d'un  para- 
mètre en  sens  opposé  conduit  à  une  liaison  différente  entre  les 
branches  de  la  spinodale,  il  existe  un  point  de  plissement 
double  homogène  (voir  §  10)  ;  dans  le  cas  contraire,  il  y  a  un 
point  d'osculation  de  l'espèce  indiquée  au  §  13. 

Les  trois  modes  de  production  d'un  plan 
tritangent. 
15.  Dans  la  théorie  de  la  surface  ip  de  van  der  Waals  la 
présence   de    plans    tritan- 
gents  a  une  grande  impor- 
tance.    Nous    allons    donc 
exposer   ce  que  la  théorie 
générale     des     plis     nous 
apprend    au   sujet  de  l'ap- 
parition de  pareils  plans. 
_!><ïi^  Cette     théorie     générale 

nous  fait  connaître  trois 
modes  très  différents,  mais 
du  même  degré  de  géné- 
ralité,   pour    la   production 


Fig.  i 
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d'un  plan  tritangent  sur  une  surface  en  voie  de  déformation 
continue.  Nous  parviendrons  le  plus  facilement  à  découvrir  ces 
trois  modes  en  cherchant,  inversement,  comment  un  plan  tri- 
tangent  existant  peut  arriver  à  disparaître.  Soient,  fig.  20,  a , ,  Oj , 
Qj  les  trois  points  de  contact  d'un  plan  tritangent.  Les  points  a, 
et  a^  peuvent  alors  être  conçus  comme  connodes  d'un  même 
pli,  et  pareillement  les  points  ajeta,,a,  eta,.  Nous  obtenons 
ainsi  trois  plis,  et  chacun  des  points  de  contact  devient  un  point 
double  de  la  courbe  connodale.  Si  les  points  a,,  a,  et  a^ 
forment  un  triangle  et  qu'aucun  d'eux  ne  soit  situé  sur  la 
courbe  spinodale,  les  deux  branches  de  la  connodale,  en 
chacun  de  ces  points  doubles,  doivent  faire  entre  elles  un 
angle  âni.  Leurs  tangentes,  en  effet,  sont,  dans  l'indicatrice, 
des  diamètres  conjugués  aux  droites  qui  joignent  le  point 
considéré  aux  deux  autres  points  de  contact. 

16.  La  première  ')  manière  dont  le  plan  tritangent  dispa- 
raît, ou  du  moins  cesse  d'être  un  plan  tritangent  à  points  de 


contact  réels,  consiste 
en  ce  que  deux  des 
points  de  contact,  par 
exemple  a^  et  a,, 
viennent  à  coïncider, 
pour  devenir  ensuite 
imaginaires.  Si  l'on 
considère  que  le  point 
de  coïncidence  de  Oj  et 
O3  est  alors  un  point 
de  plissement  du  pli 
qui  a  «j  et  a 3  pour 
connodes  (suivant  la 
définition  du  point  de 
plissement),  on  recon- 
naîtra q  ue  les  figures  2 1 , 

>)  C'est  là,  probablement,  la  seule 
se  produisent  sur  la  surface  if. 


Fig.  21. 
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22  et  23  donnent  une  idée   de   la  façon  dont  les  choses  se 

passent.  En  examinant  les  6gurea  dans  l'ordre  inverse,  on  voit 

F'g-  22,  qug  ig  p]an  tritangent 

^ ^  ^  doit  ici  son  origine  à  ce 

^  qu'un    pli   se    rappro- 

che, par  son  point  de 
plissement,  d'un  autre 
pli.  La  fig.  22,  indique 
l'instant  où  le  plan  tri- 
tangent  fait  son  appa- 
rition ').  A  proprement 
parler,  dans  la  fig.  23 
aussi  il  existait  déjà 
un  plan  tritangent 
réel  *),  dont  l'un    des 

t)  Lorsque  par  «n  point 
de  pliBsement  il  passe  une 
seconde  branche  de  la  cour- 
be connodale,  cette  branche 
devra,  sauf  dans  des  cas 
exceptionnels  d'un  ordre 
supérieur  au  premier,  tou- 
cher la  connodale  du  pli 
auquel  appartient  le  point 
de  plissement.  En  eflet,  dans 
un  point  de  plissementl'in- 
dicatrice  eet  parabolique,  et 
par  conséquent  les  diamè- 
tres conjugués  aux  cordes 
de  ditlérentes  directions 
sont  tous  parallèles  à  I» 
tangente  dans  la  section 
tangentielle,  laquelle  tan- 
gente touche  aussi  les  cour- 
bes connodale  et  spinodale 
du  point  de  plissement, 
i)  De  là  vient  que,  dans  te  cas  traité  au  présent  paragi-aphe,  il  n'y  a  pas 
irame    dans   les  cas  suivants,    apparition   simultanée    de   deua:    plans, 
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I,  ces 


connodes,  a,  point  isolé  de  la  courbe  6,c,,  était  réel, 
dont  les  deux  autres  étaient  imaginaires.  Dans  la  f 
deux  connodes  imaginaires 
deviennent  réels  au  point 
a,,  qui  est  en  outre  point 
de  plissement  du  second 
pli.  Dans  la  fig.  21,  ils  s'é- 
loignent l'un  de  l'autre.  £n 
même  temps,  il  se  forme  â 
l'antre  côté  dn  pli  une  in- 
curvation, qui  présente  un 
point  double  et  deux  points 
de  rebronssement  '}. 

17.  Le  second  mode  de 
disparition  d'an  plan  tri- 
tangent  se  présente  lors- 
qu'un   des    trois    connodes 

(par  exemple  a,]  atteint  la  courbe  spinodale.  L'état  existant 
à  ce  moment  même  est  représenté  dans  la  flg.  25.  Les  deux 
branches  de  la  con-  Fig.  25. 

Dodaleena,  doivent  < 

dtre  tangentes  Tune 
à  l'autre,  puisqu'on 


tr  itangentB,  c«quiclevrait 
avoir  lieu  ici  également, 
si  dans  la  Sg.  23  le  plan 
tri  tangentétait  lui-même 
imaginaire. 

I)  Il  eat  facile  de  re- 
connaître que  le  cas 
dont  il  vient  d'être  parlé 
appartient  aux  cas  excep- 
tionnels du  premier  or- 
dre; on  n'a  qu'à  tenir 
compte  de  la  circonstance  que  ce  cas  doit  se  présenter  chaque  fois  que  le 
plan  tangent  du  point  de  plissement  acquiert  encore  un  contact  avec  une 
autre  partie  de  la  surface. 

AaCHIVBS   NÉEBLANDAISES,   T.    XXIV.  21 
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a,  l'indicatrice  est  parabo- 
lique, et  qne  par  conséquent 
tous  ses  diamètres  sont 
parallèles  entre  euz  (Comp. 
§  5).  Dans  la  ûg.  26, 
correspondant  à  une  mo- 
dification du  paramètre  dans 
l'un  des  deux  sens,  le  plan 
trïtangent  a  disparu;  dans 
la  ôg.  24,  correspondant  à 
une  modification  eu  sens 
opposé,  il  y  a  production  de 
deux  plans  tritangents  a',, 
a'j,a'j  et  a",,  a"j,a"j,qui, 
si  nous  revenons  à  la  valeur 
primitive  du  paramètre,  co- 
ïncident dans  la  fig.  25,  pour 
disparaître  dans  la  fig.  26. 
18.  Un  troiê^me  mode  de 
disparition  consiste  en  ce 
que  les  trois  connodes  a,, 
O5,  Oj  viennent  se  placer 
en  ligne  droite.  En  vertu  du 
g  5,  les  deux  branches  de 
la  courbe  connodale  doi- 
vent alors  se  toucher.  La 
fig,  28  représente  cet  état, 
tandis  que  les  fig.  27  et  29 
montrent  entre  quels  états 
celui  de  la  fig.  28  forme  le 
passage.  Dans  ce  cas  en- 
core, on  voit  apparaître 
simultanément  deux  plans 
tritangents,   a',,  a\,  a\  et 
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Pli    principal    et   pli    accessoire, 

18.  Pour  la  théorie  de  la  surface  tp  symétrique,  et  proba- 
blement aussi  pour  celle  de  la  surface  i/i  générale,  les  accidents 
ci-dessus  décrits  n'ont  pas  une  importance  égale.  Jja  formation 
d'un  pli  annulaire,  de  la   manière  indiquée  au  §  7,  ne  paraît 

Fig.  28. 


pas  86  présenter,  du  moins  sur  la  partie  physiquement  réali- 
sable de  la  surface.  De  môme,  pour  expliquer  l'apparition  des 
plans  trîtangents  physiquement  réalisables,  nous  n'aurons 
affaire  qu'au  premier  mode  de  production,  décrit  au  §  16.  Les 
points  d'osculation  et  les  points  de  plissement  doubles  hétéro- 
gènes ne  se  montrent,  de  leur  nature  même,  que  sur  la  partie 

21* 
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non  réalisable  physiquement,  mais  lorsque  la  température 
contenue  à  baisser  ils  trahisseot  pourtant  aussi  leur  apparition, 
surtout  les  seconda,  par  certaines  particularités  qui  se  pro- 
duisent sur  la  partie  physiquement  réalisable. 

Parmi  les  différents  modes  de  succession  des  accidents,  il 
y  en  a  un  que  nous  pourrions  qualifier  de  production  et 
développement  d'un  pli  accessoire  à  côté  d'un  pli  principal, 
et  qui  joue  un  très  grand  rôle  dans  les  transformations  que 
la  sxuface  xfi  subit  lors  des  changements  de  température.  Po^lr 
cette  raison,  nous  lui  consacrerons  ici  un  paragraphe  par- 
ticulier. 


fïg.  30 


Fig.  31. 


20.  Soit  fig.  30  la  représentation  des  courbes  spinodale  ') 
et  connodale  d'un  pli,  à  point  de  plissement  a«,  de  la  sur- 
face yt;  il  arrive  alors  fréquement  qu'un  abaissement  de  la 
température  fait  apparaître,  en  quelque  point  de  la  spinodale 

I)  On  ne  peut  pas  attribuer  à  chaque  pli,  c'est-à-dire  à  chaque  branche 
de  la  courbe  connodale,  une  branche  particulière  de  la  courbe  spinodale. 
En  général  il  n'est  donc  pas  permis  de  parler  de  la  courbe  spinodale  d'un 
pli.  Pourtant  cette  locution  inexacte  ne  donnera  pas  lieu  à  confusion  dans 
le  cas  que  nous  traitons  ici. 
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un  point  de  plissement  double  hétérogène  b.  Continue-t-on  à 
abaisser  la  température,  on  voit  se  développer  le  pli  esquissé 
dans  la  âg.  12,  mais  qui,  à  l'origine,  se  trouve  sur  la  partie 
non  réalisable  de  la  surface.  Lors  de  l'abaissement  ultérieur, 
toutefois,  il  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  la  partie  réalisable, 
comme  l'indique  la  6g.  31,  pour  atteindre  enfin  par  son  point 
de  plissement  &o  ^  connodale  du  pli  principal,  aussi  que  le 
montre  la  fig.  32.  A  ce  moment,  apparaît  un  plan  tritangent, 
dont  deux  points  de  contact  coïncident  au  point  b^=.e, 
tandis  que  le  troisième  se  trouve  en  e,,  le  connode  àee,  dans 
le  pli  principal. 


Fig.  32. 


Fig.  33. 


Ensuite,  lors  d'un  nouvel  abaissement  de  température, 
le  plan  tritangent  «',  e",  e,  se  développe,  comme  l'indique 
la  âg.  33,  pendant  qu'en  e,  se  forme  une  incurvation.  Nous 
fixerons  aussi  l'attention  sur  les  couples  de  points  n",  n'  et 
m,,  m,,  qui  sont  respectivement  des  connodes  du  pli  ac- 
cessoire et  du  pli  principal.  Au  cours  de  l'abaissement  de 
température,  les  points  m,  et  n'  se  rapprochent  de  plus  en  plus 
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l'un  de  l'autre,  et  U  en  est  de 
une  certaine  température,  ila  se 
la  spinodale,  aux  points  [»,'  et  n", 
dans  la  fîg.  34,  où  se  réalise  la 
savoir,  que  les  deux  connodes 
spinodale,  aux  points  /*'  et  /*'' 
gniâcation  de  cette  particularité 
fermement  à  ce  qui  y  a  été 
do  température  amènera  l'état 
Fig.  34. 


même  des  points  m^  etn''.  A 
rencontrent  deux  à  deux  sur 
et  on  a  alors  l'état  représeDté 
particularité  décrite  au  §  8,  à 
atteignent  simultanément  la 
.  Au  paragraphe  cité,  la  ai- 
a  été  exposée  en  détail.  Con- 
dit,  un  nouvel  abaissement 
de  la  figure  35,  où  ce  n'est 
Fig.  35. 


plus  le  point  a^,  mais  le  point  h^,  qui  forme  le  point  de 
plissement  du  pli  principal,  en  d'autres  termes,  un  état  où 
le  plan  bitangent  <j,  d^,  en  continuant  â  rouler,  atteindra  le 
point  de  plissement  b^. 

Bien  que,  pour  la  surface  ip,  la  coïncidence  des  points  mj, 
n"  et  m,,  n'  s'opère  toujours  sur  une  partie  irréalisable  de 
cette  surface,  il  n'en  est  pas  moins  intéressant  de  savoir 
qu'entre  les  deux  points  de  plissement,  auxquels  donne  nais- 
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eance  le  dédoublement  d'au  pli  en  pli  principal  et  pli  acces- 
soire, il  n'existe  pas  une  différence  assez  essentielle  pour  que 
l'un  reste  constamment  le  point  de  plissement  du  pli  princi- 
pal, l'autre  celui  du  pli  accessoire;  au  contraire,  ces  deux 
points  peuvent  échanger  leurs  rôles,  sans  qu'il  en  résulte  de 
changements  très  apparents  sur  la  partie  réalisable  de  la 
surface. 

Flan  quadrîtangent. 

21.  Si  l'on  se  représente  un  plan  tritangent  sur  une  surface 

progressivement  déformée,  on  conçoit  aisément  qu'il  doit  par- 

Fig.  36. 


fois  se  produire  un  contact  en  un  quatrième  point  de  la  sur- 
face. À  ce  moment,  cliacun  des  quatre  points  de  contact  est 
un  point  triple  de  la  ligne  connodale.  Le  paramètre  subît- 
il  toutefois  un  léger  changement,  alors  les  branches  qui 
passaient  par  ces  points  s'écartent  l'une  de  l'autre,  et  de 
chaque  point  triple  il  naît  trois  points  doubles,  dont  l'en- 
semble appartient   à  quatre  plans  tritangents.  Les  fig.  36  et 
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37  aideront  à  faire  comprendre  comment,  lors  do  passage  du 

paramètre  par  la  valeur  critique,  les  choses  se  passent.  Pour 

rendre  ces  figures  plus  claires,  les  plans  tritangents  y  ont  été 

Fig.  37. 


supposés  opaques.  On  voit  que  le  plan  tritangent  qui  dans  la 
fig.  36  se  trouvait  aa-dessoua  des  trois  autres  recouvre  ceux-ci 
dana  la  fig.  87. 


n*  SECTION.  —  PAETIE  DESCRIPTIVE. 
Les  cas  ^a^  ^*i- 

22.  Tandis  que  le  cas  ,0j  <:«,  =a,,  c'eat-à-dire  le  casoù 
l'attraction  des  molécules  hétérogènes  est  plvs  petite  que  l'at- 
traction mutuelle  des  molécoles  homogènes,  exigera  une  des- 
cription détaillée,  celui  où  l'attraction  des  molécules  d'espèces 
différentes  surpasse  celle  des  molécules  de  même  espèce  se 
laisse  traiter  en  quelques  mots. 

En  admettant  d'abord  ,6^  ^6,  =6,  (comp-  le  §2),  il  ne 
se  produira  sur  la  surface  ^  (comp.  la  fig.  4,  p.  28, 
du  Mémoire    de    M.   van    der   Waab)   que   le   pli  transver- 


by  Google 


LA   THéoHIK  GÉNBBALE  DE8  PLIS,   ETC.  321 

aal.  Hon  développement  commence  à  mi-largeur  de  la  sur- 
Éace,     à    la    température    critique    du  mélange  symétrique 

T^=:  ns  .     '      '   *  ,  au  point  x^^,  ïj:=36    Là  apparaît,  en 

effet,  un  point  de  plissement  double  homogène,  â.  partir  du- 
quel, quand  la  température  baisse,  le  pli  se  développe  de  la 
manière  décrite  au  §  9.  Il  est  limité  de  part  et  d'autre  par 
des  points  de  plissement  de  la  première  espèce,  qui  à  la  tem- 
pérature T,  :=  --  .        '      atteignent  les  bords  latéraux,  après 

quoi  le  pli  continue,  lors  de  l'abaissement  ultérieur  de  la  tem- 
pérature, à  croître  en  largeur,  sana  qu'un  plan  tritangent  se 
produise  ou  que  d'autres  singularités  se  présentent  '). 

Lorsqu'on  a  ,o,  ^a,,  Is  pli  se  forme  subitement  sur  toute 
la  largeur,  le  long  de  la  ligne  v  =  3  6. 

Si  l'on  renonce  à  la  condition  ^b^i=b,  ^=6,,  et  qu'on 
suppose  ,6^  <&,  ^&j,  le  pli  longitudinal  continue  à  faire 
défiiut.  A-t-on,  au  contraire,  ,6,  >  6,  =6^,  alors  il  existe,  et 
cela  à  toute  température  *),  un  pli  longitudinal,  qui  toutefois 
n'acquiert  qu'une  faible  extension  ai  ,Jj  diffère  peu  dei,  et 
de  6,.  Nous  montrerons  en  effet  (voir  §  44),  que  pour  les 
points  de  sa  courbe  connodale  on  atoujoursiK  ii-J-(,6, — 6,)» 
et  comme  la  partie  réalisable  de  la  suriace  ne  commence  qu'à 

■  )  Le  cas  que  nous  venons  de  décrire  se  réalise  pour  les  mélangea 
d'oxyde  de  carbone  et  d'acétylène.  Tandis  que  la  température  critique 
des  substances  pures  est  respectivement  31°  et  37°,  le  mélange  à  poids 
égaux  possède  une  température  critique  de  41°  (Comp.  i.  Dewar,  On  the 
critieal  point  of  mixcd  vapours,  Proc.  Boy.  Soc,  T.  30,  p  538—546,1880). 
11  est  donc  clair  que  sur  la  surface  if  con-espondante  le  pli  transversal 
prendra  naissance  à  peu  près  à  mi-largeur  de  la  surface  à  une  tempéra- 
ture un  peu  au  dessus  de  41°  et  atteindra  les  bords  à  31°  et  37°. 

*)  Il  est  clair  que,  pour  ,6,  >■  b,  =  t>,,  il  doit  se  faire  à  toute  tempé- 
rature, si  la  pression  est  suffisamment  élevée,  un  dédoublement  en  doux 
mélanges,  et  qu'il  doit  donc  toujours  exister  un  pli  longitudinal.  En  eflet, 
,(),>■  b,  =6,  signifie  que  le  plus  petit  volume  du  mélange  est  plus  grand 
que  la  somme  des  volumes  occupés  après  dédoublement  en  deux  substances. 


by  Google 


322  D,   J.    KORTBWEG, 

des  valeurs  de  v  >  br,  la  connodale  ne  s'étend  donc  jamais 
plus  loin  que  jusqu'à  la  distance  ,62  —  b,  de  la  limite  de 
la  surface  du  côté  des  petits  volumes.  Néanmoins,  à  une 
température  très  basse,  un  plan  tritangent  finira  par  se  pro- 
duire, de  la  manière  décrite  au  g  38. 

Le    cas  ,a^  <a,.  Aperçu  général. 

23.  Si  nous  voulons  essayer  de  résumer  en  peu  de  mots  ce 
qui  arrive  dans  le  cas  ,ai  <a,  quand  on  descend  des  hautes 
températures  vers  les  basses,  il  faut  noter  d'abord  que  le  pli 
longitudinal  se  développe  toujours,  tandis  que  le  pli  transver- 
sal ne  se  développe,  au  moins  sur  la  partie  réalisable  '  )  de  la 
surface,  que  Wsgi;^  ,0i  >  J  a,.  Dansleplilongitudinals'opère 
constamment,  à  une  certaine  température,  la  production,  décrite 
au  §  20,  d'un  pli  accessoire;  mais,  à  cause  de  la  parfaite 
symétrie  de  la  surface,  cette  production  a  lieu  d'une  manière 
spéciale,  de  façon  que  l'état  de  la  fig.  34  est  toujours  maintenu 
(voir  les  fig.  A,  et  A^  Planche  XIII).  Quand  ,Oj  <i'»i,  les 
deux  points  de  plissement  de  la  première  espèce  («,)  et  («j) 
atteignent  chacun,  lors  d'un  abaissement  ultérieur  de  la  tem- 
pérature, l'un  des  deux  bords  latéraux  (voir  fig.  A^),  savoir, 
à  la  température  critique  des  substances  non  mêlées, 

A-t-on,  au  contraire,  ^a.^  >  it,  alors  le  pli  transversal  ap- 
paraît à  son  tour.  Il  est  composé  de  deux  moitiés  (voir  fig.  B,), 
qui  se  développent  chacune  à  partir  d'un  des  bords  laté- 
raux. Aussi  longtemps  que  ,*ij  <tj®1i  ^^^  deux  moitiés  ne 
s'unissent  pas,  mais  se  fondent  chacune  avec  l'un  des  plis  du 
système  longitudinal  (voir  fig.  B,  Planche  XIV);  pour 
i'*2>T3*'it  *"  contraire,  elles  se  réunissent,  à  la  température 
critique  du  mélange  à  proportions  moléculaires  égales,  en  un 
pli  transversal  unique  (voir  fig. />,"  Planche  XV),  oîicc  ou  saTis 

1)  Voir  plus  loin,  §  27,  A  proprement  parler,  il  se  forme  toujours  un 
pli  transversal,  mais  pour  ,a,  'S^ia,  ce  pli  natta  mi-largeur  de  la  sur- 
face et  n'atteint  jamais  la  partie  réalisable. 
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dédoublement  préalable  de  chacune  d'elles,  comme  danslafig, 
I>4  Planche  XIV.  Dans  tous  les  cas,  tôt  ou  tard,  avant  ou 
après  la  réunion  des  deux  moitiés  en  un  pli  transversal 
unique,  il  apparaît  de  ces  plis  accessoires,  dont  les  points 
de  plissement  («3)  et  (a, )  finissent  par  coïncider  avec  {«,)  et 
(«j);  cette  coïncidence  peut  toutefois  se  faire  sur  la  partie 
irréalisable  de  la  surface. 

Quand  ,0^  ne  diffère  que  peu  de  a,,  le  pli  longitudinal 
ne  se  développe  qu'à  de  basses  températures,  où  le  ph  trans- 
versal a  déjà  atteint  tout  son  développement.  A  la  rencontre 
de  ces  deux  systèmes  de  plis,  il  se  forme  alors  un  plan  tri- 
tangent  (voir  fig.  E  Planche  XV),  qui,  si  ,a,  >  0,67...o,, 
recouvre  pour  ainsi  dire  les  accidents  plus  complexes  dont 
il  vient  d'être  question,  de  sorte  que  ceux-ci  se  produisent 
sur  la  partie  non  réalisable  de  la  surface. 

En  ce  qui  concerne  ce  plan  tritaugent,  il  se  forme  aussi 
pour  d'autres  rapports  entre  ,0^  et  a,,  et,  à  des  températures 
suffisamment  basses,  il  existe  toujours.  La  manière  dont  il 
prend  naissance  peut  toutefois  varier.  Pour  de  petites  valeurs 
de  ,a,,  il  se  forme  (voir  fig.  A^)  lors  du  dédoublement  du 
pli  longitudinal  ;  pour  des  valeurs  un  peu  plus  grandes ,  le 
plan  tritangent  qui  existe  aux  basses  températures  est  le  pro- 
duit de  la  fusion  de  plusieurs  plans  tritangents  (voir  les  fig. 
D^,  Ds,  Dg),  fusion  qui  peut  même  faire  apparaître  momen- 
tanément un  plan  quadritangeot,  â  savoir,  chaque  fois  qu'on 
a  0,67  ..a,  >  ,a,  >  0,53  .  .a,. 

24.  De  cet  aperçu  général  ressort  la  nécessité  d'étudier 
plus  en  détail,  chacun  séparément,  les  divers  cas  qui  peuvent 
se  présenter.  Par  la  série  de  figures,  A, — E,  nous  tâcherons 
d'élucider  ce  qui  se  passe  dans  chacun  de  ces  cas.  Ces  figures 
ne  sont  pas  construites  à  une  échelle  déterminée.  Le  calcul 
numérique  de  l'allure  des  courbes  connodales  et  spinodales 
aurait  demandé  un  long  travail,  d'utilité  douteuse.  En  outre, 
les  figures  auraient  pris  des  proportions  embarrassantes.  Ainsi, 
par    exemple,   sur   la  partie  de  la  surface  à  laquelle  se  rap- 
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portent  les  grands  volumes,  on  doit,  aux  basses  températures, 
se  représenter  les  courbes  connodales  reportées  beaucoup  plus 
loin  à  gauche.  On  ne  peut  donc  tirer  de  nos  figures  que  des 
conclusions  qualitatives. 

25.  Au  plan  v^b,  duquel  la  surface  ifi  se  rapproche  asymp- 
totiquement,  nous  donnerons  le  nom  de  paroi  postérieure,  aux 
plans  «  =  0  et  *  =  1  celui  de  parois  latérales.  La  projection 
sur  le  plan  vz  sera  appelée  le  plan.  Les  courbes  connodales 
sont  tracées  en  lignes  pleines,  les  courbes  spinodales  en  lignes 
ponctuées.  Les  parties  de  la  surface  qui  sont  à  courbure  po- 
sitive et  dont  le  côté  convexe  est  tourné  vers  le  bas,  c'est- 
à-dire,  vers  le  plan  vx,  ont  été  laissées  en  blanc  dans  nos 
figures;  les  parties  à  courbnre  négative  et  celles  dont  la  cour- 
bure est  positive  mais  tournée  vers  le  haut,  ont  été  distin- 
guées les  unes  des  autres  par  des  hachures  différentes.  Les 
points  de  plissement  sont  marqués  par  de  petits  cercles,  pour- 
vus de  un  ou  de  deux  petits  traits,  suivant  que  ces  points 
appartiennent  à  la  première  espèce  ou  à  la  seconde.  Les 
lignes  rouges  représentent  des  droitesjoignantdeux  connodes. 

Outre  le  plan,  nous  avons  aussi  représenté  quelquefois  le 
contour  apparent  de  la  projection  de  la  surface  sur  le  plan  vip. 
Ce  contour  recevra  le  nom  de  profil. 

Le   rapport  ^—^  sera  désigné  par  m.  Nous  commençons  par 

le  aous-cas  *  <  j^. 

A.     Le  sous-cas  x<^. 

26.  Lorsque  l'échelle  des  températures  est  parcourue  de 
haut  en  bas,  le  pli  longitudinal  fait  sa  première  apparition 
à  la  température  T, '{')=:  {1  —  k) 


i)  Au  sujet  de  cette  température,  aiosi  que  d'autres  températures  re- 
marquables, voir  g  39.  Nous  marquons  d'un  seul  accent  les  températures 
qui  ont  rapport  en  général  au  système  des  plis  longitudinaux;  celles  qui 
concernent  le  pli  transversal  ne  reçoivent  pas  d'accent;  celles  qui  sont 
relatives  à  la  fusion  des  deux  espèces  de  plis  portent  deux  accents. 
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surface,  sur  la  partie  qui  s'approche  asymptotiquement  de  la 
paroi  postérieure  ')■  Initialement,  il  possède  la  forme  indiquée 
par  les  figures  A,  (plan)  et  A',  (profil).  En  avant  se  trouve 
le  point  de  plissement  (a),  qui  d'abord  est  de  la  première 
espèce.  Le  profil  montre  deux  contours  apparents,  qui  en  («') 
(correspondant  à  («))  se  rattachent  tangentiellement  l'un  à 
l'autre.  L'un  de  ces  contours  (p  a  q)  correspond  à  la  section 
moyenne  r  =  1,  l'autre  (p  et'  r)  donne  la  projection  de  la  courbe 
connodale  sur  le  profil.  La  troisième  ligne  représente  la  ligne 
marginale  de  la  surface,  c'est-à-dire,  l'isotherme  pour  x  =  0 
ou  x^l. 

27.  La  température  s'abaissant  mmite,  le  point  de  plissement 
(a)se  déplace  de  plus  enplus  vers  la  gauche.jusqu'à  la  tempé- 
rature Tj'  =:  (1  —  »)  (l  —  y  ë^~"  )  j^Tb  '  °^  commen- 
ce un  changement  importEint.  Ce  changement  se  trahit  par  la 
circonstance  que  le  point  de  plissement  (a)  change  d'espèce  *). 
En  y  regardant  de  plus  près,  toutefois,  on  reconnatt  qu'à 
cette  température  il  y  a  coïncidence  de  trois  points  de  plis- 
sement (a),  (ot,)  et  (a,)  (voir  fig.  A^),  qui  s'écartent  l'un  de 


1)  A  bien  considérer  les  choses,  le  pli  longitudinal  natt,  à  la  tempéra- 
ture Ti',  d'un  point  de  plissement  double  homogène  pour  lequel  on  a 
t)  =  6,  ^=00.  L'un  des  deux  points  de  plissement  reste  invariablement  à 
cette  place,  tandis  que  l'autre  avance  sur  la  surface  lorsque  la  température 
s'abaisse. 

î).  Suivant  la  théorie  générale  (voir  Wien.  Ber.  ou  Arck.NéerL,  t.  c^^W), 
un  pareil  changement  d'espèce  est  impossible.  Cette  apparente  contradiction 
m'a  conduit  à  examiner  la  question  de  plus  près  et,  par  suite,  à  découvrir  la 
possibilité  d'un  plan  tritangent  dans  le  cas  où  le  système  longitudinal 
existe  seul.  Effectivement,  on  n'a  affaire  ici  qu'à  la  production  d'un  pli 
accessoire,  naissant  d'un  point  de  plissement  double  hétérogène;  mais  ce 
point  de  plissement  double  apparaît  précisément  à  la  place  où  se  trouvait 
déjà  un  point  de  plissement.  Une  légère  altération  de  la  symétrie  sufQt, 
toutefois,  pour  que  le  pli  accessoire  se  forme  à  droite  ou  à  gaucbe  du 
point  de  plissement  du  pli  principal.  Cela  est  donc  toujours  le  cas 
lorsque  a,  n'est  pas  exactement  égal  à  a,. 
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l'autre  quand  la  température  continuai  à  baisser:  en  même 
temps,  les  courbes  connodales,  pour  autant  qu'elles  sont 
situées  sur  la  partie  réalisable  de  la  surface,  prennent  l'allure 
représentée  par  la  fig.  4,.  Quant  à  la  manière  dont  lescoD- 
nodales  devraient  être  prolongées  sur  la  partie  non  réalisable, 
la  fig.  84  en  donne  une  idée,  si  l'on  suppose  cette  figure 
symétrique.  Far  suite  de  la  parfaite  symétrie,  la  connexion 
entre  le  pli  principal  et  le  pli  accessoire,  telle  qu'elle  existe 
aux  points  ft'  et  n"  de  la  fig.  84,  persiste  toujours.  Mais  le 
moindre  dérangement  de  la  symétrie  fait  apparaître  les  états 
des  ôg.  33  ou  35,  où  alors  soit  (a)  et  (a,),  soit  (a)  et  (a,), 
doivent  être  considérés  comme  les  points  de  plissement  du  pli 
accessoire. 

En  bornant  notre  attention  à  ce  qui  est  physiquement 
réalisable,  nous  avons  affaire  à  un  plan  tritangent(aj)  (ai)(aj), 
dont  la  fig.  A\  fait  mieux  comprendre  la  présence.  Des  deux 
côtés  de  ce  plan  tritangent  on  trouve  des  branches  de  la 
connodale,  le  long  desquelles  les  connodes  (a,)  et  {a,\  on 
(a,)   et  (a,),    peuvent   être  amenés    à    coïncider   aux  points 


FiR.  38. 


sèment  («,)  et 


de  plissement  {«,)  ou  (aj).  Au  début 
de  sa  formation,  le  triangle  (a,)  (Oj)  (Oj) 
est  très  obtusangle.  En  cas  de  symétrie 
parfaite  il  est  naturellement  toujours 
isocèle.  Aussitôt,  toutefoia,  qu'il  manque 
quelque  chose  à  la  symétrie,  la  première 
apparition  se  fait  de  la  manière  indi- 
quée dans  la  fig.  38,  c'est-à-dire,  qu'il 
y  a  dès  l'origine  une  différence  finie 
entre  l'état  (oj)  et  les  deux  états  (a,) 
et  (a,). 

28.    A  la  suite  d'un   non/vel  abaisse- 
ment de  température,  la  courbe  spino- 
dale  prend  la  forme  indiquée  dans  la 
fig.  Aj,  tandis  que  les  points  de  plis- 
se rapprochent  des  parois  latérales,  qu'ils 
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atteignent  à  la  température  T,  :=  --  .    -.   '--^ ,  en  des  points 
27      M  b  tt 

pour  lesquels  v^Zb.  Cette  température  n'est  pas  autre  chose 

que  la  température  critique  des  deux  substances  non  mélangées. 

Au-dessous    de    cette    température,    les  points  de  plissement 

(«,)  et  («ï)  disparaissent  de  la  partie  réalisable  de  la  surface. 

La    fig.  Â^    représente    l'état   qui    existe    au    moment  où  la 

température    a   tout  juste    atteint   la   valeur    T,  :=  (1  —  x) 

I  1  —  1/     n(l  —  «)  )-^  Iji-  La   spinodale  (ordinairemeut  du 

quatrième  degré)    dégénère  alors  en  une  ligne  droite  (|9)  («) 

et  en  une  courbe  du  troisième  degré. 

29.    Dans  l'allure    des   courbes    connodales    sur  la    partie 

réalisable  de  la  surface  il  ne  survient  plue,  si  la  température 

continue    à    s'abaisser,    de    notables   changements    de  nature 

qualitative;    mais   le   cours   de   la  spinodale  subit  encore  des 

modifications  très  remarquables. 

4  a 

A  la  température    T.^  ■:=  — —  (1  +  »)  -,> ,'  p  ,  en  efifet,  il  se 
27  M  0  a 

produit  un  point  de  plissement  double  homogène,  à  l'endroit 

où    x=:  ^,   V  =r  3  6,    et  de  oe  point  de  plissement  double  se 

développe,  de  la  manière  décrite  au  §  9,  un  nouveau  pH,  il 

points    de  plissement  de  la  seconde  espèce,  (a,)  et  (a^).  La 

partie   à   courbure    positive    de  la  surface,  en  dedans  de  la 

nouvelle  branche  de  la  spinodale,  tourne  sa  concavité  vers  le 

bas.  Dans  la   fig   A^  cette  nouvelle  branche  est  représentée. 

A  la  température  plus  basse  !if*',=i(l— x)(l — 1/    z^fj  .^rpi 

la  spinodale  possède  un  point  double  (voir  fig.  vl g),  résultant 
de  ce  que  le  point  (d)  delà  fig.  ^^  rejoint  le  point  (a).  Ce  point 
double  (fi)  constitue  sur  la  surface  un  point  d'osculation  de 
l'espèce  décrite  au  §  13.  Le  point  de  plissement  (a)  y  est 
venu  en  coïncidence  avec  deux  points  de  plissement  qui  sont 
imaginaires  à  une  température  plus  haute  ou  plus  basse. 
Aussi    la    suite    des   modifications,   indiquée  par  la  fig.  A^, 
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est-elle  en  parfait  accord  avec  ce  qui  a  été  dit  au  §  13. 
Bans  cette  figure  Aj  on  trouve  représenté  l'état  qu'atteint 
la  surface  if  à  basse  température.  Lors  d'un  abaissement  ulté- 
rieur, la  partie  {a),  (a,),  (t),  (a^)  de  la  surface  qui  tourne  sa 
concavité  vers  le  bas,  s'étend  de  plus  en  plus,  sans  toutefois 
atteindre  jamais  les  parois  latérales.  Cet  état  ^JiaZ  est  le  môme 
que  celui  de  tous  les  sous-cas  suivants.  Dans  la  fig.jl',  est  es- 
quissé le  profil  correspondant.  La  section  moyenne  présente 
deux  points  d'inâexion  (S')  et  (**),  qui  correspondent  à  (3)  et  (t). 
Ces  points  d'inâexion  ont  fait  leur  apparition  à  la  tempéi-ature  ï"  j . 

Le  cas  de  transition  k=:|. 

30.  Dans  le  cas  de  {transition  k  :=  |,  les  deux  températures 
T,,  et  T^"  sont  égales.  Les  figures  A,,  4,  et  A^  peuvent 
encore  s'appliquer  à  ce  cas.  Dans  la  fig.  A^,  où  l'on  a  alors 
T=:  r,  =  T,",  on  doit  se  représenter  les  deux  points  (y)  et  (jî) 
confondus  en  un  point  unique,  correspondant,  pour  ce  qui 
couceme  le  cours  des  courbes  spinodale  et  conodale,  au  point 
(/»,)  de  la  fig.  B,.  Ensuite  viennent  encore  avec  des  modifica- 
tions purement  quantitatives,  les  figures  A^,  Af  et  A^. 

B.  Le  sous-cas  |    <«<:■/,. 

31.  Pour  le  cas  «>  y,  les  figures  A,  et  A^  peuvent  être 
reprises  sans  modifications  qualitatives.  Il  faut  seulement  dans 
la  figure  Aj  reculer  le  système  des  plis  longitudinaux  pliisà 
droite.  A  la  température  T,  il  s'introduit  toutefois  une  importante 
différence.  Tandis  que  pour  a;  <  i,â  cette  température,  le  système 
des  plis  longitudinaux  atteint  les  bords  latéraux,  il  y  a  mainte- 
nant, à  cette  température,  apparition  des  deux  moitiés  d'un 
pli  transversal.  Laisse-t-on  alors  s'abaisser  encore  un  peu  la 
température,  on  arrive  â  l'état  indiqué  dans  la  fig.  B,.  D. 
existe  alors  cinq  points  de  plissement  (a)  («|)  («i)  («3)  («,). 
A    la   température    T,",   («,)    et    (a,)  se  confondent  en  un 
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point  de  plissement  double  homogène  (/*,),  («^)  et  (a,)  en 
un  autre  point  double  (;*,)  (voir  fig.  B^).  L'abaissement 
ultérieur  donne  naissance  à  l'état  esquissé  dans  la  fig.  B, 
(comparez  §  10).  En  cas  d'un  abaissement  encore  plus  considé- 
rable, un  point  de  plissement  double  se  forine  au  point 
ar^j,  v^Sb,  et  l'on obtientdes  figures  comme .(^s,  j4b  et  ^,. 

Le  cas  de  transition  x  =  /j. 

32.  Une  modification  essentielle  dans  le  mode  de  transfor- 
mation de  la  spinodale  se  produit  au  moment  où  n  devient 
plus  grand  que  j%.  En  effet,  pour  x  précisément  =  -^-g,  il  y 
a  coïncidence  des  deux  températures  T^etT^",  celles,  respec- 
tivement, où  se  forme  la  partie  à  courbure  positive  (3){«3}{*) 
(a,)  {voir  fig.  As),  et  où  se  confondent  les  deux  points  {S) 
et  (ce).  Cela  veut  dire  que  le  point  de  plissement  double, 
dont  provient  la  partie  à  courbure  positive,  se  forme,  au  point 
x=  \,  v:=3  6,  à  la  température  précise  pour  laquelle  la 
courbe  spinodale  (^)  (a)  passe  par  ce  point.  On  trouve  que 
cette  courbe  présente  alors,  en  ce  point,  un  point  de  rebrous- 
sement,  de  la  manière  indiquée  dans  la  fig.  0'.  A  cet  état 
succède  celui  qui  est  représenté  dans  la  fig.  A^. 

0.  Le  sous -cas  tj  =  0,384...  <«  <0,53... 

33.  Lorsqu'on  a  *>  j^,  il  se  produit  encore  d'autres  points 
de  plissement,  et  la  partie  concave-concave  se  forme  d'une  autre 
manière  que  pour  «<y3.  Pour  nous  faire  une  idée  nette 
de  ce  qui  arrive,  nous  partons  de  la  fig.  B^,  dans  laquelle, 
toutefois,  on  doit  se  figurer  la  ligne  de  démarcation  (^)  (a) 
de  la  partie  concave-convexe  assez  notablement  déplacée  vers 
la  droite.  Sur  cette  ligne  de  démarcation  apparaissent  main- 
tenant des  points  de  plissement  doubles  hétérogènes,  d'où 
se  développent,  comme  dans  la  fig.  C^,  les  points  de  plisse- 
ment («î),  («s)i  («r)i  («»)■  En  même  temps,  cela  vasansdire, 
il  y  a  formation  de  plis  accessoires  sur  la  partie  non  réalisable 
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de  la  surface.  Tant  que  x  ne  surpasse  f',  que  de  peu,  il  est 
sûr  que  la  production  de  ces  pointe  de  plissemeat  doubles 
hétérogènes  a  lieu  après  la  fusion  des  plis  transversaux  avec 
les  plis  du  système  longitudinal,  pourtant  pour  »  plus  grand 
qu'une  certaine  yatenr,  dont  nous  n'avons  pas  &it  la  détermi- 
nation exacte,  l'apparition  de  ces  points  de  plissement  doubles 
aura  lieu  peut-être  avant  la  susdite  fusion,  esquissée  dans  la 
fîg.  B^ .  En  tout  caa  une  formation  de  plans  trîtangents  (tels 
qu'en  indique  la  fig.  D^)  ne  s'opère  pas,  tant  que  x  <  0,53... 
Jusqu'à  cette  valeur  de  %,  la  fîg.  (7,  est  donc  l'expression 
exacte  de  l'état  des  choses. 

Continue-t-on  à  faire  baisser  la  température,  jusqu'à  k 
valeur  T,  et  au-dessous,  les  deux  points  de  plissement  {a.) 
et  («g)  viennent  en  coïncidence,  après  quoi  s'établit  l'état 
représenté  par  la  flg.  C,.  La  partie  à  courbure  positive  isolée 
contient  trois  points  de  plissement  de  la  seconde  espèce  et 
se  contracte,  lors  d'un  abaissement  ultérieur  de  la  tempéra- 
ture, en  un  point  d'osculation,  d'où  se  développe  ensuite, 
conformément  à  la  théorie  générale  §  12,  une  partie  à  courbure 
positive  tournant  sa  concavité  vers  le  bas  ;  l'état  est  alors  tel 
que  le  montre  la  fig.  A^. 

Le  cas  de  transition  ]«  =  0,53, . , 

34.  La  transition  au  sous-cas  suiviuit,  dans  lequel  il  se  forme 
un  plan  quadritaogent,  a  lieu  lorsque  la  coïncidence  des  points 
de  plissement  (€i^)6i  (a,)  s'opère  juste  au  moment  où  le  som- 
met (a,)  du  plan  thtangent  (i,)  (i))  (dj)  atteint  le  point 
x^  \,v^Zb,  où  la  susdite  coïncidence  se  produit.  Qu'on  se 
représente  donc  d'abord  dans  la  fig.  C,,  le  plan  tritangent 
déplacé  vers  la  droite,  assez  loin  pour  que  le  sommet  (a,) 
tombe  à  droite  de  la  ligne  v  ^  36.  Alors  en  cas  de  la  valeur 
de  transition  ;-  ^  0,53. . . ,  on  arrivera  en  abaissant  la  tempé- 
rature, pour  T—  jfj,  j\  l'état  de  la  fig.  0".  Dans  cet  état,  il 
passe  par  le  point  (aj,  outre  les  branches  de  la  connodale 
tracées    dans   la  figure,  deux  autres   branches,  qui  toutefois 
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lestent  sur  la  partie  non  réalisable  de  la  surfece;  mais  ces 
denx  branches  doivent  se  montrer  sur  la  partie  réalisable 
lorsque,  comme  dans  le  sous-cas  suivant,  *  est  pris  encore 
un  peu  plus  grand  et  que,  par  suite,  le  point  («,)  tombe  à 
droite  du  point  v^36,  où  la  réunion  de  (a,)  etde  (og)  a 
toujours  lieu.  Dans  le  cas  de  transition  l'état  de  la  fig.  0"  est 
suivi   par  celui   de   la  fig,  C,,  puis  par  celui  de  la  fig.  A^. 

D.   Le  sous-cas  0,53...  <k-s0,67... 

35.  Entre  les  valeurs  limites  0,53  ...  et  0,67 . . .,  il  existe 
plusieurs  modes  de  passage,  qui,  dissemblables  à  certains 
égards,  ont  ceci  de  commun  qu'ils  conduisent  tous  à  la  for- 
mation d'un  plan  quadritangeut. 

Bans  ces  modes  de  passage,  autant  que  w  ne  s'approche  pas 
trop  de  la  limite  supérieure,  l'état  des  choses  représenté  par 
la  figure  B^  est  suivi  par  celui  de  la  figure  D^.  Toutefois  il 
faut  faire  cette  reserve  que  peut-être,  pour  des  valeurs  de  x 
peu  différentes  de  0,53  . . ,  les  plans  tritangents  (i,)  (^i)  (ij)  et 
(6,)  {b^)  {6g  ne  se  forment  qu'après  la  fusion  des  points  de 
plissement  (a,)  et  (ce,). 

Si  nous  partons  maintenant  de  l'état  de  la  fig.  D^,  un 
nouvel  abaissement  de  température  conduira  nécessairement 
à  l'état  de  la  fig.  D^,  ')  soit  que,  comme  il  arrive  lorsque 
K  <  0,565...,  la  coïncidence  des  points  de  plissement  (a, )  et 
(a,)  s'opère  avant  celle  de  (a5)et(ag),  soit  que  ces  deus  fusi- 
onnements aient  lieu,  comme  pour  *  >  0,565  . . . ,  dans  l'ordre 
inverse,  ou,  comme  pour  a  =:  0,565  .  . . ,  simultanément. 

H  est  clair  aussi  que,  la  température  continuant  à  s'abaisser, 
le  point  (a,)  doit  atteindre  la  courbe  connodale  (6j)  (Jj).  Les 
trois  points  (a,)  (6,)  (6,)  viennent  alors  coïncider  au  point 
(c)  de  la  fig.  Dg,  de  même  (6,)  et  (6j) en  (c),  t^s)  et{aj)en  (rf,). 


')    Auquel,   d'ailleurs,   on   amvenùt   également   si   le   plan    tritangent 
(b,)(ii,)(6()  s'était  formé  après  la  coïncidence  de  (",)  et  o,). 
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(*8)®t(a,)en{d,),  A  ce  moment, il  existe  un  plan  quadritangent. 
Dans  la  fig.  U,  on  trouve  représenté  le  profil  correspondant. 

Si  la  température  descend  encore  plue  bas,  la  partie  isolée, 
à  courbure  positive  de  la  surface,  s'élève  au-dessus  du  plan 
tangent  (c)  {d^)^d^),  qui  par  suite  redevient  plan  tritaugent. 
Ensuite,  cette  partie  se  contracte  en  un  point  d'oaculation  et 
l'état  de  la  fig.  A^  surgit. 

36.  Lorsque  %  approche  de  la  valeur  limite  0,67  . . . ,  les 
états  parcourue  lora  de  l'abaissement  de  la  température  ne 
sont  plus  tout  à  fait  les  mêmes.  La  valeur  précise  de  x,  où 
la  transition  s'opère,  ne  m'est  pas  connue  ;  sa  détermination 
aurait  exigé  un  calcul  pénible,  que  la  légère  différence  dans 
la  marche  des  choses  ne  m'a  pas  paru  légitimer  suffisamment. 
Cette  diiïérence  consiste  en  ce  que  le  fusionnement  des  deux 
moitiés  des  plis  transversaux  a  lieu  avant  l'apparition  du 
plan  tritangent  (6,){ftj)(ôs}  de  la  figure  D,,  et  que  (voir  la 
fig.  -D",),  le  point  de  plissement  («,)  atteint  la  courbe  conno- 
dale  du  pli  transversal  avant  d'arriver  en  coïncidence  avec  (a,). 

Dès  que  dans  ce  cas,  lors  de  l'abaissement  ultérieur  de  la  tem- 
pérature, (a,)  atteindra  la  connodale  du  pli  transversal,  on  aura 
évidemment  l'état  esquissé  dans  la  fig.  D-,  avec  cette  seule 
différence  que  le  cours  de  la  spinodale  sera  d'abord  un  peu 
différent,  parce  que  la  coïncidence  de  (a,)  et  (aj)  ne  s'est 
pas  encore  produite.  De  l'état  de  la  fig.  D,  se  développe  de 
nouveau  nécessairement  l'état  de  la  fig.  De,  c'est-à-dire,  le 
plan  quadritangent.  '). 


I  )  Peut-être  en  comparant  les  divers  cas  ti-ailés  jusqu'ici  sera-t-on  fi'appê 
par  ta  circonstance  que  c'est  tantôt  le  point  de  plissement  primitif  du  pli 
ti-ansversal  (comme  dans  la  ligure  £,)  tantôt  le  point  de  plissement  du 
pli  accessoire  (comme  dans  la  figure  DJ,  qui  arrive  en  coïncidence  avec 
le  point  de  plissement  (k  ,  ).  En  eflèt  il  m'en  a  coûté  beaucoup  de  rétlexions 
pour  démêler  comment  une  transition  graduelle  était  possible  entre  ces 
cas.  Pour  le  lecteur  que  lu  question  pourrait  intéresser, 'je  donnerai  les 
indicationR  suivantes:  lorsque  r.  est  plus  petit  ou  un  peu  plus  grand  que 
0,53.,,  le  point  de  plissement  double  hétérogène  se  développe  à  gauche  du 
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Le  plan  quadritangent, 

37.  Nous  ferons  remarquer  ici,  en  premier  lieu,  que  la  for- 
mation du  plan  quadritangent  n'est  en  rien  liée  à  la  symétrie 
parfaite  de  la  surface.  Même  si  cette  symétrie  est  altérée, 
le  plan  continuera  à  se  produire. 

En  second  lieu,  bien  qu'il  n'existe  un  plan  quadritangent 
qu'à  une  température  unique,  l'état  qu'il  caractérise  possède 
pourtant  une  certaine  stabilité  et  ne  pourra  nullement  se  sous- 
traire à  l'observation.  Supposons,  en  effet,  que  par  abaissement 
de  température  on  ait  atteint  l'état  indiqué  par  la  fig.  D^  ;  il 
n'y  aura  alors  en  présence,  initialement,  que  trois  des  quatre 
mélanges  possibles.  Quant  ;\  savoir  quels  seront  ces  mélanges, 
cela  dépendra  du  volume  total  et  de  la  valeur  de  x,  c'est  à 
dire  de  la  proportion  du  mélange.  Si,  par  exemple,  le  point 
X,  1}  tombe  à  l'intérieur  du  triangle  (c)  (e)  {d^),  il  y  aura  les 
trois  mélanges  indiqués  par  lespointa  (c),  (e)  et(d,).  Le  mélange 
(fi)  se  présentera  donc  toujours  avec  deux  des  trois  mélanges 
(d,),  (dj),  (c).  Continue-t-on  maintenant  à  soustraire  de  la 
cbaleur,  il  n'en  résultera  pas  d'abaissement  de  température, 
mais  le  quatrième  mélange  prendra  naissance,  principale- 
ment, à  ce  qu'il  me  semble,  aux  dépens  du  mélange  (e).  Ce 
n'est  qu'après  la  disparition  totale  de  ce  dernier  qu'une  nou- 
velle soustraction  de  chaleur  pourra  déterminer  un  abaissement 


poiot  de  plissement  primitif;  pour  une  certaine  valeur  de  x,  il  se  tbrme  sur 
ce  point;  pour  des  valeurs  plus  grandes,  à  droite  de  ce  point.  Pendant  le 
cours  de  l'abaissement  de  températuie  c'est  toujouis  le  point  de  plissi  ment 
situé  le  plus  à  droite  qui  n,fuMOnne»vec(<,){voir  fig  D,),  le  plus  a  gauche, 
avec(„,).  Pour  les  valeurs  de  x  voisiner  de  I  une  des  valeurs  limites  0,38 
ou  0,67..,  ce^t  te  point  de  plissement  piimitif,  celui  qui  existe  avant  la 
pi'oduction  du  point  di  plissement  double  hétérogène  et  qui  est  en  mcme 
temps  le  point  de  plissement  du  pli  principal  qui  anive  )e  premier  en 
coïncidence.  Poui  les  valeui»  moyennes  tonteloi'?  le  point  de  plissement 
formé  plus  tard  peut  (voit  ^  20)  être  ieven»  av<int  son  fuMonnem<.nt 
point  de  plissement  du  pli  principal 


by  Google 


334  D.   J.  K0KTBWE3. 

de  température.  De  même,  une  augmentation  ou  une  diminu- 
tion de  volume  ne  poorra  occasionner  aucun  changement  de 
température  avant  qu'un  des  quatre  mélangea  ait  disparu. 


E.  Le  sous-cas  0,67 .  .  .  <  k  <1, 

38.  Lorsque  k  surpasse  0,67 ...  le  point  de  plissement  (a) 
du  pli  longitudinal  rencontre  la  courbe  connodale  du  pli 
transversal  avant  de  s'être  séparé  en  trois  points  de  plisse- 
ment (ec),  (se,)  et  (a^),  donc,  avant  que  la  température  soit 
descendue  jusqu'à  T^'.  L'état  qui  en  résulte  est  représenté 
dans  la  fîg.  E.  H  existe  un  plan  tritangent  (a,)  («i)  (a»),  qui 
lors  de  l'abaissement  de  la  température  s'étend  continuelle- 
ment; la  courbe  spinodale  se  comporte  exactement  comme 
dans  le  sous-cels  D.  Les  plans  tritangents  de  la  fig.  D^  ne 
se  montrent  pas,  vu  que,  recouverts  par  le  plan  tritangent 
de  la  fig.  E,  ils  restent  irréalisables. 


Les  températures  remarquables. 

39.  Nous  donnerons  ici  un  résumé  de  la  signification  des 
températures   T^,  T^,  T,\  T^',  T,",  T,". 

La  température  Tj  est  la  température  critique  des  substances 
non  mélangées.  Pour  «  >  i,  elle  représente  le  moment  où 
les  deux  moitiés  du  pli  transversal  apparaissent  sur  la  sur- 
face, aux  bords  latéraux  (voir  fig.  Bj).  Pour  »  <  |,  au  con- 
traire, cette  température  représente  le  moment  où  les  points 
de  plissement  («,)  et  (aj)  du  système  des  plis  longitudinaux 
atteignent  les   borde  latéraux,  pour  quitter  en  quelque  sorte 

la  surface  (voir  fîg.  Aj).  On  a  Ti  ^  g?  Af'h  Tf 

La  température  T^  est  la  température  critique  du  mélange 
symétrique  (à  proportions  moléculaires  égales  des  deux  substan- 
ces). Pour  *  >  ^,  elle  représente  le  moment  du  fusionnement 
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des  deux  moitiés  du  pli  transversal  (voir  fig.  D,);  pour 
K  <  t'j,  la)  formation  de  la  partie  de  la  Burface  qui  tourne 
sa  concavité  en  bas,  à  laquelle  correspond  un  pli  transversal 

_4a  - 

Pour  X  <  1  on  a  donc  constamment  T,  >  T,. 

40.  La  température  T,'  est  celle  où  le  pli  longitudinal 
apparaît  sur  la  surface,  à  la  paroi  postérieure.  Elle  possède 
cette  signification  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Son  expression 

est:      -,,--.  Elle  peut  (pour  x>  j?)    être  plus  basse  que 

la  température  T,,  à  laquelle  se  forme  le  pli  transversal,  et 
même  {pour  x>  |J)  plus  basse  que  eelle  où  s'opère  la  jonction 
des  plis  transversaux.  Pourx  <  }",  c'est-à-dire  dans  les  cas 
A,  B,  C  et  B,  le  pli  longitudinal  se  produit  avant  le  pli 
transversal. 

La  température  T,'  est  celle  où,  outre  le  point  de  plissement 
{«)  du  pli  longitudinal,  il  apparaît  deux  autres  points  de 
plissement    (a,)    et    («,)    du  système  des  plis  longitudinaux. 

Elle  est  égale  à:  -^^~J^  A— |/2(1/::^Y  On  a  constam- 
ment Tj'  <T,';  le  pli  longitudinal  commence  donc  toujours 
comme  pli  unique. 

41.  La  température  T,"  indique  pour  x  >  ^  le  moment  où 
confluent  les  courbes  splnodales  du  système  des  plis  transver- 
saux et  du  système  des  plis  longitudinaux.  Les  points  de 
plissement  {«,)  et  (a,),  («j)  et  (a,)  (voir  les  fig,  B,,  B^,  i>,  et 
Dj")  viennent  alors  en  coïncidence,  et  la  courbe  spinodale 
présente  deux  points  doubles;  d'une  courbe  du  quatrième 
degré,  aa  projection  dégénère  en  une  droite  et  en  une  courbe 
du  troisième  degré.  (Voir  la  ligure  B^.)  Pour  x<\,  cette 
température  perd  beaucoup  de  aa  signification,  car  alors  le 
système  des  plis  transversaux  ne  se  forme  pas,  on  plutôt  il 
se  forme  d'uno  manière  entièrement  différente.  La  dégéné- 
ration continue  toutefois  à  se  produire  (voir  fig.  A^). 
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Cette  température  T,"  a  pour  valeur:    „.  p-l  1 — \/l{l — x)). 

Elle  est  toujours  inférieure  à  la  température  T,',  c'est-à-dire, 
la  confluence  des  courbes  spinodales  des  deux  systèmes  de 
plia  n'a  jamais  lieu  avant  que  le  pli  longitudinal  n'ait  déve- 
loppé son  pli  accessoire.  En  la  comparant  avec  la  température 
T^ ,  à  laquelle  le  pli  transversal  se  montre  sur  la  surface,  on 
reconnaît  que  pour  x  =  J  ces  deux  températures  deviennent 
égales  l'une  à  l'autre.  Le  pli  transversal  se  confond  alors  avec 
le  pli  longitudinal  au  moment  même  où  il  apparaît  sur  la 
surface.  Mais,  pour  des  valeurs  plus  grandes  ou  plus  petites 
que  ><  =  i,  on  a  ï",  >  T^".  En  effet,  pour  x  ^  |,  on  a  non 

seulement  2',  =  r,"  mais  encore  -^— ^=  ■^-■'-,  tandis  que  -r— j' 

et  — i— î—  diffèrent  l'un  de  l'autre. 

La  température  Ti",  enfin,  est  celle  où  la  surface  présente 
un  point  d'osculation.  Pour  x  >  ^^y,  elle  marque  le  moment 
où  une  partie  isolée  à  courbure  positive  se  contracte  en 
un  seul  point  pour  reparaître  ensuite  avec  la  concavité 
tournée  de  l'autre  côté,  c'est  à  dire  vers  le  bas.  A  eette  tem- 
pérature les  trois  points  de  plissement  (a),  («,)  et  («,)  (voir 
fig.  (7,)  coïncident.  Pour  k  <  y^j,  au  contraire,  on  a,  à  cette 
température,  l'état  de  la  fig.  Â^,  où  le  point  de  plissement 
{«),  qui  à  une  température  plus  élevée  (voir  la  fig.  Â^_)  est 
uni  à  la  branche  de  la  spinodale  placée  le  plus  à  gauche, 
passe  sur  l'autre  branche  {voir  la  figure  Â^).  Pour  x-=-^^, 
on  obtient,  à  cette  température,  l'état  de  la  fig.  0',  où  cinq 
points     de     plissement     coïncident     en     («).    On   a     T^"  = 

= — Mb  R~  (■'■■"  1/    T~4^  )  '  ^*  P*"^  conséquent  pour  x  <  1 

toujours  r,"  <  T".  Au  reste,  la  température  en  qu^astion 
offre  moins  d'intérêt  que  les  autres,  en  tant  qu'elle  se  rap- 
porte à  un  phénomène  qui  s'accomplit  tout  entier  sur  la  partie 
non  réalisable  de  la  surface. 
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=  6,    TA. 


42.  Toutes  les  figures  A  —  E  sont  relatives  au  cas  de 
6,  ^&j^j6,  {comparez  le  §  2};  mais  il  est  facile  d'in- 
diquer quelles  modifications  elles  devront  subir  dans  les  cas 
&,  ^  6j  >  i&,  et  6,  ^  6j  <  |6j,  autant,  du  moins,  que  la  diffé- 
rence entre  b,  et  ,6j  n'atteint  qu'uue  faible  valeur.  Alors,  en 
effet,  les  figures  n'éprouveront  de  changements  appréciables 
qu'au  voisinage  de  la  paroi  postérieure  où  les  volumes  ne  sur- 
passent 6|  que  de  peu.  Là,  toutefois,  le  changement  sera  très 
important.  Pour  ,5^  <  è,,  en  effet,  la  courbe  spinodale  n'attein- 
dra jajnais  la  ligne  v^^  b,  qui  maintenant  est  légèrement  courbée. 


Fig.  39. 


Fig.  40. 


2^=/ 


Le  pli  longitudinal  trouvera  alors  son  origine  en  un  point  de 
plissement  double,  pour  lequel  on  a  j;=:  {  et  u  un  peu  plus  grand 
que  b,  et  qui  se  scinde  en  deux  points  de  plissement,  dont  l'un 
correspond  à  («)  des  figures  A  —  E,  tandis  que  l'autre  se 
rapproche  de  plus  en  plus  de  la  ligne  v  =  b,  sans  toutefois 
l'atteindre,  sauf  au  zéro  absolu.  Dans  toutes  nos  figures  nous 
devons  donc,  lorsque  jôj  <i,,  laisser  se  terminer  le  pli  longi- 
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tudinal,  du  côté  des    petits  volumes,  de  la  manière  indiquée 
dans  la  fig.  39  ci-dessous. 

Quand,  au  contraire,  ,6,>i,,  il  existe  toujours,  mêmeàla 
température  la  plus  élevée,  un  pli  longitudinal.  La  courbe 
spinodale  passe  par  les  points  v:=.by  a=:0  et  v^b,  x^l, 
mais  ne  s'éloigne,  aux  températures  élevées,  qu'extrêmement 
peu  de  la  ligne  i)  =  6  ;  il  en  est  de  même  de  la  courbe  con- 
nodale  à  connodea  symétriques.  Ainsi  donc,  pour  .6,>6,,  la 
connodale  et  la  spinodale  doivent  être  terminées,  du  côté 
des  petits  volumes,  comme  l'indique  la  fig.  40. 

Apppendice.  La  sur  fa  ce   ifi  pour  le 
mélange  éther-eau. 

43.  Parmi  les  liquides  non  miscibles  en  toutes  proportions, 
il  n'y  en  a  que  très  peu  pour  lequels  on  possède  des  données 
concernant  la  manière  dont  ils  se  comportent  quand  on  les 
mêle  à  différentes  températures  et  sous  difiérentes  pressions. 
Le  mélange  éther-eau  est  le  seul  pour  lequel  il  m'ait  paru 
possible,  en  m'appuyani  sur  quelques  communications  ver- 
bales de  M.  van  der  Waals  et  en  tenant  compte  des  résultats 
de  la  théorie  générale  des  plis,  d'établir  la  marche  probable 
des  choses,  c'est-à-dire,  d'indiquer  les  transformations  que 
la  surface  v  éprouve  successivement  lorsque  la  température 
varie. 

Partons  d'une  température  élevée  et  marchons  vers  des  tem- 
pératures plus  basses.  La  fig.  F^  représente  alors  la  première 
formation  d'un  pli.  Ce  pli  apparaît  à  'la  température  critique 
de  la  vapeur  d'eau. 

La  température  continuant  à  baisser,  le  point  de  plissement 
(a)  s'avance  vers  le  côté  des  petits  volumes,  tout  en  s'éloignant 
du  bord.  En  même  temps  il  se  forme,  quelque  part  sur  la 
courbe  spinodale,  un  point  de  plissement  double  hétérogène, 
dont  le  dédoublement  donne  lieu  à  la  production  d'un  nou- 
veau  pli    (voir   la    fig.  F^  (' ),   à  comparer  avec  la  fig.  5  du 
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Mémoire  de  M.  van  der  Waals),  qui  initialement  reste  borné 
à  la  partie  aoa  réalisable  de  la  surface,  mais  dont  le  point 
de  plissement  (|î)  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  la  courbe 
connodale  du  pli  primitif.  Dès  que  cette  courbe  est  franchie, 
on  passe  à  l'état  de  la  fîg.  J",.  Dans  cet  état,  il  y  a  un  plan 
tritangent  (a,),  (a,),  (a,),  ce  qui  signifie  que,  pour  des  pro- 
portions convenablement  choisies  des  deux  substances,  il  existe 
nu  mélange  gazeux  à  côté  de  deux  mélanges  liquides.  Une 
légère  augmentation  de  température  ramène  toutefois  l'état  de 
la  fîg.  F^,  c'est-à-dire  que  le  liquide  riche  en  éther  se  fusionne 
avec  le  mélange  gazeux. 

L'abaissement  de  température  est-il  poussé  plus  loin,  le  point 
de  plissement  (^)  se  déplace  toujours  davantage  vers  le  côté 
de  l'éther,  jusqu'à  ce  que,  à  la  température  critique  de  l'éther, 
il  atteigne  le  bord,  comme  dans  la  fîg.  F^,  pour  disparaître 
ensuite  de  la  surface,  comme  dans  la  figure  i^^.  Probablement, 
la  surface  présente  alors  aussi  une  partie  à  courbure  positive 
tournant  sa  concavité  vers  le  bas,  née  d'un  point  de  plissement 
double  homogène. 

n  faut  remarquer  encore  que,  dans  les  figures  #, — fs,on 
a  supposé  6,  +6,  >2,6,,  supposition  qui,  interprétée  phy- 
siquement, signifie  (voir  §  22,  note  {!))  qu'à  chaque  tempé- 
rature une  pression  suffisamment  forte  détermine  le  mélange 
en  toutes  proportions.  Si  cette  hypothèse  n'était  pas  justifiée, 
et  qu'on  eût  au  contraire  fc,  +  ftj  <  2  ,6,,  il  faudrait  encore 
tracer  partout  une  courbe  connodale  partant  des  deux  som- 
mets d'angles  x  =  0,  v^=h  et  a;  =  l,  v^b  {voir  fig.  40)  et 
possédant  un  point  de  plissenjent  (y).  A  une  certaine  tempé- 
rature, ce  point  de  pUsaement  (;•)  se  confondrait  avec  {a)  en 
un  point  de  pKssement  double,  de  l'espèce  décrite  au  §  10. 
L'influence  que  cela  exercerait  sur  la  marche  des  courbes 
connodales  est  évidente. 


I)  Ici  et  dans  les  figures  aiiivantôs,  les  parties  non  réalisables  des  courbes 
connodales  soat  distinguées  par  de  petits  traits  transversaux. 
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43.  Des  recherches  de  M,  Alexejew  '  )  il  ressort  que  d'autres 
mélanges  s'écartent,  dans  leur  manière  de  se  comporter,  du 
type  éther-eau.  Pour  plusieurs  mélanges,  en  effet,  le  plan 
tritangent  disparaît  par  le  fusionnement  des  deux  systèmes 
liquides.  Il  est  probable  que  dans  les  mélanges  étudiés  par 
M,  Alexejew  on  a  encore  affaire  à  deux  types  différents; 
mais,  en  l'absence  de  toute  indication  concernant  l'influence 
de  la  pression,  il  est  impossible  de  définir  ces  types  avec 
quelque  certitude.  Nos  recherches  ont  étabh  que  mathémati- 
quement (c'est-à-dire,  en  admettant  toutes  les  valeurs  de  a,, 
*'ïi  1*11  ^1-  ^ït  i^i)  ^^  ^'^^^  grand  nombre  de  types  sont 
possibles.  Si  l'expérience  vient  démontrer  que  quelques-uns 
de  ces  types  sont  physiquement  irréalisables,  cela  devra  tenir 
à  l'existence  d'importantes  relations  physiques  entre  les  gran- 
deurs a,,  Oj,  jflj,  6,,  ij,  ,6,  *). 

I)  Ueber  Lôsungen,  Wied.  Ann.,  Bd.  28  (1886),  g  305;  comp.  aussi: 
Bakhuis  Roozeboom,  Receuil  des  travaux  chimiques  des  PayS'Ban,  T.  8, 
(188'1),  p. 257.  Voir  pour  d'autres  substances  encore  Dewar,  Proc,  Roy. 
Soc,  T. 30,  p. 538— -546,  On  Ihe  critical  point  uf  mired  vapeurs. 

ï)  Voici  quelques  formules  simples,  qui  pourraient  servir  peut-être  à 
la  détermination  expérimentale  de  ,ai  et  de  ,&,,  La  première  de  ces 
formules; 

p  {  V  pu'  ( 

se  rapporte  à  la  méthode  expérimentale  pratiquée  par  M.  Braun  {Wied. 
.inn.,  (1888)  T.  34,  p. 943),  qui  mesure  la  diminution  ou  l'augmenUtion 
P — p  de  la  pression  quand  deux  gaz,  occupant,  sous  la  pression  p,  avant 
leur  mélange  les  volumes  xv  et  (I — x)v.  se  mélangent  sans  changement  du 
volume  total  v-  La  valeur  de  P — p  étant  connue  pour  deux  températures 
diflérentes  on  peut  calculer  à  l'aide  de  cett«  formule  n,  +aj  —  2  ,«,  et 
b,  +b,  — 2  ,b,.  Des  expériences  de  M.  Braun  il  résulte  que  pour  les  gan 
CO,  et  SO,,  comme  pour  //,  et  SO^,  A',  et  SO,  il  y  a  augmentation 
de  ^reiision  après  le  mélange.  Pour  ces  gaz  on  aui'a  donc  probablement 
a.  ^a,  >2.a,. 
Dans  les  formules 

Id    Ty 


V  dx  h-is  V«.      6,  / 
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m«  SECTION  —  PARTIE  DÉMONSTRATIVE. 

L'équation, 

44.  L'équation  de  la  surface  ^  s'écrit,  suivant  le  §  4  du 
Mémoire,  déjà  itérativement  cité,  de  M.  van  der  Waais,  de  la 
manière  suivante  : 

où 

(2)  a^=«,  (1— a;}'  +o,x'  +  2  ,aja!(l— x), 

(3)  6,  =i,  (l-a;)*  +  6,  a;*  +2,b,x(l-x). 

Dans  la  cas  de  symétrie,  le  seul  que  nous  soumettions  en 
ce  moment  à  une  étude  expresse  (comp.  §  2),  on  aa,  -^a^, 
b,  ^6j,  Cette  dernière  condition  implique  que  ,ij  est,  au 
moins  approximativement,  égal  à  6,  et  à  ij.  Provisoirement, 
nous  poserons  ,6,^/.  6,,  pour  prendre  plus  tard  y^l. 
Soit  en  outre  : 

(4)  ,aj  =xa,, 

et  à  la  coordonnée  x  substituons,  par  un  déplacement  d'origine, 
l<ipA  „  I  <a,       2,6.  \ 


■ip. 


qui  sedéduisent  rigoureusement  de  réqualion  de  la  surface  ifidevanderW'aals, 
r„  et  p„  désignent  la  température  et  la  pression  critique  d'un  mélange. 
Elles  sont  donc  applicables  au  cas  ou  l'on  connaît  expérimentalement  l'influ- 
ence qu'exerce  l'addition  d'une  petite  quantité  a:  de  quelque  substance  sur  la 
pression  et  la  température  critique  d'une  autre  substance  à  laquelle  appar- 
tiennent a,  et  &,.  Quoiqu'on  ait  fait  des  expériences  dans  cette  direction  (nous 
citons  Beibl.  Wied.  Ann.  T.ii,  p.  '282,  T,  7,  p. 676  etsurtout  Ansdell.ow  the 
critical point  of  mixed  gasen,  Pi-oc.Roy.  Soc.  (-1882)7.  34,p.H3-H9)nous 
ne  croyons  pas  qu'ils  permettent  la  détermination  suffisamment  exacte  de 

^et   -h. 
a  6, 

Rappelons  que  dans  ces  formules  x  :  i  —x  se  rapporte  à  la  proportion 
moléculaire.  La  proportion  des  poids  des  substances  mélangées  est: 
Af,  x:  M;  (i—x)  où  M,  et  M,  représentent  les  poids  moléculaires  des 
substances. 


by  Google 


342  D.  .t.   KORTEWEG. 

la  coordonnée,  plus  appropriée  au  cas  symétrique, 
(5)  x'  =  x  —  ^. 

L'équation  (1)  devient  alors: 

(Q)^-=:—MBTlog(v—h^)~  S  +MBTU>g{i+x')^'^'  ^j—'^y*'  ' 

V 

(?)  o^  =  o,  |i(l+»)  +  2(l-.)»--| 

(8)  b^=b,\Hl+y)  +  2{l-r)z'i 

La  courbe  connodale  à  connodea  symétriques. 
Sa  terminaison  du  côté  des  petits  volumes. 

45.  Lorsque  la  surface  ip  présente  un  pli  longitudinal,  il  y 
a  des  plana  bitangente  perpendiculaires  au  plan  de  symétrie, 

Sx 

courbe     connodale     à    connodes    symétriques  courbe,    dont 
l'équation  sera  par  conséquent: 

46,  MET(l-rU'_ia.  (l-)^V  jfjjr  %  1+^  =0. 

^  '  v  —  by  V  "   1 — 2  X 

A-t-on  ,Oj>o,,  donc  x  >  1,  et  en  outre  ,6,  <b,  donc 
;-  <1,  alors  la  surface  ne  possède  pas  de  pli  longitudinal; 
car  il  est  facile  de  voir  que  pour  v>-  b^  {v  <  b^  ne  fournit 
pas  de  points  réels  de  la  surface)  les  trois  termes  de 
l'équation  (9)  ont  tous  le  même  signe. 

Si,  au  contraire, on  a  bien  «>  1,  mais  que  y  soit  un  peu 
plus  grand  que  l'unité,  il  y  aura,  à  la  vérité,  pour  chaque 
température  une  courbe  connodale  à  connodes  symétriques, 
mais  celle-ci,  quand  ;•  diffère  peu  de  l'unité,  n'acquerra,  même 
aux  basses  températures,  qu'un  faible  développement.  En  effet, 
de  l'équation  (9)  on  peut  alors  déduire: 


b,  Google 


LA   THBORIE   Q^NiBALB  DES  PLIS,   ETC.  343 

OÙ  le  numérateur  de  la  fraction  est  petit,  tandis  que  le  dé- 
nominateur  ne  peut  jamais  prendre  de  petites  valeurs.  La 

s'obtient,  en  effet,  pour  a;'  =  0 

et  est  égale  à  4;  on  a  donc  toujours  v  <;  6,,  +  6,  {/  —  1)  = 
by  -h  (|6î  —  b,),  de  sorte  que  la  courbe  connodale  ne  s'étend 
que  SUT  une  très  minime  partie  de  la  surface  réalisable.  La 
manière  dont  elle  s'y  comporte  est  facile  à  déduire  de  l'équa- 
tion (10).  Pour  x'^±^,  on  a  v=^b^;  pour  x'=:0,  v  —  b^ 
est  maximum. 

Quand  on  a  x  <  1  et  7  un  peu  plus  petit  que  l'unité,  il 
n'existe  pas  de  pli  longitudinal  aux  hautes  température,  parce 
que  dans  l'éq.  (9)  le  troisième  terme  surpasse  alors  le  second 
pour  toutes  les  valeurs  u  >  by,  tandis  que  le  premier  terme 
s'accorde  en  signe  avec  le  troisième.  Aux  basses  températures, 
par  contre,  il  y  a  un  pareil  pli,  qui  toutefois,  comme  dans  la 
fig.  39,  s'arrête  toujours  à  quelque  distance  de  la  paroi  pos- 
térieure D  =  6^,  ;  en  effet,  pour  v  presque  égalai  ,,  le  premier 
terme  surpasse  le  second. 

A-t-on  x  <  1,  mais  ;■  un  peu  plus  grand  que  l'unité,  alors  il 
existe  constamment  un  pli  longitudinal,  qui  toutefois  ne 
peut  acquérir  aux  hautes  températures  qu'une  faible  exten- 
sion, comme  on  le  déduit  encore  facilement  de  l'équation  (10), 
Aux  basses  températures,  le  dénominateur  de  la  fraction  de 
l'éq.  (10)  devient  petit,  lors  qu'une  certaine  relation  est 
réalisée  entre  x'  et  v.  Le  pli  longittidinal  peut  alors  prendre 
un  grand  développement.  Il  doit  toutefois,  du  côté  des 
petits  volumes,  se  terminer  de  la  manière  indiquée  dans  la 
fig.  40,  car  pour  x'  ^±  ^  il  suit  de  l'éq.  (10)j  à  toute  tempé- 
rature, vz=b  , ,  Que  la  courbe  spiuodale  passe,  elle  aussi,  par 
le  point  x'^±\.  ii=r6j(..,  c'est  ce  qui  ressort  facilement 
du  §  10  du  Mémoire  de  M.  van  der  Waals.  Pour  a;:=  1  et 
V   UB    peu    plus    grand  que  b^,   l'expression  donnée  dans  le 
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paragraphe    cité,    devient  +  oo ,  pour  v^b  ,   au  contraire, 
—  «  ,  à  cause  de  ~-j~~  =  4  6,  (l—y). 


Ij 'hypothèse  /  =  1  introduite  pour  les 
recherches  ultérieures. 

46.  De  l'équation  (8)  il  résulte  immédiatement  que,  lorsque 
y  est  égal  à  l'unité,  b  ,  devient  une  constante.  Si  y  n'est  pas 
tout  jtiste  mais  à  peu  près  égal  à  l'unité,  l'hypothèse  de  b^  égal 
à  une  constante  rendra  encore  avec  une  exactitude  suffisante 
la  forme  de  la  surface  tp,  sauf  dans  la  partie  où  v  est  à  peu 
près  égal  à  b^,  et  où,  par  conséquent,  le  terme  —  MR  T 
log(v—b^)  de  l'équation  (6)  est  très  sensible  à  de  petits  chan- 
gements dans  la  valeur  de  6  ,.  Dans  la  suite  de  notre  étude, 
nous  traiterons  donc  by  comme  une  constante.  Au  paragraphe 
précédent  on  a  déjà  vu  quelle  modification  les  courbes  con- 
oodale  et  spinodale  doivent  subir  au  voisinage  àev  =  b^,  quand 
l'hypothèse  en  question  n'est  pas  entièrement  exacte. 

Les  équations  (6),  (7),  (8)  prennent,  pour  b^^  b  =:  cons- 
tante, la  forme  suivante: 

(11)  tp=~-MRTlog{v—b) ^  +MRTlog(i+x'f'^^'i\—x')^~^ 

(12)  a^=a,  \\{l+^)  +  2{l~^)x-'\ 

(13)  *  =  T'!- 

Etude  ultérieure  de  la  courbe  connodale 
à  connodes  symétriques. 

47,  Pour  y^l,  l'équation  (9)  de  la  connodale  à  connodes 
symétriques  devient: 
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En  considérant  qu'on  a: 
(16)       %|-t||;  =  2[2.-  +  i(2»r  +  M2«r  + 


série  convergente  pour  toutes  les  valeurs  x'  comprises  entre 
+  ï  et  —  |,  il  est  facile  de  voir  que,  lorsqu  x'  croît  de  0 
à  I,  îi  décroît  régulièrement  de 


(16) 


j,(l-»i 


jusqu'à  îi^O.    La  projection  de  la  courbe  connodale  à  con- 


Fig.  «. 


nodes  symétriques  prend 
donc  la  forme  indiqué  dans 
la  fig.  41.  Lors  de  l'abais- 
sement de  la  température, 
le  sommet  (a)  se  déplace 
vers  le  baut  de  la  figure,l  ors 
de  l'élévation,  vers  le  bas. 
Comme  à  V  <  6  il  ne  corres- 
pond pas  de  points  réels  de 
la  surface,  le  pli  longitudinal 
n'apparaîtra  sur  la  surface 
réelle  qu'alors  qu'on  a: 


(17) 


(l-x)a. 
MBT 


c'est-à-dire  : 


(18)     T  < 


,(1- 


MBb 


48.  Le  point  (a)  est,  bien 
entendu,   un  point  de  plis- 
sement. Pour  déterminer  à 
laquelle  des  deux  espèces  il  appartient,  on  peut  appliquer  le 
critérium  déduit  au  §  2  de  mon  Mémoire  „Sii/r  Ua  points  de 
Archives  Néerlandaises,  T.  XXIV.  23 
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plmement".  On  trouve  ainsi  ')  que  le  point  («)  est  un  point 
de  plissement  de  la  première  espèce  pour 

mais  que,  pour  des  températures  inférieures,  il  passe  au  con- 
traire à  la  seconde  espèce.  Or,  T,'  étant  toujours  plus  grand 
que  T^',  le  point  («)  sera,  lors  de  sa  première  apparition  sur 
la  surface,  un  point  de  plissement  de  la  première  espèce,  pour 
devenir  plus  tard,  c'est-à-dire  quand  la  température  baissera, 
un  point  de  plissement  de  la  seconde  espèce.  Comment  les 
choses  se  passent  alors  au  juste,  c'est  ce  qui  a  été  décrit 
au  §  27  et  représenté  dans  la  fig.  Â^.  Pour  démontrer  qu'à 
des  températures  inférieures  à  ï",  '"il  existe  effectivement  un  plan 
tritangent  (o,)  (a,)  (a^),  nous  allons  déterminer  les  équations 
des  deux  courbes  (p)  («')  (q)  et  {«')  (r),  qui  sur  le  profil  fig. 
A',  et  fig.  A\,  indiquent  le  contour  apparent  de  la  surface- 
La  première  de  ces  courbes  n'est  autre  chose  que  la  pro- 
jection de  !a  section  médiane.  Son  équation  s'obtient  donc  en 


/J>\  MET  a,(i+x)     ^        .   /    ''>   \ 

= — - — ; —  ;  *«=^ô2{t~^)  =0"  ^^^'  ^  '^•'^'*'''"  P"'"'*!''^ '^P"'"* 
de  plissement  soit  de  la  première  espèce  devient  donc:  4  c,  e,  —  d;  = 
=  g- , Tw  —  -3-  --'^^^ ~  .      ■  >  0.    Mais    on    a   aussi 

(voir  (16))  u„=   n^ï^*   »":  MRT=  -'-^^  ~'-^ .  Si  l'on  fait  usage  de  cette 
relation    pour    éliminer    MUT,    la    condition    se    transforme    en  : 
2(1— x)«^-  >  (5-x)  (p^—by  ou  ^ >  1—  l/^'^Aln^ d'où  résulte  lina- 
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substituant  z'^^0  dans  celle  de  la  aurface  yi.  Cette  équation 
devient  alors; 

(20)  y,  =  —MBTlog2iv-b)~  ^l^t^  _ 

La  seconde  courbe  est  la  projection  de  la  courbe  connodale 
à  connodes  symétriques;  on  la  trouve  donc  eu  éliminant  x' 
de  l'équation  (11)  de  la  surface  et  de  l'équation  (14)  obtenue 

en   posant  (  ^-^  J  ^  0. 

V"3;  /  p  constant 

Or,  il  est  facile  de  reconnaître  d'abord,  et  aussi  de  vérifier 
analytiquement,  que  les  deux  courbes  se  rejoignent  au  point 
(«'),  projection  du  point  de  plissement  («).  Que,  de  plus,  elles 
y  sont  tangentes  l'une  à  l'autre,  c'est  ce  dont  on  s'assure  de 
de    la    manière   suivante:    Pour   la   seconde   courbe,    on   a; 

dv Sifi      Stfi     dx'  .  , 

dv~d^      dx  '  'Sv'  "^®'  P^^^^^  *°"*  '**  ^°^S  de  la  courbe 

on  a  f-^  ^  0-  cette  équation  peut  être  écrite  : 

Le  point  («')  est  le  point  de  la  courbe  que  l'on  trouve  en 
posant  x'^0  dans  (11)  et  dans  (14).  Pour  ce  point  on  a  donc  : 

(3^  1     ^==  1  -^-^  1  I  ce  qui  s'accorde  manifestement 

avec    la  dérivée  j^  dans  l'autre  courbe,  représentée  par  l'é- 
quation (20)  ;  les  deux  courbes  se  touchent  donc  au  point  («'). 
49.  Nous  rechercherons,  ensuite,  de  quel  côté  la  courbe  («')  (r) 
tourne  sa  concavité  au  point  («').  Cela  dépendra  du  signe  de 

3-^  ;  mais,   l'équation    (21)  s'appliquant  au  cours  entier  de 

la  courbe,  on  a  pour  tous  les  points  de  celle-ci: 

23* 
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(22) 


dv*       Jv'        3v.8x'  dv  ' 


,9,1     fl'V^        -f>'V\  -    1"'^         (1+.)°, 

Le  second  terme  du  second  membre  de  l'équation  (22)  prend 
pour  x  ^0,  v^v  la  forme  0  x  °o .  Mais  on  a  tout  le  long 
de  la  courbe: 

m\  -^1^       dx'_4a,a-  «)      .     dx' 

^^'  ivSx    '    dv  ~         v^  dv 

H    ne    s'f^t    donc    que  de  connaître  la  valeur  limite  de 

dx 
x'  — .  Or,  à  l'aide  de  (15),  l'équation  (14)  peut  être  écrite: 


d'où  l'on  déduit  en  diSérentiant  : 

(26)         1  +  ■!-*■*  + 

d'où  il  suit: 

Z_ 

'8v 


Substituant  cette  valeur  dans  (24),  puis  dans  (22),  on  obtient 

(281       (^\       -    ""'^   -  <!+')'■.  _  3(1-»)°, 
'     '       \*V»'         (»„— 4)'  »„'  2«^«      ' 

ou,  en  feisant  usage  de  l'équation  (16)  pour  éliminer  MRT. 

La  courbe  («')  (r)  tournera  donc    sa  concavité  en  dessus 
tant  qu'on  aura: 
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c'est-à-dire,  tant  que  : 

et  par  conséquent: 

(32)  1>1_1/IEH?. 

ou  enfin,  conformément  à  (19)  : 

,33,  ,>(i^^(._|/2TO)^., 

Puisqu'on  outre,  dans  l'équation  (22),  le  second  terme  du 
second  membre  est  négatif  pour  le  point  (a)  en  vertu  des 
équations  (24)  et  (27),  et  que  la  concavité  de  la  courbe  (p)  («')  (j) 

dépend  du  signe  de  (  —''  J  il  est  clair  que  tant  que  la 

courbe  (r)  (a)  tourne  sa  concavité  en  dessus,  il  doit  en  être  de 
même  pour  la  courbe  (p)  («')  (g).  Il  suit  de  là  que  pour  les 
températures  au-deasm  de  T^'  le  profil  est  convenablement 
représenté  par  la  fig.  À,',  tandis  que  pour  des  températures 
au-deaaoua  de  T,  la  courbe  {«')  (r)  est,  au  voisinage  du  point 
{a'j.  comme  le  montre  la  figure  j4'i,coQvexe  en  dessus,  pour 
reprendre  toutefois  la  convexité  en  dessous  pour  des  volumes 
plus  petits,  où  elle  doit  se  rapprocher  asymptotiquement  de  la 
ligne  v  =  b.I\  devient  manifeste  maintenant  que  dans  la  fig.  A\ 
on  peut  tracer  une  bitangente(a',),  (a,)  ^  (d's),  qui  correspond 
à  un  plan  tritangent,  dont  la  projection  est  indiquée  dans  la 
fig.  A^  par  le  triangle  (a,),  a,),  (Oj).  Ce  plan  tritangent  est  né- 
cessairement accompagné  de  deux  nouveaux  points  de  plisse- 
mentde  la  première  espèce  («,)  et  (aj  dont  l'existence  sera 
d'ailleurs  établie  analytiquement  au  g  59.  Si  l'on  regarde,  en 
effet,  (rt|)  et  (o^)  comme  les  connodes  d'un  plan  bitangent, 
et   qu'on    continue  de  faire  rouler  ce  plan,  les  connodes  en 
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question  se  réuniront  en  unpointdepb38ement(a,),  au  moins 
tant  que  la  température  diffère  encore  peu  de  T,'. 

Par  ce  qui  précède,  se  trouve  justifié  le  tracé  du  système 
des  plis  longitudinaux  dans  nos  figures  ^i,  A^,  £,  D^,Dt  . 

Pour  la  légitimation  ultérieure  des  états  représentés  dans 
les  figures,  nous  allons  maintenant  passer  à  la  considération 
de  la  courbe  spinodale. 

L'équation  de  la  courbe  spinodale. 

50.  Le  critérium  analytique'de  la  courbure  positive  ouné- 
gative  s'exprime,  comme  on  le  sait,  par  : 

L'équation  de  la  courbe  spinodale  est  par  conséquent  : 

Au  moyen  de  l'équation  (11)  on  trouve: 

(36)  }»'(»-S)'(l-4a:")H  =  JMSÎ'»  — (l-«)o,  j»W  + 

+  4  o,(l-«)  !■■,(»), 
où 

(37)  .,(»)  =  JlfiîT»'-(l  +  «)o,  (i>  — 6)', 

(38)  i(v)  =  3IRTb«(iv  —  b)-{l+x)a,  {«-b)'. 
Parfois,    il    est  plus    avantageux  de  mettre  l'équation  (36) 

souB  la  forme: 

(39)  j»'(r— 6)'(1— 4r'')H=Afflri:t(»)+4o,(l-«)ï(»)(i''-l) 
où 

(40)  t («)  =  MRTv'  —2a,  (»-i)'. 

Entre  les  fonctions  introduites  dans  ces  équations  il  exist* 
les  relations  suivantes,  dont  l'utilité  ressortira  par  la  suite: 

(41)  t(v)  =  ^M-Ml!Tv(v-by 

(42)  C  (.)  =  ç  (.)-(!-«)  a,  (.-i)' 

(43)  t(«)  =  «(.)  +  jJKiiî'»-<.,  (l-»)j(— i.)=. 
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L'équation  de  la  courbe  spinodale  s'obtient  en  posant  H^O 
dans  (36)  ou  dans  (39),  On  voit  immédiatement  que  toute 
droite  »  =  constante  ne  peut  couper  la  projection  de  la  spi- 
nodale qu'en  deux  points,  situés  symétriquement  par  rapport 
à  la  médiane.  Si  donc  on  connaît,  pour  une  valeur  donnée 
de  V,  lea  signes  de  H  sur  la  médiane  et  sur  les  marginales 
a;'  =:  ±  it  c^s  signes  permettent  de  décider  immédiatement  si 
à  cette  valeur  de  v  oorrespondent,  ou  non,  des  points  de  la 
courbe  spinodale  de  la  surface. 

51.  Commençons  par  les  marginales.  Pour  celles-ci,  en 
vertu  de  (39),  le  signe  de  H  est  le  même  que  celui  de  ^(c).  Or, 
en  vertu  de  (40),  Ç(6)  est  positif  et  C(°o)  est  également  ^oogiii/. 
Entre  u  =  ft  et  c  ^  qo  il  existe  donc  deux  racines  de  £|(w)  =  0, 
ou  bien  il  n'en  existe  aucune.  Pour  les  températures  élevées,  il 
est  évident  que  Ç((j)  est  toujours  positif;  pour  les  températures 
très  basses,  au  contraire,  £(u)  deviendra  négatif,  par  exemple 
pour  î)^2  6.  Aux  hautes  températures  il  n'y  a  donc  pas  de 
racines  comprises  entre  i  et  «  ;  aux  basses  températures  il  y 
en  a.  Le  passage  s'effectue  par  l'apparition  de  deux  racines 
égales.  Pour  celles-ci,  on  a  simultanément  Ç(î>)  ^  0  et  C  (*')=0, 
c'est-à-dire  : 

(44)  MRTv*=2a,  ^v—by 

(45)  5MBTv^=4.a,  (v—b). 
De  ces  deux  équations  il  résulte  : 

(^•"       '=»■■  '■.=  2ms- 

Pour  les  températures  au-dessus  de  T^,  H  est  donc  posiiif 
tout  le  long  des  marginales,  depuis  v  =  b  jusqu'à  «  =  oo  ; 
pour  les  températures  aii-dessous  de  T,,  H  dévient  négatif  sur 
les  marginales  entre  deux  valeurs  de  v,  v=v  et  p  ^  Vg, 
racines  de  l'équation  Z{v)  =:  0.  De  plus,  v^Bb  est  toujours 
une  valeur  qui  sépare  l'une  de  l'autre  ces  deux  racines  v  et  v^. 
On  a,  en  effet: 

C(&)  poHlif;  C{3  b)  =  27  MRT  b^  —  8  a, 6'  et  par  conséquent 
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négatif  lorsque  T  <  Ti  ;  Ç  (oo  ),  poêitif.  Il  est  facile  de  moatrer, 
en  outre,  que  lors  de  l'abaissement  de  la  température  v..  et  vg 
s'écartent  de  plus  'en  plus  l'une  de  l'autre  ;  toutes  les  deux, 
en  effet,  satisfont  à  l'équation  (44),  de  laquelle  on  déduit,  «n 
difiërentiant  par  rapport  à  T,  puis  éliminant  T: 

dv_,  MRv*  dv.  MBv), 

/4.7\ '  _-  ' P P 

\ti)  ^T~2a^  {Zb~v,.)(v_,^  b)'  dT~2a,  (3  6-p^)(u^-  6)* 

On  voit  que,  pour  Oo  >  3  6  >  »  ,  va  devient,  à  mesure  que 
la  température  s'abaiise,  de  plus  en  plus  grande  (parce  que 
dv 

-r-^-  est  négatiO,  v    de  plus  en  petite. 
dT  I 

En  résumant,  nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 

Pour  r  >  r,  {température  critique  des  mibstances  isoUes), 
H  est  positif  tout  le  long  des  margvnahg.  Pour  T  <.T^,  H  est 
TikgaXif  sur  U%  inarginalea  entre  deux  points  (^)  et  (y),  qui,  à  partir 
du  point  p  =  3  ô,  s'écartent  de  plus  m  plus  l'un  de  l'autre  quand 
la  tempèratwre  s'abaisse,  v__  restant  néanmoins  toujours  plxts  grand 
que  b. 

Sur  les  figures  A^ — A,,  B^,  etc.  on  voit  indiqués  les 
point  (î  et  y. 

52.  En  ce  qui  concerne  le  signe  de  H  sur  la  médiane,  il 
est,  en  vertu  de  (36),  le  même  que  celui  de 

(48)  (Miir«-(i-x)a,).ç(p). 

Pour  de  grandes  valeurs  de  T,  les  facteurs  de  ce  produit 
sont  indubitablement  tous  les  deux  positif  pour  toutes  les 
valeurs  de  v  comprises  entre  6  et  «  .  Chacun  de  ces  facteurs 
étant  ensuite  considéré  séparément,  nous  voyons  que  le  pre- 
mier reste  positif  sur  toute  la  médiane  (c'est-à-dire,  depuis 
v^b  jusqu'à  u  ^  00  )  tant  qu'on  a  : 


Mais  lorsque  T  descend  avrdessous  de  cette  température,  il 
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se  fait  un  changement  de  signe  en  un  point  (a)  pour  lequel 
„    _(I-»)a, 


(50) 


MRT 


A  gauche  de  ce  point  (a)  (voir  les  Bgure8j4, — ^,,£3, etc.) 
le  facteur  est  positif,  à  droite  négatif. 

n  en  est  autrement  du  facteur  <f{v)  (comp.  l'équation  (37)). 
Celui-ci  se  comporte  à  peu  près  de  la  même  manière  que  la 
fonction  ?(»)  de  §  51,  Pour  de  hautes  valeurs  de  T,  il  est 
positif  tout  le  long  de  la  médiane;  pour  des  valeurs  plus 
basses,  il  est  riegatij  entre  deux  points  {S)  et  {*),  positif  en 
dehors  de  ces  points.  Ces  points  {S)  et  (*)  correspondent  chacun 
à  l'une  des  racines  de  l'équation  <f  (c)  =  0.  Ils  apparaissent 
pour  la  première  fois  à  la  température 


(61)  r,= 


_4a.(l+x) 


27MbR 


et  coïncident  alors  au  point  v^Sb,  pour  s'écarter  de  plus  eu 
plus  à  mesure  que  la  température  baisse.  On  les  trouve  in- 
diqués dans  les  figures  A^ — A^,  C,,  etc.  Il  est  à  remarquer 
que,  à  raison  de  T^  -^  T,,  ils  ne  commencent  à  se  montrer 
qu'à  une  température  inférieure  à  celle  où  se  produisent  les 
points  (;-)  et  (|5)  ;  en  outre  on  a  constamment  Pg  -«ï  p,,  et 
«^<c^,  c'est-à-dire  les  points  (*)  et  (3)  sont  toujours  situés  enfe-e 
les  projections  de  {(î)  et  (a)  sur  la  médiane.  Cela  résulte 
immédiatement  de  l'équation  (42),  vu  que  !>j  et  v^  rendent 
ijp(«)  nul  et  par  conséquent  C(«)  négatif,  tandis  que  C{ao }  et 
C(é)  sont  positifs. 

Le  signe  de  H  sur  la  médiane  étant,  comme  nous 
l'avons  vu,  dépendant  de  celui  des  deux  facteurs  de  l'équa- 
tion (48),  il  y  a  différents  cas  à  distinguer,  suiviint  la  valeur 
de  ».   Supposons,  en  premier  lieu,,  k  <  J. 

53.  Pour  les  valeurs  de  x  ■«•  |,  la  température  7",' de  l'équa- 
tion (49)  est  beaucoup  plus  haute  que  la  température  fj  de 
(51)  et,  que  la  température    T,   de  (46).  Quand  on  descend 
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des  hautes  températures  à  de  plus  basses,  le  sigue  de  H  change 
donc  d'abord  sur  la  médiane,  tandis  que  sur  les  ma]^;iBales 
H  possède  encore  partout  le  signe  positif.  Comme  conséquence, 
il  se  forme  une  branche  de  la  courbe  spinodale  présentant  la 
configuration  esquissée  dans  la  fig.A,.  Lors  d'un  abaissement 
ultérieur,  (a)  s'avance  de  plus  en  plus  verslagauche,ju3qu'â 
ce  que,  à  la  température  T,,  un  changement  de  signe  se  pro- 
duit aussi  sur  les  mai^nales,  savoir,  au  point  v  =  3  &.  A  cette 

température  T, ,  on  a  (en  vertu  de  (46)  et  (50))  :  v^^  — ^ b 

et  par  conséquent  (pour  «  <  J  )  piw8(;raMdque36.  Denrésulte 
que  la  spinodale  se  comporte  de  la  manière  décrite  au  §  28 
et  représentée  dans  les  figures  A^  et  A^. 

JiOrsque  la  température  n'est  encore  que  de  très  peu  au- 
dessous  de  r,,  on  a  f^<:r_.  Mais  cela  ne  reste  pas  ainsi;  en 
effet,  d'après  (40)  et  (50),  on  a: 

(52)      t(t>„)=MRT pf  — 2a , (v ,— 6)î=(l  -  x)o, r^— 2<i , (f,  — 6)' 

expression  négative  pour  de  basses  températures,  accompagnées 
en  vertu  de  (50)  par  de  grandes  valeurs  de  v^^.  On  a  dcnc 
alors  f0  >  v„,  comme  dans  la  fig.  Ag. 

Le    passée    à    lieu    pour    t{'>„)  ^  0,  par  conséquent  pour 

-■  —  c'est-à-dire  à  la  température: 


i-n/{(î=i;) 


■■  =  °.'i->a-w 


(53)  '■.•-^¥W^<i-v'î(î=^)) 


A  cette  température  on  a  y  _=:  i;^  (voir  fig.  ^j),  et  Ç(»)  pos- 
sède donc  un  facteur  «-ii,  =  ti ^g^-^f-rr  ;  mais,  en  vertu  de 

(43),  ce  même  facteur  se  trouve  alors  dans  ^(c).  En  considérant 
maintenant  l'équation  de  la  courbe  spinodale,  telle  qu'elle  s'ob- 
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tient  en  .  posant  fi  =  0  dans  (39),  on  reconnaît  que  le  facteur 
(v—vj  peut  être  isolé  de  cette  équation,  c'est-à-dire  que  la 
projection  de  la  spinodale,  en  général  du  quatrième  degré 
par  rapport  aux  coordonnées  c  et  x,  dégénère  en  une  droite 
v^v  et  en  une  courbe  du  troisième  degré.  Cet  état  est 
représenté  dans  la  fig.  A,. 

54.  La  température  continuant  à  baisser,  on  voit,  à  partir 
de  la  température  T^  de  (51),  se  produire  un  changeinent 
de  signe  dans  le  second  facteur  de  l'expression  (48),  Ce 
facteur  devient  alors  négatif  entre  les  limites  «^  etr^(comp. 
§  52).  A  l'origine,  Vg  et  v^  sont  tous  les  deux  plus  petits 
que  o^j,  et  ce  secoTid  facteur  devient  donc  négatif  sur  une 
partie  de  la  médiane  où  le  premier  est  également  négatif,  de 
sorte  que  dans  la  fig,  J,.  le  signe  de  H,  entre  (8)  et  (*),  est 
positif.  Parce  qu'on  a  alors  aux  marginales,  pour  les  valeurs 
correepondantes  de  v,  des  valeurs  négatives  de  H,  il  faut 
nécessairement  qu'il  existe  une  branche  fermée  (8)  («,)  (() 
(a,).  Cette  branche  fermée  naît,  à  la  température  T^  du 
point  isolé  vz=5b,  a;'  =  0,  c'est-à-dire,  d'après  la  théorie 
générale  des  plis,  d'un  point  de  plissement  double  homo- 
gène. A  mesure  que  là  température  baisse,  cette  branche 
s'étendra  en  largeur,  mais  sans  jamais  pouvoir  atteindre  les 
marginales,  où  H  reste  négatif.  Elle  circonscrit  une  partie 
de  surface  à  courbure  positive,  laquelle  partie,  toutefois, 
tourne  son  côté  convexe  vers  le  haut.  Cette  dernière  par- 
ticularité ressort  facilement  de  l'allure  générale  de  l'intersec- 
tion de  la  surface  par  le  plan  a;'  =  0  à  une  température  au 
dessous  de  la  température  critique  T^  du  mélange  symé- 
trique. L'existence  des  deux  points  de  plissement  (a3)et(ai) 
sera  encore  démontrée  expressément  plus  loin,  au  §  59.  Ces 
points  au  reste,  n'ont  pas  d'intérêt  physique  direct,  vu  que 
la  branche  correspondante  de  la  courbe  connodale  représente 
des  états  irréalisables. 

55.  Dans    la    figure   A^,  on  a  c_>i'j;  mais  cela  ne  peut 
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persister  lors  d'un  abaissement  ultérieur  de  la  température. 
On  a  en  effet  (voir  les  équations  (37)  et  (50))  ; 

(54)     <f{vJ=LatIiTv*^—il+>c)a,(v^—by  ={1—K)a,v^— 

de  sorte  que  cette  fonction  devient  négative  pour  de  basaee 
températures  et,  c'est  à  dire,  pour  de  grandes  valeurs  de 
v^.  Or,  à  toute  température,  q^(oo  )  est  positif,  d'où  il  suit 
qu'à  de  basses  températures  la  quantité  ti,,  c'est-à-dire  la  plus 
grande  racine  de  ç  (c)  ^  0,  doit  tomber  entre  v,,  et  oo . 
Le   passage    i».  =:  o^  a  lieu  quand  on  a  f[v„)  ^0,  c'est  à  dire 

quand  v^  ■=.—r~^ — 7T"  '  >  P^  conséquent  à  la  température  ; 


(56)  T'  = 


(JL-,)^ 


'(-Kë). 


Ce  qui  arrive  alors  à  la  courbe  splnodale  on  s'en  rend 
aisémeut  compte  par  l'inspection  des  âg.  Ar.i  A^  et^,'.  A  la 
température  T,",  les  àeu,x  facteurs  de  (48)  deviennent,  au 
point  {jj),  simultanément  nuls,  de  sorte  que  B  possède  des 
deux  côtés  le  même  signe  positif.  Il  y  a  là  un  point  d'oscu- 
lation,  de  l'espèce  décrite  au  §  13. 

Une  fois  établi,  l'état  représenté  par  ta  fig.  A^,  persiste, 
jusqu'aux  températures  les  plus  basses  sans  changements 
importants  dans  l'allure  de  la  courbe  spinodale. 

56.  En  iec<mà  lieu,  nous  examinerons  le  cas  de  m  >  J  mais 
<X5'  Pour  les  valeurs  de  %  plus  grandes  que  i,  la  tempé- 
rature r,   (voir  (46)),  à  laquelle  apparaissent  les  points  (j3)et 

(;-),  est  plus  élevée  que  la  température  q  ifi  p'  .où,  en  vertu 
de  (50),  on  a  t)^  ^  3  6.  Â  des  températures  un  peu  plus  basses 
que  7",,  H  est  donc  négatif  sur  les  marginales  entre  (|5)  et  (;■), 
mais  positif  sur  la  ligne  médiane,  pour  des  volumes  égaux. 
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La  courbe  spinodale  doit  alors  avoir  la  forme  esquissée  dans 
la  Ëg.  B^  ;  mais,  la  température  continuant  à  baisser,  il  doit 
venir  un  moment  où  v  devient  égal  à  v^.  A  ce  moment  il 
se  produit,  suivant  l'argumentation  du  g  53,  laquelle  reste  ap- 
plicable ici,  une  dégénération  en  une  droite  et  en  une  courbe 
du  troisième  degré.  L'état  de  la  fig.  B^  se  présente.  D'après 
la  théorie  générale,  g  14,  les  points  (/i,)  et  (/i,)  ne  peuvent 
être  que  des  points  de  plissement  doubles  homogènes  de 
l'espèce  décrite  au  §  10.  Effectivement,  il  est  facile  d'indiquer 
les  points  de  plissement  qui  viennent  se  réunir  dans  les  points 
0*,)  et  (|Uj}.  Puisque  la  température  T,  "  (voir  (53)),  à  laquelle 
s'opère  la  dégénération,  est  toujours  plus  basse  ')  que  la 
température  T,'  (33),  où  naissent  les  points  de  plissement 
(a,)  et  («,},  ceux-ci  existent  avant  la  dégénération  et  viennent 
coïncider  respectivement  avec  les  points  de  plissement  («3)  et 
(«4)  à  la  température  T,". 

La  température  baisse-t-elle  encore  plus,  on  arrive  à  l'état 
de  la  fig.  Bs-  Celui-ci  persiste  jusqu'à  ce  que  la  tempéra- 
ture T^  de  (51)  soit  atteinte  et  que  les  points  (S)  et  (t) 
apparaissent   sur   la   médiane.    A    cette    température,  on  a: 

2711  — »)b    ^  ,  ■    ,  ..    ,, 

*„  ^  ". ■>,-  ■ — —c-  •  "our  X  <  T-i,  on  a  donc  0   >  3o  et  les  pomts 

"        4(1  +«)  ^"  «  "^ 

(*)  et  (3),  entre  lesquels  le  second  facteur  de  (48)  est  négatif, 
sont  d'abord  situés  à  droite  du  point  (a)  ;  la  courbe  spinodale 
acquiert  donc  encore  la  forme  esquissée  dans  la  fig.  A^  et  la 
conserve  jusqu'à  ce  que  {S)  ait  rejoint  le  point  («)  (fig.  A^), 
après  quoi  on  a  l'état  de  la  fig.  A^. 

57.  Si  »  possède  tout  juste  la  valeur  -^,  le  point  (a),  à  la 
température  T^,  se  trouvera  précisément  au  point  i!:=3i, 
lorsque  les  points  {i)  et  (5)  y  font  leur  apparition.  Or,  si  l'on  écrit 
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l'équation  de  la  courbe  spinodale  en  posaat  H  =  0  dans 
l'équation  (36),  on  voit  immédiatement  que,  pour  cette  tempé- 
rature Tj,  le  terme  j  MBTe  —  (1— «)  a,  \  91  (v)  contient  trois 
fois  le  facteur  v  —  Bb  (puisque  maintenant  v^^  ^3^'"  =3  6). 
Par  contre,  "//{v)  ne  renferme  pas  ce  facteur,  mais  devient,  en 
vertu  de  (41),  négailif  pour  u  =:  3  6.  De  là,  on  déduit  aisément 
que  la  courbe  spinodale  présente  un  point  de  rebroussement 
et  possède  la  forme  de  la  fig.  0'.  Un  nouvel  abaissement  de 
température  détermine  alors  l'état  de  la  fig.  A  „  parce  que  dès 
le  commencement  («)  reste  en  arrière  de  {S). 

58.  Lorsque,  enfin,  x>-f-j,  on  a,  au  moment  où  apparais- 
sent les  points  [H)  et  (t),  v^^  <  3  ft.  Tandis  que,  entre  les  points 
(()  et  (3),  le  8ec(md  facteur  de  (48)  devient  négatif,  le  premier- 
y  est  positif.  H  s'ensuit  que,  au-dessous  de  la  température  T,, 
la  courbe  spinodale  doit  commencer  par  présenter  la  forme 
de  la  6g,  C,,  qu'ont  précédée,  au-dessus  de  T^  et  à  T,,  les 
états  Cg  et  0". 

A  mesure  pourtant  que  la  température  s'abaisse  au-dessous  de 
Tj,  les  points  (t)  et  («)  se  rapprochent  de  plus  en  plus  l'un  de 
l'autre.  Lorsqu'ils  coïncident,  la  branche  (f)  (a,)  (a)  (a, )  delà 
courbe  spinodale  se  contracte  en  un  point  isolé,  pour  se  re- 
former, toutefois,  aussitôt  après  ');  cela  indique,  d'après  le 
§  14  de  la  théorie  générale,  qu'à  la  température  de  coïnci- 
dence T,"  (voir  55})  il  existe  un  point  d'osculation,  de  l'espèce 
décrite  au  §  12.  Au-dessous  de  cette  température,  la  nouvelle 
branche  fermée  de  la  spinodale  circonscrit  donc  une  partie  de 


I)  Il  est  facile  de  s'assurer  que  la  brâoche  fermée  ne  disparaît  pas,  mais 
qu'elle  se  montre  de  nouveau  dès  que  les  points  (e)  et  (a)  se  séparent 
Pour  cela,  il  n'y  a  qu'à  considérer  le  signe  des  deux  facteui's  de  (48);  le 
premier  de  ces  facteurs  est  positif  à  gauche  de  {"),  négatif  à  droite  ;  le 
second  est  positif  à  droite  de  (e),  négatif  à  gauche  (entre  {ô)  et  (e)).  Il 
suit  de  là  que  H  est  toujours  positif  entre  les  points  (o)  et  (s),  aussi  bien 
avant  que  après  le  passage  de  l'un  devant  l'autre,  tandis  qu'aux  mar- 
ginales U  est  toi^ours  négatif  pour  les  volumes  correspondants. 
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surface  à  courbure  positive  et  dont  le  côté  coDvexe  est  tourné 
vers  le  haut;  il  est  clair  qu'on  a  alors  l'état  esquissé  dans  la 
fig.  A^,   état   qui    se  maiotient  aux  températures  inférieures. 

Les  points  de  plissement. 

59.  D'après  ce  qui  a  été  dit  au  §15  de  mon  Mémoire  „Sur 
les  points  de  plissement"  {Ârch.  jiéerl.,  T.  XXIV,  p.  57)  les 
points  de  plissement  de  la  surface  t/i  (éq.  11))  s'obtiennent  en 
éliminant  m  des  équations 


W  »H  +  ^i:lr='> 


Sx  '        Sx'  ôv 


Sx'dv        Sv^ 

(58)         m'  -^  +  3  m'  ^-r^  +  3m  j-^,  +  -^  =  0, 
'  ùx  ^  Sx  'du  Sx  ow*        Sv^  ' 

puis  résolvant  par  rapport  à  a;'  et  à  v.  Avant  d'exécuter  ces 
opérations,  nous  ferons  toutefois  remarquer  que  les  points  de 
plissement  sont  nécessairement  tous  situés  sur  la  courbe  spi- 
nodale  (dont,  au  reste,  l'équation  résulte  immédiatement  de 
(56)  et  (57),  par  élimination  de  m),  et  que  par  conséquent 
on  peut  leur  appliquer  les  relations  qui  s'obtiennent  en  pre- 
nant H  égal  à  zéro  dans  l'équation  (36)  ou  (39).  De  ces  re- 
lations on  tire: 

ainsi  que: 

En  faisant  usage  de  ces  expressions,  et  tenant  compte  en 
outre  des  relations  (37),  (38),  (40) — (43),  on  trouve  aisément  : 

fBIl  a>_      4a,(l-.)        IMBT  _ 

^'  '  Si"—  ,  ^l_4i'. — 

_ 4°,  (1  — «)  I  MBTv—a,  (1— »)  I  (»—>)' 
»C(») 


b,  Google 


360  D.   J.   KORTEWBO. 

,„,,  ^'V     _  4ll,  (1— »)»' 

ign  '2s  -  ^Ji'  _  «,  I  a+»)+4(l-«y'  I  _    9(»)CW 

>°°'  J„'        („_6)'       '-'  ,'     «■j(»)(»-6)' 

j'y.  _  S2MRTX-  _  32  »;  (!—«)'»  (")'  »' 
a»"       (1— 4i'')>        "    «J!Tu'C(v)' 
J'y    _4a,(l-.) 


(64) 
(65) 
(66)  il*  =_  8 <■.(!-«)' 


(67) 


3V  _  _  ^UBT  _|_  3a,|(l+«)  +  4(l-.)i''|  _ 
iv'  («— 6)'  «' 

_  AfJîr  p'(v-3  t)ii(ii)— 3  (il— t)  ip(v)  ;(») 
«*]((«)  (v — 6)' 

Des  équations  (61)  et  (62),  combinées  avec  (56),  on  déduit; 
/fl«^  ™— ^^t")        

de  (62)  et  (63),  combinées  avec  (57)  : 

/nai  '  _      4 g, (1—.) »'»;(»)(»— >)■ 

En  substituant  ces  expressions  dans  l'équation  (58),  préa- 
lablement divisée  par  m,  on  trouve  après  application  de  (59)  : 

(70)  *±!  (1-')»'  r ^iMti') + 

^    '  •'  L      MiTIKiiTii— o,(l-«)|»(«-6)' 


lMBT«  —  a,  a-  k)\  (v-b)' 

MBT,'{v-3  %(t»-3(t>-  %WC(»)  1  _ 

(v-bM«)m  i 

La  solution  a-'zzO  fournit  le  point  de  plissement  (a)  de  la 

courbe  connodale  à  connodes  symétriques  (comp.  les  §g  47  et 

48).  Les  autres  points  de  plissement  sont  donné  par  l'équation; 
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(71)  — HM^^l +    . 

^'  '  MRT  I  MRTv—a,  {\-rt)  \v{v—hy  ^ 

3Ç^tO „  _  MRTv*(v—Zb)ï[v)_^ 

^  \!HRTv-a^\l-»)\{v-br  (v~b).f{vK{v) 

En  réunissant  ici  les  deux  termes  du  milieu,    on  peut,  eu 

égard  à  (43),  diviser  par  xi")  '  ),  ce  qui,  après  qu'on  a  chassé 

les  fractions,  conduit  à  l'équation  : 

(72)  — 2^c)»  i;{v)-i-3MRTv(v~by^(v)Z{v)-M^R*T^ 

\MRTv—a,il—x)\v*{v—by{v—3b)  =  0, 
pour  laquelle  noua  écrivons: 

(73)  F^^<f{vK(v)viv)—M^R*  r»  I  MRTv—a,{l~»)  \ 

v*(v~by{v—Sb)  =  0 

où  est  introduite  la  nouvelle  fonction; 

(74)  v(v)=—2v(v)+ZMRTv(,v—by=  ^2x{v)  +  MRTv{v—h)-'= 

=  —2MR Tv'  +  I SMRTv+2{l+x)a,  \ (v^by  = 
=  MRTp{v^—evb  +  36»)+2(l+x)o,(i— 6)>. 

En  apparence,  l'équation  (73)  est  du  neuvième  degré  ;  mais 
on  reconnaît  que  le  coefficient  de  c*  s'annule,  de  sorte  que 
l'équation  devient  du  huitième  degré,  ce  qui  indique  la  pos- 
sibilité de  l'apparition,  en  dehors  du  point  de  plissement  («)  de 
la  fig.  41 ,  de  seize  points  de  plissement,  dont  la  plupart,  toutefois, 
restent  imaginaires. 

70.  Si  peu  maniable  que  paraisse  l'équation  (73),  elle  nous 
permet  de  démontrer  sans  beaucoup  de  peine  l'existence  des 
points  de  plissement  marqués  dans  les  figures  A — E. 

Ne  perdons  pas  de  vue  que  Z(v)  et  cp  (c)  sont  positifs  pour 
toutes  les  valeurs  de  v>  b,  sauf,  en  ce  qui  concerne  C(''),  pour 
les  valeurs  comprises  entre  vg  et  v  et,  en  ce  qui  touche 
ç(f),    pour   les    valeurs    entre    v^  et  v^  (comp.   §§  50  et  51). 


')  II.  n'y  a  pas  à  tenir  compte  de  la  solution  /  (u)  =0;  cela  ressort 
immédiatement,  par  exemple,  de  l'équation  (60). 
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Remarquons,  en  outre,  que  tii{Bb)  est  positif  ou  négatif  suivant 
qu'on  &  T  ^  fl  hMR''~  '  ^*'  ^"^  "''^"«^  '*'  ^^'  positif  ou 
négatif  saivunt  qu'on  &  T  ^    T,. 

Tout  cela  pris  en  considération,  on  reconnaît  que  dans  la 
fig.  A,,  où  T>  r,',  F(vJ  »}  et  F(b)  deviennent  tous  les  deux 
négatifs,  tandis  que  dans  la  fîg.  A^,  où  la  température  s'est 
abaissée  au-dessous  de  r,',  F{v  ^)  et  F{b)  diffèrent  de  signe, 
de  sorte  que  les  deux  points  de  plissement  (a, )et{«,)  doivent 
y  exister. 

Dans  la  fig.  ^j,  où  la  température  est  très  rapprochée  de 
r,,  1^(30)  est  positif,  et  par  conséquent  F(3i)  l'est  également; 
les  points  de  plissement  (a,)  et  («j)  se  trouvent  donc  à  droite 
de  la  ligne  v  ^  3b. 

Pour  la  fig.  As,  on  a  F{v^)  •)  négatif,  F{vJnégB.tii,F(v^)  ") 
positif,  F[5b)  positif,  F{t)  négatif,  F[b]  négatif,  ce  qui  s'accorde 
avec  l'existence  des  points  de  plissement  indiqués  dans  cette 
figure  '). 

■  )  Cette  température  limite  est  plus  liaute  que  la  température  critique 
des  substances  isolées;  par  conséquent,  dès  que  les  points (j?) et (j) existent 
dans  les  figures,  if&b)  est  certainement  positif. 

»)  Pour  V  =  nfOT  '  '  VC"  )  **  transforme  en:  —  (1  —  x)a,v*+- 
\-{5  —  >t}a,(v — by,  et  cette  expression  est  positive  ou  négative  suivant 


i^'-Kli^ 


que  ~  >   "*  ~  1/       ~ ■  '  P^""  conséquent  suivant  que  T  est  ^  7",', 

température  où  apparaissent  les    points  de  plissement  (n.j  et  (o,). 

')  Pour  w  =  ti  =  —  ■— '  ,  le  second  terme  de  F(v}  dans  l'éq.  (73)  s'an- 
nule; dans  le  premier  terme,  ?i(ti„)  et  f(«„)  sont  positifs,  ^(«„)  est  négatif 

')  Ici,  ï(«),  et  par  con8équentlej)remie»'termedeF{w),ontpourvaieuriéro. 

S)  Ici,  on  a,,(«j)  =  0. 

')  Il  pourrait  sembler  qu'un  point  de  plissement  dût  se  trouver  enti-e 
"«  fit  «j;  mais  ce  point  ne  saurait  Être  réel,  puisque,  dans  l'intervalle  en 
question,  la  spinodale  devient  imaginaire.  , 
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Dans  la  fig.  ^9,  où  v„  =  Wj  =  i'  ,  on  a  F{v)=:0  et  de 
plus,  en  vertu  de  (59),  x'  =  0.  Outre  le  point  de  plissement 
{a),  il  y  a  donc  en  (fi)  encore  deux  autres  points  de  plissement, 
arrivés  à  coïncidenoe.  Ce  sont  les  points  de  plissement  dont 
le  11,  dans  la  fîg.  A  g,  est  situé  entre  v^  et  f^ ,  mais  dont  le  x' 
(voir  la  note  (*)  de  la  page  précédente)  est  imaginaire.  Au  point 
ifi)  (point  d'oeculation)  sont  donc  confondus  trois  points  de  plis- 
sement. Que  les  deux  points  de  plissement  imaginaires  restent 
aussi  imaginaires  dans  la  suite,  c'est  ce  qui  ressort  de  lafîg. 
A,.  Dans  cette  figure,  en  effet,  on  a;  F{va)  n^atif,  ^«j) 
négatif,  F{vJ  positif,  i>T;3i)  positif,  i^(tJg  )  négatif,  F(b)  négatif, 
d'où  il  ressort  qu'ici  également  il  existe  entre  v.  et  v  deux 
points  de  plissement  à  v  réel  et  à  x'  imaginaire. 

Dans  la  fig.  5,,  on  a:  F[va)  nég.,  F{Zb)  nég.,  F{v  )  pos., 
F{v^)  pos.,  F{b}  nég.,  ce  qui  s'accorde  avec  les  points  de 
plissement  indiqués. 

Dans  la  fig.  B,,  v^  ^  v^  ■^  v  est  une  racine  double  de 
F\y\  comme  on  s'en  assure  aisément  par  le  calcul  de  F'{v  )  '  )  ; 
il  en  résulte  que  de  chaque  côté  se  trouve  un  point  de  plis- 
sement double,  (/*,)  et  (/*j). 

Dans  la  fig.  B^,  on  a:  F(v^)  nég.,  F{vJ  nég.,  F\U)  nég., 
FXv^)  nég.,  Fib)  nég. 

1)  Il  est  évident  d'abord.àcause  de  ;(ti)  =  Oetc  =n„  =  ^^^^;=y^, que 
dans  la  déri  vée  F(v  )  de  F{v  }  n'entreront  que  les  termes  :  çi(e  jCCu^  )V'(*'„  )— 
~Afïi{ïrs„i(„  -_6)i(«u  — 36).  En  considérant  ensuite  que  MltTn  = 
=  (1  -  x)a,  et  que  de  plus,  en  vertu  de  (52),  (1  -  x)  ««  =  2{tj  —  6)1,  on 
trouve  sans    peine:  ipiv  )  =  (1  —11)0,  (»    —  6)»  =  MRTv    (v     —  b)a; 

f(r„)  =  3a  -  «)«,„^_4a.(,.^-fc)  =  /~-(v-3fc);V'(V  = 


=  (i-»)a,(«^-6)>=^^^n:ît.*,  d-où  il  auit:  nv)=o- 
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Dans  la  fig.  C„  on  a:  F(v.)  nég.,  F(Sb)  nég.,  fXvJ  nég , 
F{b)  nég.  De  ces  valeurs  on  ne  peut  pas  conclure  qu'il  existe 
des  points  de  plissement  entre  w  ^  3fr  et  c  ^  i;^_.  Néanmoins, 
tel  doit  être  le  cas  près  de  la  température  T^,  comme  on  le 
reconnaît  en  procédant  à  un  examen  spécial  pour  cette  tem- 
pérature elle-même,  ou  pour  une  température  un  peu  plus 
basse.  A  la  température  T,  elle-même,  la  courbe  spinodale 
possède  un  point  double  (voir  fig.  0"),  correspondant,  comme  il 
résulte  de  la  manière  dont  la  spinodale  se  comporte  quand  la 
température  s'abaisse  ou  s'élève,  avec  un  point  de  plissement 
double,  né  de  la  coïncidence  de  deux  points  de  plissement 
(tt;)  et  {a,).  A  une  température  un  peu  pins  basse  que  7",, 
on  obtient  la  fig.  Cj,  et  dans  cette  figure  on  a:  F{vg)  nég., 
F{v,)  nég-,  F(v^)  pos.,  P(''„)  nég.,  ce  qui  prouve  l'existence 
des  points  de  plissement  (a,)  et  (a,).  De  ces  quatre  points 
de  plissement  (rj),  («,],  (a,),  (a,),  aucun  ne  peut  être 
identifié  avec  («,)  et  (a,)  de  la  fig  B^,  car  ceux-ci  ont  déjà 
disparu  à  la  température  T,  ".  Ce  sont  de  Tumveaux  points  de 
plissement,  provenant  de  deux  pointe  de  plissement  doubles 
hétérogènes. 

Des  considérations  analogues  établissent  l'existence  des 
points  de  plissement  marqués  dans  la  fig.  D^  (').  Ici,  on  a: 
F{Zb)  nég.,  F(v  )  pos.,  et  entre  les  deux  valeurs  de  i;  il  se 
trouve  donc,  de  chaque  côté  de  la  ligne  médiane,  un  nombre 
impair  de  points  de  plissement.  A  la  température  T,",  les 
points  («j)  et  (a^)  coïncident  avec  («,)  et  («,);  à  la  tem- 
pérature Ti,  les  points  («s)  et  («g)  se  réunissent  à  leurtour. 
Qu'il  en  reste  encore  deux,  (a,)  et  («j),  cela  se  démontre  aisé- 
ment par  l'inspection  de  la  figure  D^,  car,  dans  cette  figure, 
on  a:   F{vJ  pos.,  F{v^)  nég. 


1  )  Dans    \o   dessein   de   wtte  figum  une  faute  s'est  introduite.  Il  faut 
transporter  les  points  Ç-^)  et  {.•,)  à  droite  de  la  ligne  ti  =3  6. 
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La   courbe    connodale. 

61.  Tandis  que,  comme  on  vient  de  le  voir,  la  configuration 
de  la  courbe  spinodale  et  la  manière  dont  se  comportent  les 
points  de  plissement  peuvent  être  déduites  directement,  par 
voie  analytique,  de  l'équation  de  la  surface,  il  n'en  est  pas 
de  même  pour  la  courbe  connodale  (sauf  en  ce  qui  concerne 
la  branche  à  connodes  symétriques).  Ici,  une  application  large 
et  pourtant  prudente  de  la  théorie  développée  dans  la  Section 
lèie  du  présent  Mémoire  est  nécessaire.  A  l'aide  de  cette  théorie, 
toutefois,  on  réussit  à  suivre  pas  à  pas  le  développement  de 
la  connodale  et  la  production  des  plans  tritangents.  D'autre 
part,  des  modèles  Bcbêmatiques  de  la  surface,  construits  par 
moi,  ont  également  démontré  la  réalité  des  principaux  acci- 
dents indiqués  dans  les  Bgures.  A  mon  avis,  la  description 
des  transformations  de  la  connodale,  donnée  dans  la  Section 
II,  se  justifie  d'elle-même,  pourvu  qu'on  l'envisage  à  la 
lumière  de  la  théorie  générale  des  plis. 

Les    limites    de   l' existence    du    plan 
quadritangeot. 

62.  I^a  production  du  plan  quadritangent  est  assujettie  à 
des  limites,  entre  lesquelles  doit  se  trouver  «  ^  '--_  Il  m'a 
paru  intéressant  de  connaître  ces  limites.  Plus  elles  sont  rap- 
prochées, plus  il  sera  difiRcile  de  trouver  des  substances  pour 
lesquelles  le  plan  quadritangent  puisse  être  décelé  expérimen- 
talement par  l'existence  de  quatre  mélanges  dans  une  même 
enceinte.  Il  est  possible,  sans  doute,  que,  pour  des  mélanges 
de  substances,  dont  les  températures  et  pressions  critiques  sont 
très  dissemblables,  les  conditions  limitatives  laissent  plus  de 
jeu  que  dans  le  cas  analysé  par  nous;  toutefois,  cela  ne  me 
paraît  guère  probable. 

En  ce  qui  concerne  la  limite  inférieure,  celle-ci  est  liée  à 
la  production  de  la  fig.  0".  Si  dans  cette  figure  on  suppose 
le  point  (aj  reporté  un  peu  à  gauche  dupointdephssement 
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double  t)  =  3  6,  le  plan  quadritangent  n'apparaîtra  ni  quand 
la  température  s'élève,  ni  quand  elle  s'abaisse.  Si,  au  contraire, 
(a,)  est  situé  à  droite  de  »^3i,  et  qu'on  trace  les  courbes 
connodales,  qui  ici  partent  nécessairement  du  point  c  =  3  J, 
on  verra  naître  une  figure  de  laquelle,  en  cas  d'abaissement  de 
température,  dérivera  la  fig.  D^  et  ensuite  un  plan  qnadritangent. 

A  la  valeur  limite  cherchée  de  x,  le  plan  tangent  en  f  =  3  i, 
x'^0,  à  la  température  T^,  devra  donc  toucher  la  surface 
encore  en  deux  autres  points  (a,)  et  (a,). 

Ce  plan  tangent  a  pour  équation,  si  z  représente  la  coor- 
donnée correspondant  à  l'axe  des  t^  de  la  surface: 

(75,  .-,=  (&)...  (5-»)(.-3.) 

t>=3(),j:'=0      o=3b,!e'=0     tj=3b,x'=0, 
OU  bien,  en  ayant  égard  à  (11)  et  à  (51)  : 

(76,  .=  -«-^)(..6»)-l<^..,<46,. 

Lorsque  ce  plan  tangent  touche  la  surface  encore  en  d'autres 
points,  il  doit  être  possible  de  satisfaire  simultanément  aux 
trois  conditions 

(77,      v,-»  =  0;te:îJ  =  o;"v-"  =  o 

Sx  Sv 

à  l'aide  des  coordonnées  x'  et  o  de  ces  points.  De  là  résultent, 
en  posant  -r^=?,  les  relations  : 


(79) 


(80, 


1-  ioj  (i  +  x')'*'^  (i  -  xy 

27(1-»)»' 


108(I-«,(;S-1,' 
qui  permettent  de  calculer  x',  (î  et  x. 


b,  Google 


LÀ   THÉOBIE  GéNÊBALE   DES  PLIS,   ETC. 


(81)        x'  =0,366...        x'  =r  0.534..        |î  =  -^  =  1,611..  ; 

où  ar  et  v  font  connaître  la  situation  des  points  («,)  et  (Oj), 
tandis  que  x  indique  la  valeur  limite  cherchée.  A  l'aide  de 
ces  données,  le  triangle  (o,)  (a,)  (a,)  a  été  tracé  dans  la 
figure  0''  avec  ses  vraies  dimensions. 

62.  Quant  à  la  limite  supérieure  de  »,  elle  est  atteinte  lors- 
que à  la  température  T,',  où  apparaissent  les  points  de  plis- 
sement (a,)  est  (a,),  le  plan  tangent  au  point  de  plissement 
(et)  est  en  même  temps  tangent  en  un  autre  point  de  la 
médiane  à  gauche  de  v  =  3  /f  ;  dans  ce  cas,  en  effet,  la  branche 
connodale  à  connodes  symétriques  atteint  la  connodale  du  pli 
transversal  précisément  au  point  où  le  pli  longitudinal  se 
divise  en  deux  plis.  En  suite  d'un  changement  de  k  dans  i'im 
des  deux  sens,  la  rencontre  aura  alors  lieu  de  la  manière  in- 
diquée dans  la  fig.  n\,  où  il  ejciste  encore  un  plan  quadri- 
tangent;  tandis  que,  en  cas  de  changement  dans  l'autre  sens. 
le  pli  longitudinal  atteindra  le  pli  transversal  sans  s'être  bi- 
furqué, et  il  y  aura  apparition  immédiate  du  plan  tritangent 
de  la  fig.  E. 

Pour  en  arriver  au  calcul,  nous  écrirons  d'abord  l'équation 
du  plan  tangent  au  point  de  plissement  {a)  sous  la  forme  : 
(S2)  ._,=  («£)(._.„). 

En  ayant  égard  à  (11),  (16)  et  (19),  on  trouve  pour  cette 
équation  : 

(83)    ,  =  _  »,  (i-)(l-rt  i^  jM  _  Ml+«)(l-<.)  ^ 
b  1 — n  26 


',(i-ri' 


,(l+,),_2(l-,)j(^,__t_). 


où  


Pour  l'équation   de  l'intersection    de  la  surface  (11)  par  le 
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plan  médian  a;'  =  0,  on  trouve  au  contraire  (pour  T=:r'i): 
(86,         ^=-îJl=XW^2(.-6,_Ml=l). 

A   la    limite   cherchée  de  x,   il  faut  que,  pour  une  valeur 
B  >  3  6,  on  puisse  satisfaire  simultanément  aux  équations  : 

(86)  v-z-0  '_(|^'  =  0, 

ce  qui  conduit,  en  posant  de  nouveau  -r-  =  (),  &ux  conditions  : 

(87)  %fci)il=ïl 


et 

^  —  1  2(1— «)(1 -/«)?»  iôTÏ^Z^  ..  i  (1— ^>=0 
Une  première  approximation  s'obtient  en  supposant  que  |î 
soit  très  grand;  l'équation  (87)  exige  alors: 

d'où  il  résulte  une  équation  du  second  degré  en  x,  de  la- 
quelle on  tire  x^  0,676...  Cette  valeur  de  x,  combinée  avec 
une  grande  vaieur  de  ^,  donne  pour  iff—«  une  valeur  négative. 
La  surface  s'abaisse  donc  encore  au-dessous  du  plan  tangent, 
et  la  rencontre  des  deux  courbes  connodales  est  déjà  un  fait 
accompli  quand  se  produisent  les  points  de  plissement  («,) 
et  («j).  Cette  valeur  de  x  est  par  conséquent  trop  grande. 
Pour  x^  0,670,  toutefois,  on  trouve,  par  l'équation  (88),  en- 
viron (î^49,  valeur  qui  rend  yi—z  positif.  Il  suit  donc  de  là 
que  la  limite  supérieure  de  x  sera  comprise  entre  0,670  et 
0,676.  On  peut  donc  conclure  que  le  plan  quadritangent  fera  son 

se  trouve  entre  les  limites  0,53 
et  0,67. 
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SUR  L'ALIMENT  PHOTOGÈNE 

ET 

L'ALIMENT  PLASTIQUE  DES  BACTÉRIES  LUMINEUSES. 


M.  W.  BETEBIITOK. 


1.    Aperçu  des  espèces  de  Bactéries  Jumineuses 
connues  jusqu'ici. 

Le  nombre  des  bactéries  lumineuses  Tenues  à  ma  connais- 
sance jusqu'à  ce  jour,  s'élève,  en  tout,  à  cinq.  De  la  troisième  de 
ces  espèces,  j'ai  appris  à  distinguer  deux  variétés  très  remarqua- 
bles. Avant  d'aborder  l'objet  du  présent  Mémoire,  je  crois  devoir 
donner  un  court  aperçu  des  espèces  primaires,  attendu  que 
de  nouvelles  études  ont  apporté  quelques  modiâcations  à  ce 
que  j'ai   publié  à  ce  sujet  dans  une  occasion  antérieure  ^). 

Tout  d'abord  j'ai  reconnu  que  les  bactéries  lumineuses 
ordinaires  du  poisson  phosphorescent,  bactéries  qui  ne  liqué- 
fient pas  la  gélatine,  appartiennent  à  deux  espèces  nettement 
caractérisées  ').  A  la  plus  lumineuse  des  deux,  qui  par  suite 
est  aussi  le  plus  lumineux  de  tous  les  microbes  lumineux 
connus  jusqu'ici,  j'appliquerai  le  nom  dePkotobacterium  Pfliigeri 

■  )  Recherches  &ites  au  laboratoire  bactériologique  de  la  Fabrique  Néer- 
landaise de  Levure  et  d'AlcuoI,  à  Deift. 

ï)  Arch.  néerl.,  T.  XXIII,  p.  40i,  1889. 

3)  M.  C.  6.  Tilanus  m'a  communiqué  que,  depuis  assez  longtemps  déjà, 
il  était  arrivé  à  un  résultat  analogue,  lorti  d'une  étude  des  bactéries  lu- 
mineuses qu'il  avait  laite  au  laboratoire  de  H.  le  professeur  Forster,  à 
Amsterdam. 
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Ludwig  ■).  La  Beconde  forme,  à  lumière  nn  peu  plus  faible, 
conservera  le  nom  d<a  Ph    phosphorescms. 

Le  poisson  de  mer  *)  ne  m'a  encore  fourni  que  deux  fois 
le  Ph.  PfUifferi,  taudis  que  j'eu  ai  isolé  maintes  fois  le  Ph. 
phosphoreacens;  la  première  espèce  est  donc  beaucoup  plus 
rare  que  la  seconde. 

Je  dois  encore  faire  remarquer  ici  que,  dans  les  premiers 
temps  de  la  mise  en  culture,  ces  bactéries  lumineuses  possè- 
dent des  propriétés  un  peu  autres  que  celles  dont  elles  seront 
douées  plua  tard  ;  le  Ph.  phoaphar eac&is,  surtout,  présente  ini- 
tialement des  différences  en  intensité  lumineuse  et  en  stabilité 
ou  vitalité  plus  grande  ou  plus  petite  des  colonies  et  des 
lignes  d'inoculation,  différences  qui  s'effacent  à  mesure  que 
la  culture  se  prolonge. 

Cultivé  sur  une  gélatine  nutritive  ordinaire,  contenant  de  la 
peptone,le  Ph.phoaphorescenB  &,  dans  les  cultures  jeunes,  la  forme 
d'articles  courts  ou  microcoques  plus  ou  moins  spbéroïdaux  ou 
oblongs,  qui  fréquemment  sont  accolés  en  tétrades  ou  groupes 
sareinoïdes,  mais  qui  se  séparent  facilement  et  montrent  alors 
dans  l'eau  de  mer  des  mouvements  propres.  D'ordinaire  on 
voit  dans  cbaque  bactérie  une  ou  deux  petites  taches  plus 
foncées,  qui  représentent  peut-être  des  noyaux  cellulaires. 

Dans  les  mêmes  conditions,  le  Ph.  Pflûgeri  est  plus  allongé 
et  présente  moins  de  tendance  au  groupement  sarcinoïde. 
Chez  cette  espèce  aussi,  on  observe  dans  les  bâtonnets  les  pe- 
tites taches  nucléaires  caractéristiques,  et  on  voit,  à  l'examen 
microscopique  dans  l'eau  de  mer,  de  très  nombreux  individus 
animés  de  mouvements  modérément  rapides. 


I)  F.  Ludwig,  MicroeoccUS  Pflûgeri,  dans  Hedwùjia,  n°.  3,  1884,  et 
Ueher  die  /ipeclroscopische  Uniersuchtmg  photogener  Pilze,  dans  Zeïtsehr. 
f.  Mikroskopie,  Bd.  I,  p.  190,  1884. 

1)  LeB  carrelets  et  les  filets,  achetés  au  marché  de  Delfl,  deviennent 
presque  sans  exception  plus  ou  moins  lumineux,  après  avoir  été  conservés 
pendant  2  ou  3  jours  dans  la  cave  du  laboratoire  bactériologique  de  la 
Fabrique  de  Iievùre. 
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Lea  espèces  en  question  font  toutes  le»  deux  fermenter  la 
lévulose  et  la  glucose,  avec  dégagement  de  quantités  égales 
d'acide  carbonique  et  d'hydrogène.  Mais  à  l'égard  de  la 
maltose,  elles  oflrent  une  grande  différence.  Tandis  que  le 
Ph.  phospkoreseens  peut  faire  fermenter  la  maltose  et  l'assimiler 
comme  aliment  photogénique,  de  la  même  manière  qu'il  le 
fait  avec  la  glucose  et  la  lévulose,  le  Ph.  PftUgeri,  au  contraire, 
ne  produit  aucune  lumière  avec  la  maltose  et  n'y  détermine 
pas  de  fermentation.  La  maltose  est  donc  bien  assimilée  par 
le  Ph.  phosphcA-escms,  mais  non  par  le  Ph.  Pfiufferi. 

Un  second  couple  de  formes  consiste  sous  les  bactéries  lumi- 
neuses de  la  Baltique.  Toutes  les  deux  m'ont  été  commu- 
niquées, conjointement  avec  une  variété  intermédiaire,  que 
je  n'ai  pas  étudiée  de  plus  près,  par  M.  le  Professeur  Fischer, 
de  KieL  Qne  de  ces  formes  a  été  décrite  par  M.  Fischer  ') 
et  a  reçu  de  moi,  plus  tard,  le  nom  de  Pk.  Fischeri.  Pendant 
les  9  premiei-s  mois  de  culture  continue,  elle  a  eu  chez  moi, 
de  même  que  chez  M.  Fischer,  la  propriété  de  liquéfier  for- 
tement la  gélatine  ;  chez  moi,  cette  aptitude  a  progressivement 
diminué,  et  en  janvier  1890  elle  était  complètement  perdue. 

La  seconde  forme,  que  je  désignerai  sous  le  nom  de  Ph 
Fischeri  î.  baltiea  (M.  Fischer  m'avait  envoyé  la  préparation 
comme:  „Emhevimscher  Leachibadllus,  dûnne  Auftagerung,  tehr 
Umgtam  verflusaigend"),  n'a  exercé,  dans  l'espace  de  temps 
ci-dessus  indiqué,  absolument  aucune  action  liquéfiante  sur 
la  gélatine  de  culture.  Comme,  sous  la  plupart  des  autres 
rapports,  la  ressemblance  avec  Ph.  Fischeri  est  grande,  j'ai 
pris  ces  deux  organismes,  dès  le  commencement  de  mes  cul- 
tares,  pour  des  modifications  d'une  seule  et  même  espèce, 
opinion  qui  s'est  élevée  à  la  certitude  par  le  fait  qu'en  janvier 
1890,  lorsque  mes  cultures  originales  du  Ph.  Fischeri  avaient 


I)  Centralblatt  f.  Bactériologie,  Bd.  3,  p.  105,  1888. 
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presque  entièrement  perdu  le  pouvoir  de  liquéfier  la  gélatine,  le 
Ph.  Fischeri  f.  baltica  commença  à  présenter  les  premières  traces 
de  liquéfaction.  Eii  examinant  toutefois  ce  phénomène  de  plus 
près,  et  par  la  méthode  des  semences  en  gélatine  d'une  seule  colo- 
nie pure,  je  reconnus  qu'il  tenait  à  la  séparation  de  la  forme  non 
liquéSante  en  deux  variétés,  dont  l'une  est  restée  la  forme  ordi- 
naire, tandis  que  l'autre  liquéfie  fortement  et  s'est  démontré  être 
parfaitement  identique  avec  \6  Ph.  Fischeri  ').  Ce  qui  est  remar- 
quable, c'est  que  le  pouvoir  liquéfiant  de  cette  variété  augmente 
de  jour  en  jour,  de  sorte  que  maintenant  (4  mdrs  1890),  d'une 
bactérie  à  faible  force  végétative,  telle  que  l'avait  été  jusqu'alors 
chez  moi  le  Ph.  Fischeri  f,  baltica,  il  est  issu  une  forme  nouvelle 
douée  de  propriétés  très  actives  et  d'une  grande  force  de  végé- 
tation. Tandis  que  je  n'ai  jamais  pu  réussir  à  faire  avec  le  Ph. 
Fischeri  î.  baltica  des  liquides  lumineux,  la  chose  est  maintenant 
facile  avec  la  modification  liquéfiante,  et,  ce  qui  me  parait  extrê- 
mement intéressant,  dans  ces  liquides  la  luminosité  dépend  de 
la  peptone  seule,  la  glycérine  au  contraire  demeurant  inactive, 
tandis  que  c'est  la  glycérine,  combinée  à  la  peptone,  qui  donne  la 
luminosité  aux  cultures  sur  gélatine  à  la  forme  non  liquéfiante. 
Combien  doit  être  grand  le  changement  survenu  aux  molé- 
cules vivantes  de  notre  espèce"  pour  produire  une  pareille 
modification  dans  les  phénomènes  chimiques  de  la  nutrition  î 
Ou,  plus  exactement  peut-être,  combien  l'équihbre  labile  dans 
les  relations  moléculaires  de  la  matière  vivante  d'un  orga- 
nisme variable  confine-t-il  de  près  à  un  état  stable,  qui,  at- 
teint  subitement    ou   graduellement  sous  des  infiuences  jus- 


1)  Je  dois  noter  ici  qu'une  forte  pi'oportion  de  peptone  dans  la  gélatine 
de  culture  entrave  la  liquéfaction  de  celle-ci  par  les  bactéries  lumineuses, 
en  sorte  que,  par  exemple,  le  Pk.  Fischeri  liquéfie  encore  quand  il  croît 
sur  une  gélatine  de  poisson  contenant  i  pour  cent  de  peptone,  tandis  que 
cela  n'est  plus  le  cas  avec  une  teneur  de  1  pour  cent.  Il  en  est  de  même 
pour  le  Ph.  luminogum  et  le  Ph.  indicum,  bien  que  ces  deux  derniers 
parviennent  bientjit  ii  vaincre  la  résistance  offerte  par  les  peptones. 
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qu'ici  incoimues,  peut  apporter  un  changement  total  dans  les 
rapports  de  cet  organisme  avec  le  milieu  ambiant! 

Il  est  à  peine  besoin  de  dire  que,  pour  le  but  du  présent 
travail,  l'étude  spéciale  de  ces  phénomènes  de  mutabilité  était 
superflue.  Je  sens  même  qu'ils  nuisent  quelque  peu  à  la  net- 
teté de  chacun  des  résultats  déjà  obtenus.  Néanmoins,  si,  comme 
je  le  ferai  dans  la  suite,  nous  fixons  plus  particulièrement 
notre  attention  sur  les  formes  qui  se  sont  montrées  jusqu'ici 
suffisamment  constantes,  à  savoir  sur  le  Ph.  phospfiorescens 
et  le  Pk.  indicum,  et  que  nous  laissions  provisoirement  les 
deux  autres  espèces,  Ph.  FUchm,  et  Ph.  lummosum,  en  dehors 
du  cercle  de  nos  recherches,  celles-ci  conserveront  indubita- 
blement leur  valeur. 

Mais  je  dois  encore  me  retarder  un  instant  sur  la  compa- 
raison entre  le  Ph.  Fiaeheri  original  et  la  modification  liqué- 
fiante du  Pk.  Fiseheri  î,  baltica  obtenue  dans  mes  cultures. 
Ces  deux  formes  sont-elles  bien  réellement  identiques?  Déjà 
à  l'origine,  l'aspect  extérieur  des  colonies  et  l'image  micro- 
scopique semblaient  venir  à  l'appui  de  cette  supposition,  mais 
plus  tard,  lorsque  l'action  protéolytique  de  la  nouvelle  variété 
surpassait  celle  du  Ph.  FmJteri  vieux  et  même  celle  que  cette 
dernière  forme  présentait  dans  les  premiers  temps  après  que 
je  l'eus  reçue,  tout  doute  était  exclu.  Il  s'était  ainsi  produit, 
chose  assez  remarquable,  un  rapprochement  entre  la  nouvelle 
forme  et  le  Ph.  lumiiMmim,  rapprochement  beaucoup  plus  grand 
que  celui  qui  paraissait  exister  d'abord  entre  le  Pii.  luminomim  et 
le  Ph.  Fiacheri.  Mais  enfin  la  différence  entre  les  Ph.  Fischeri 
nouvel  et  vieux  s'est  effacée  parfaitement.  J'ai  d'ailleurs  encore 
découvert,  entre  ces  deux  formes,  un  autre  rapprochement  très 
caractéristique,  qui  ne  doit  pas  être  passé  sous  silence.  Wle 
consiste  en  ce  que  le  Ph.  Fùcheri  original,  aussi  bien  que  la 
nouvelle  forme  liquéfiante  du  Ph.  Fischeri  f.  balHca,  sont  tous 
les  deux  très  sensibles  à  l'action  du  sucre  de  canne  :  une 
quantité  extrêmement  petite  de  ce  sucre  augmente  fortement 
l'intensité  lumineuse  de  cette  espèce,  tandis  que  j  pour  cent 
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suffit  déjà  à  éteindre  la  lumière  et  à  entraver  le  développe- 
ment. Dans  cette  action  est  impliquée  l'asaimilation  directe 
du  sucre  de  canne,  car  ces  bactéries  ne  sécrètent  pas  d'enzyme 
inversifc  La  forme  non  liquéfiante,  Ph.  Fischeri  f.  baliica  au 
contraire,  éprouve  très  peu  d'effet  de  la  part  du  sucre  de  canne  : 
il  croît  et  brille  encore  parfaitement  sur  une  gélatine  nour- 
ricière contenant  3  à  5  pour  cent  de  cette  substance.  D'après 
cette  description  la  bactérie  de  M.  Fischer  nous  place  devant 
le  fait  incontestable,  qu'une  espèce  peut  se  transformer  après 
un  certain  temps  de  culture  dans  deux  autres  formes  par- 
faitement distinctes,  qui,  trouvées  dans  l'état  sauvage  par  un  ob- 
servateur habile,  peuvent  âtre  prises  pour  deux  espèces  distinctes. 

Ijes  bactéries  lumineuses  de  la  Baltique  sont  proches  alliées 
des  deux  espèces  indigènes  trouvées  sur  le  poisson  de  mer, 
bien  que,  de  l'un  à  l'autre  groupe,  la  forme  des  bâtonnets 
difière  fortement.  Ceux-là,  en  effet,  sont  très  déliés  et  ressem- 
blent beaucoup  plus  aux  vibrions  ordinaires  que  ceux  du 
poisson;  ils  sont  aussi  beaucoup  plus  mobiles,  et,  malgré  leur 
extrême  petitesse,  ils  se  prêtent  mieux  à  l'observation  du  fila- 
ment locomoteur.  Je  terminerai  ce  qui  concerne  nos  deux  espè- 
ces par  la  remarque  que  ni  avec  le  Ph.  FiBcheri  î.  baltica,  ni 
avec  le  Ph.  Fischeri  lui  même,  je  n'ai  pu  constater  des  phéno- 
mènes de  fermentation. 

Les  trois  espèces  dont  il  a  été  question  jusqu'ici  se  laissent 
le  mieux  cultiver  sur  une  décoction  de  poisson  dans  l'eau  de 
mer,  additionnée  de  1  pour  cent  de  glycérine  et  de  i  pour  cent 
d'asparagiue,  et  coagulée  par  10  pour  cent  de  gélatine. 

Le  troisième  couple  des  formes,  qui  me  sont  connues,  est 
composé,  comme  le  premier,  de  deux  espèces  voisines,  le  Ph. 
indicum  de  la  mer  des  Indes  occidentales,  dont  je  suis  aussi 
redevable,  comme  je  l'ai  mentionné  dans  mon  mémoire 
précèdent,  à  M.  le  Professeur  Fischer,  qui  l'a  décrit,  si 
amplement,  sous  le  nom  de  Badllua  phosphorescena,  et  le  Ph. 
luminoawm  de  la  mer  du  Nord,  lesquelles  toutefois,  comme  je 
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m'en  coDTaincs  de  plus  en  plus,  diffèrent  beaucoup  des  trois 
espèce  nommées  en  premier  lieu.  Elles  liquéfient  la  gélatine 
rapidement  et  complètement,  et  ressemblent  sous  maints  rap- 
ports aux  spirilles  ordinaires  de  la  putréfaction  et  à  des 
formes  de  Proteua.  Nous  verrons  ci-dessous  que  cette  analogie 
se  fait  remarquer  non  seulement  dans  les  caractères  extérieurs, 
mais  aussi  dans  les  propriétés  intimes. 

Le  pouvoir  lumineux  du  Ph.  indimim  est  très  grand  et  vient 
immédiatement  après  celui  du  Ph.  phoapkorescens.  Pour  rendre 
la  lumière  aussi  forte  que  possible,  on  doit  porter  les  cultures 
à  la  température  de  30  à  35°  ').  Il  convient  toutefois  de  laisser 
s'opérer  l'accroissement  et  le  développement  à  une  tempéra- 
ture beaucoup  plus  basse,  par  exemple  à  celle  de  15  à  20°. 
Autrement,  un  très  grand  nombre  d'individus  perdent  tout  ou 
partie  de  leur  pouvoir  lumineux,  de  sorte  qu'on  obtient  des  cul- 
tures en  colonies  présentant  un  mélange  bétérogêne  des  inten- 
sités lumineuses  les  plus  diverses.  La  force  végétative  des  colo- 
nies faiblement  lumineuses  est  ordinairement  plus  grande  que 
celle  des  colonies  à  lumière  vive,  A  la  suite  d'une  sélection 
répétée  et  prolongée,  que  la  circonstance  dont  il  vient  d'être 
question  m'a  conduit  à  entreprendre,  le  pouvoir  lumineux  du 
Ph.  indicum  est  devenu,  me  semble-t-il,  un  peu  plus  élevé 
qu'il  ne  l'était  en  juin  1888,  lorsque  je  reçus  cette  espèce  de 
de  M,  Fiscber  ;  celui-ci  avait  réussi  à  l'isoler  de  l'eau  de  mer 
phosphorescente,  au  eoura  d'un  voy^e  aux  Indes  occiden- 
tales, en  janvier  1886  *). 

Le  Ph.  luminoëum,  que  danal'été  de  1888  j'ai extraitdu sable 
de  la  mer  du  Nord  *),  est  composé,  dans  les  cultures  ordi- 
naires,  de   vibrions  très    déliés,  nageant  rapidement,  ou  de 

I)  L'optimum  de  température  pour  le  pouvoir  lumineux  parait  s'abaisser 
à  mesure  que  s'élève  la  tension  osmotique  de  l'aliment. 

1)  A  un  faible  liiiïérence  de  luminosité  près,  cette  espèce  est  donc  restée 
constante  pendant  quatre  années, 

ï)  Le  Pholobaclerium  luminosum,  bactérie  tuntinettse  de  la  mer  du  Mord, 
daDS  Arch.  néerl.,  T.  XXIi!,  p.  401,  1889. 
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Spirilles  plus  ou  moins  allongés,  qui  se  courbent  et  se  replient 
pendant  la  natation;  tandis  que  le  Ph.indicum  consiste  prin- 
cipalement en  bâtonnets  droits,  beaucoup  moins  flexibles.  Le 
pouvoir  lumineux  du  Ph.  lummosuTu  est  ordinairement  beau- 
coup plus  faible  que  celui  du  Ph.  indicum;  dans  certaines 
circonstances,  toutefois,  il  peut  temporairement  égaler  celui  de 
cette  dernière  espèce,  mais  pour  retomber  bientôt  à  sa  valeur 
antérieure.  L'exposition  très  prolongée  (pendant  un  mois  ou 
plus)  de  jeunes  cultures  à  une  basse  température  (celle,  par 
exemple,  d'une  chambre  froide,  variant  entre  3°  et  12°  C) 
amène  notre  bactérie  à  un  état  tel  que,  si  on  en  trace  des 
lignes  sur  un  bon  terrain  nourricier,  elles  acquièrent  vers 
15"  C  leur  plus  haut  degré  de  luminosité.  Ce  phénomène, 
toutefois,  est  alors  de  courte  dur^e,  tandis  qu'à  des  tempé- 
ratures inférieures,  par  exemple  au-dessous  de  10"  C,  la  forte 
émission  de  lumière  persiste  plus  longtemps. 

A  des  températures  voisines  de  20°,  le  Ph.  lummosam,  cultivé 
dans  la  gélatine,  perd  presque  tout  à  fait  son  pouvoir  lumi- 
neux ;  mais  les  colonies  s'accroissent  alors  très  vigoureusement, 
se  comportent  comme  de  vraies  formes  de  Proteus  et  dégagent 
de  leur  terrain  nourricier  des  produits  de  putréfaction,  à  odeur 
fétide. 

Comme  toutes  les  bactéries  lumineuses,  le  Ph.  luminosum  et 
le  Ph.  indicam  sont  extrêmement  sensibles  à  la  présence  de 
petites  quantités  de  sucre  dans  leur  aliment.  Il  suffit  de  1  pour 
cent  de  glucose,  ou  moins  encore,  pour  éteindre  complète- 
ment le  pouvoir  lumineux  du  Ph.  luminomm  ;  avec  une  dose 
de  3  à  5  pour  cent,  la  bactérie  ne  fait  plus  fondre  la  gélatine  et 
son  accroissement  subit  même  un  arrêt  total  ;  des  doses  plus  éle- 
vées peuvent  devenir  mortelles.  Le  Ph.  indicum  est,  à  la  vérité, 
un  peu  moins  sensible  et  peut,  surtout  en  présence  de  l'aspa- 
ragine,  qui  compense  plus  ou  moins  l'action  nuisible  de  la 
glucose,  donner  encore  de  la  lumière,  malgré  l'addition  de  4 
pour  cent  de  ce  sucre,  mais  si  les  colonies,  qui  dans  ce  cas 
ne  liquélient    nullement   la   gélatine,  sont  examinées  au  mi- 
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croBcope,  on  trouve  que  lea  organismes  n'ont  plus  l'aspect  de 
bactéries,  mais  ressemblent  à  de  petits  protozoaires  irrégaliers. 
Dansde  pareilles  coaditions,  la  lumière  s'éteint  très  promptement. 
Ces  faits  tiennent  à  la  formation  d'un  acide  dans  la  sub- 
stance corporelle  des  bactéries,  lesquelles  ne  peuvent  arriver 
à  leur  développement  complet  et  au  plein  épanouissement  de 
leurs  facultés  que  sur  un  terrain  neutre  ou  faiblement  alcalin. 
Une  très  faible  proportion  de  glucose  ou  de  lévulose  dans  l'ali- 
ment, par  exemple  '/jo  ou  '/jo  pour  cent,  paraît  toutefois 
susceptible,  dans  certaines  circonstances,  d'activer  à  un  léger 
degré  le  développement  et  l'intensité  lumineuse  ;  mais,  pour 
nous,  le  point  essentiel  est  que,  chez  le  Pk.  Iwminosum  et  le 
Ph.  indicum,  les  peptones  seules  suffisent  à  l'accomplissement 
de  ces  deux  fonctions. 

2.     Méthodes  de  recherche. 

Le  principe  sur  lequel  est  fondée  la  méthode  de  recherche 
que  j'ai  suivie  pour  l'étude  du  Pk.  phosphorescent,  consiste  à 
mêler  un  très  grand  nombre  de  ces  bactéries  avec  une  masse 
nutritive  insufBsante,  ne  contenant  que  quelques  éléments 
connus  de  l'aliment  nécessaire,  puis  à  déterminer  par  l'addi- 
tion de  quelles  substances  cet  ahmeut  peut  être  rendu  complet, 
c'est  à  dire  capable  d'exciter  l'accroissement  et  la  fonction  lumi- 
neuse. Ces  essais  peuvent  se  faire  soit  dans  desUquides  de  culture, 
soit  dans  une  gélatine  de  culture.  Dans  des  liquides  nourriciers, 
on  peut  très  bien  juger  de  l'action  lumineuse,  mais  l'estima- 
tion exacte  de  la  multiplication  des  bactéries  y  est  difficile. 
Dans  la  gélatine  de  culture,  au  contraire,  le  développement 
de  lumière  et  l'accroissement  des  colonies  se  laissent  déter- 
miner tous  les  deux  avec  beaucoup  de  netteté,  par  contraste, 
de  la  manière  suivante  '). 

■  )  On  trouve  la  description  de  cette  méthode,  appliquée  aux  bactéries 
lumineuses,  dans  la  dissertation  de  M.  lu  Dr.  H.  P.  Wijsraan  :  De  diautaae 
beschouwd  als  matgael  van  n^a^toje  en  deztrinase,  Amsterdam,  1889;  appli- 
quée aussi  à  d'autres  microbes,  dans  mon  Mémoire;  L'Auxanographie,  ou 

Archives  Néerlandaises,  T.  XXIV.  25 
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Dana  ane  gélatine  de  cuUnre  appropriée  à  l'action  photo- 
génique, et  où  l'un  des  éléments  nutritiis  se  trouve  en  excès, 
on  incorpore  un  très  grand  nombre  de  bactéries  de  l'espèce 
à  étudier.  Etendue  en  couche  mince,  cette  masse  forme  une 
plaque  fortement  lumineuse.  Au  bout  de  quelque  temps, 
l'émission  de  lumière  cesse,  et  avec  elle  l'accroissement:  à 
partir  de  ce  moment,  il  n'y  a  plus  de  disponible  que  l'élé- 
ment nutritif  ajouté  en  excès.  Porte-t-on  alors  sur  la  couche 
de  gélatine  les  substances  à  étudier,  celles-ci  se  dissolvent 
localement  dans  la  gélatine  et,  à  partir  du  centre  de  disso- 
lution, se  diffusent  dans  toutes  les  directions,  en  un  champ 
circulaire.  Si  la  substance  est  on  aliment  photogénique,  on 
voit  apparaître  bientôt,  parfois  au  bout  de  quelques  secondes, 
un  champ  lumineux,  qui  s'étend  avec  la  vitesse  de  diffusion 
de  la  matière  en  question  ;  l'extension  cesse  quand  la 
totalité  de  cette  matière  a  été  fixée  par  les  bactéries,  qui 
dès  lors  continuent  à  produire  de  la  lumière  au  moyen  de 
la  réserve  accumulée  dans  leur  corps.  On  reconnaît  ainsi,  à 
première  vue,  que  les  sucres  assimilables  sont  plus  fortement 
absorbés  que  l'aliment  photogénique  par  excellence:  la  gly- 
cérine. L'étendue  des  champs  de  diffusion  ne  dépend  toutefois 
pas  uniquement  de  l'absorption  plus  ou  moins  facile  par  les 
bactéries,  et  de  l'activité  et  du  nombre  des  bactéries  suspen- 
dus dans  la  gélatine,  mais  aussi,  comme  il  a  été  dit,  de  la  vitesse 
de  diffusion  de  la  substances. 

Lorsque  l'aliment  est  propre  à  entretenir  la  croissance  et  la 
division  cellulaire,  son  action  ne  se  borne  pas  à  produire  un 
phénomène  lumineux,  temporaire  de  sa  nature  :  il  donne  heu, 
en  outre,  à  un  „champ  d'accroissement"  durable,  à  un  „auxa- 
nogramme"  '),  caractérisé  par  les  innombrables  colonies  bac- 


ta  méthode  de  Chydrodiffusion  dans  la  gélatine,  appliquée  aux  recherches 
microbiûlogiques,  {Arch.  néerl.,  T.  XXIII,  p.  367,  1889,  et  Versl.  m  Me- 
dedeeî.  d.  Kon.  Akad.  v.  Wet..  Afd.  Natuurk.  Deel  VI,  p.  123,  1889). 
■  )  Voir  le  Mémoire  ci-dessus  cité  ;  V Auxanographie,  etc. 
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tériennes  qui,  dans  le  champ  de  di£fusion  de  la  substance 
nutritive,  se  sont  développées  beaucoup  plus  fortement  qu'en 
dehors,  d'où  résulte  un  contraste  frappant.  Quand  l'aliment 
agit  de  cette  façon,  il  peut  être  appelé  ^plastique".  Je  ferai 
remarquer,  dès  à  présent,  que  si  un  aliment  photogénique  doit 
toujours  être  plastique,  la  réciproque  n'est  pas  vraie:  un  ali- 
ment plastique  n'est  pas  toujours  photogénique,  d'où  il  suit 
que,  chez  les  bactéries  lumineuses,  la  production  de  lumière 
n'est  en  connexion  nécessaire  ni  avec  l'acte  respiratoire,  ni 
avec  l'accroissement.  Cela  conduit  déjà  à  présumer,  —  ce  que 
d'autres  faits  rendent  à  peu  près  certain,  —  que,  même  dans 
des  cultures  fortement  lumineuses,  c'est  seulement  une  partie 
de  l'énei^e  dégi^ée,  qui  est  nécessairement  et  généralement  émise 
sous  forme  de  lumière.  Néanmoins,  d'après  l'observation  de 
cas  où  l'accroissement  des  bactéries  lumineuses  est  presque 
entièrement  exclu,  tandis  que  la  production  de  lumière  per- 
siste, il  me  paraît  probable  que  le  rapport  entre  la  respiration 
et  la  luminosité  est  assez  intime  pour  que,  dana  des  circonstances 
déterminées,  la  totalité  de  l'énergie  contenue  dana  l'aliment 
photogénique  puisse  s'échapper  à  l'état  de  lumière. 

La  méthode  de  la  gélatine,  appliquée  comme  il  a  été  dit. 
présente  toutes  sortes  d'avantages,  qu'il  est  inutile  d'énumérer 
ici  de  nouveau.  Je  noterai  seulement  que  par  elle  l'étude  des 
sucres,  qui  dans  les  cultures  liquides  offre  de  grandes  diffi- 
cultés â  raison  des  acides  auxquels  ils  donnent  naissance,  est 
rendue  facile,  vu  que  l'acide  peut  se  diffuser  dans  la  gélatine. 

Dans  les  expériences  avec  la  gélatine,  il  ne  faut  jamais 
perdre  de  vue  que  la  gélatine  du  commerce  contient  tou- 
jours un  peu  de  „peptonea".  A  l'origine,  j'ignorais  cette  cir- 
constance, ce  qoi  m'a  conduit  plus  tard  à  répéter  toutes  mes 
expériences  décisives  dans  des  Uquides  nourriciers  de  com- 
position déterminée.  De  cette  manière,  je  suis  arrivé  à  la 
conclusion  que,  sauf  les  peptones,  il  ne  se  trouve  dans  la 
gélatine  du  commerce  aucune  autre  matière  étrangère,  azotée 
ou  non,  assimilable  par  les  bactéries  lumineuses. 

25* 
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Les  bactéries  qui  liquéfient  la  gélatine,  la  convertiBsent  par- 
tiellement,  par  leurs  enzymes,  en  peptones  '  ),  de  sorte  que 
notre  méthode  de  la  gélatine  ne  peut  alors  plus  être  employée 
de  la  même  façon  et  il  faut  avoir  recours  à  l'agar-agar  et 
aux  liquides. 

Cette  remarque  s'applique  tout  spécialement  aux  Ph.  inàicum 
et  Ph.  Iwminùtum.  Pourtant,  si  à  une  dissolution  de  gélatine  pure 
dans  l'eau  de  mer,  le  Ph.  indicam  est  ajouté  en  quantité  suffi- 
sante pour  que,  après  coagulation,  on  obtient  une  plaque  de 
gélatine  fortement  lumineuse,  il  se  forme  pendant  les  pre- 
mières heures  si  peu  de  trypaine  qu'on  n'observe  pas  trace 
de  liquéfaction.  Mais  place-t-on  à  la  surfece  de  cette  couche  les 
matières  qu'on  veut  étudier,  celles  ci,  au  cas  où  il  en  résulte  un 
accroissement  un  peu  notable,  donnent  en  môme  temps  lieu  à 
une  forte  liquéfaction,  ce  qui  doit  évidemment,  à  cause  de  la 
peptonisation,  apporter  aussi  un  changement  aux  conditions 
nutritives.  H  est  vrai  que  la  gélatine  est  alors  transformée 
en  un  aUment  photogène  n'ayant  à  basse  température  qu'une 
action  faible,  beaucoup  plus  faible  par  exemple  que  celle  des 
matières  photogènes  des  extraits  de  poisson  ;  mais  cette  action 
n'en  obscurcit  pas  moins  les  conclusions  à  tirer  des  expé- 
riences. Àus9i,  le  Ph.  indieum  et  le  Ph.  lammoaum  donnent-ils 
des  résultats  moins  douteux  quand  ils  sont  cultivés  dans  des 
liquides,  cas  où  l'on  est  un  peu  plus  maître  de  la  composition 
de  l'aliment  et  où  l'on  peut  aussi  opérer  plus  facilement  à  des 
températures  élevées.  Naturellement  on  perd,  en  se  servant  de 
liquides,  le  grand  avantage  résultant  des  différences  de  concen- 
tratioQ  qui  se  produisent  d'elles-mêmes,  dans  les  champs  de 
diffusion,  BUT  les  plaques  de  gélatine.  Quant  à  l'inclusion  dans 
l'agar,  pour  une  raison  dont  je  ne  me  rends  pas  bien  compte, 
elle  entrave  fortement  la  croissance,  de  sorte  qu'il  n'y  a  pas 
grand'chose  à  tirer  des  expériences  faites  par  ce  procédé. 

I  )  Dans  ces  eupériencus,  comme  dans  toutes  les  suivanteB,  on  Buppose 
que  l'alituent  contienne  les  phosphates  nécessaires,  ainsi  que  les  autres 
éléments  des  cendres. 
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Quoi  qu'il  en  soit,  des  différents  résultabj  obtenus  par  ces 
trois  voies  on  peut  conclure  que  les  conditions  nutritives  des 
deux  bactéries  en  question  sont  tout  autres  que  celles  du 
Ph.  p}iogphoreacen8  et  du  Ph.  Pfiilgeri,  espèces  dont  se  rappro- 
chent le  plus,  comme  nous  l'avons  vu,  les  deux  formes  bien 
ou  point  liquéfiantes,    Ph.   Fischeri  et  Ph.  Fiacheri  i.  balUca. 

Les  susdites  conditions  nutritives  générales  seront  considé- 
rées de  plus  près  au  §  4. 

Le  Phoiobacterium  phoapkoreacens  et  le  Ph.  Pflûgeri  possèdent, 
comme  il  a  déjà  été  dit  plus  haut  (pag.  371  ),  la  propriété  de  faire 
fermenter  la  glucose  et  la  lévulose  avec  dégagement  de 
quantités  à  peu  près  égales  d'acide  carbonique  et  d'hy- 
drogène. Il  est  facile  de  constater  cette  propriété  sur  des 
cultures  par  inoculation  dans  une  gélatine  nourricière, 
contenant  lesdits  sucres  en  proportion  modérée,  par  exemple 
i  pour  cent  de  glucose  ou  I4  pour  cent  de  lévulose, 
ou  moins  encore.  Ces  expériences  de  fermentation  devien- 
nent plus  élégantes,  toutefois,  quand  on  mélange  la  gélatine 
saccharifère  avec  une  grande  quantité  de  bactéries  lumi- 
neuses, et  qu'ensuite  on  la  verse  et  la  laisse  coajiuler  dans 
un  large  tube.  Bientôt,  au  bout  de  24  heures  par  exemple, 
les  gaz  commencent  à  se  produire,  sous  forme  de  grosses 
bulles,  qui  sont  retenues  par  la  gélatine.  La  fermentation  du 
sucre  ne  s'opère  qu'en  présence  de  peptone  et  d'oxygène,  ce 
dernier  fixé,  à  l'état  de  réserve,  au  corps  des  bactéries  '). 
Dès  que  cet  oxygène  de  réserve  est  consommé,  la  fermen- 
tation cesse  complètement.  Elle  ne  donne  jamais  lieu  au 
dégagement  de  lumière,  mais  bien  à  un  certain  degré  d'accrois- 
sement. Un  grand  excès  d'oxygène  libre  arrête  la  fermentation. 
On  peut  s'en  assurer  en  mêlant  à  la  gélatine  nourricière  un 
peu   de    peroxyde  d'hydrogène;  les  bactéries  lumineuses  en 


■  )  Comp.  mon  Mémoire:  Les  bactéries  lumineuses  dans  leurs  rapports 
'ec  l'oxygène  (Archiv.  néerl.,  T.  XXXIII,  p.  416,  1889). 
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'  dégagent  l'oxygène,  et  c'est  eeulement  après  la  disparition  de 
celui-ci  que  commence  la  formation  des  bulles  d'acide  car- 
bonique et  d'hydrogène.  J'ignore  quels  sont,  en  dehors  de 
l'acide  carbonique  et  de  l'hydrogène,  les  produits  de  la  fer- 
mentation, et  ce  que  devient  le  groupe  C,H,,qmre8teaprès 
que  ces  deux  gaz  ont  été  soustraits  à  la  glucose. 

Je  noterai  encore  ici  que  les  bactéries  lumineuses  sont 
douées  d'un  grand  pouvoir  réducteur,  qu'on  peut  mettre  en 
évidence  de  la  manière  habituelle,  en  ajoutant  aux  cultures 
liquides  ou  sur  gélatine  du  bleu  d'indigo  ou  du  nitre.  Mais, 
en  suspendant  les  bactéries  en  très  grand  nombre  dans  la 
gélatine  ou  l'agar  qui  contient  les  matiÈres  réductibles,  l'ob- 
servation se  facilite  beaucoup.  Cette  fonction  est  influencée  à 
un  haut  degré  par  des  circonstances  accessoires,  dont  l'étude 
reste  à  faire. 


3.    Précautions    particulières. 

L'exécution  des  expériences  auzanographiques  exige  une 
quantité  abondante  des  microbes  spécifiques.  C'est  pourquoi 
il  est  important  de  connaître  des  bonnes  conditions  de  cul- 
ture qui  donnent  une  riche  moisson  d'individus  actifs. 

Ainsi,  pour  obtenir  le  Pkotobacterium  phosphoresems  en  quan- 
tité suffisante  et  dans  un  état  approprié  aux  expériences 
d'émission  lumineuse  et  d'accroissement  dans  les  plaques 
solides,  je  fais  usa^e  d'une  décoction  de  poisson  dans  de  l'eau 
de  mer  '),  à  laquelle  j'ajoute  1  pour  cent  de  peptone  et  2  pour 
cent  de  glycérine.  Les  lignes  tracées  sur  une  pareille  gélatine 
brillent  déjà  d'une  vive  lumière  au  bout  de  24  heures;  après 
2  ou  3  jours,  il  s'est  forméà  15°Cune  masse  bactérienne  jaune 


■  )  L'emploi  d'infusions  de  poisson,  additionnées  de  3  pour  cent  de  sel 
arin,  pour  les  cultures  de  bactéries  lumineuses,  a  été  recommandé  par 
.  C.  B.  Tilanus,  dans:  TijdsehHftvoor  GmeeskundeD\.%p»g.im,i8Sl. 
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grisâtre,  de  consiâtaDce  très  molle,  facile  à  diviaer  dans  la 
gélatine  ou  l'eau  de  mer,  et  tellement  abondaute  qu'où  peut 
directement  l'appliquer  aux  expériences,  sans  avoir  à  attendre 
la  multiplication  préalable  des  bactéries  dans  la  gélatine  qui 
reçoit  la  semeuce  en  suspension. 

Quand  on  n'a  pas  ajouté  de  glycérine  à  la  gélatine  de 
culture  dont  il  vient  d'être  question  et  qui  doit  procurer  la 
semence,  l'accroissement  y  est  très  restreint;  le  nombre  des 
bactéries  formées  est  alors  si  faible,  qu'elles  ne  sont  pas 
suffisantes  pour  l'exécution  des  expériences  projetées,  mais  le 
deviennent  seulement  après  avoir  été  mélangées  avec  une 
gélatine  nourricière  dans  laquelle  elles  puissent  se  multiplier 
et  former  des  colonies.  De  là,  sinon  une  source  d'erreurs,  au 
moins  une  cause  de  retard  dans  la  marche  de  l'expérience, 
retard  qu'on  peut  éviter  en  opérant  de  la  manière  indiquée 
en  premier  lieu. 

L'addition  d'asparagine  à  la  gélatine  peptonisée  du  poisson 
bouilli  dans  l'eau  de  mer,  peut,  tout  comme  ceÏÏè  de  la  gly- 
cérine, favoriser  l'accroissement  des  bactéries;  par  elle  aussi, 
on  obtient  des  matériaux  d'expérience  abondants  et  éminem- 
ment lumineux.  Lorsque,  au  contraire,  à  la  susdite  gélatine 
on  ajoute  à  la  fois  de  la  glycérine  et  de  l'asparagine,  il  en 
résulte  une  masse  bactérienne  d'abord  très  compacte,  qui  ne 
se  laisse  que  difficilement  diviser  dans  la  gélatine  ou  dans 
l'eau  de  mer,  et  que  même  avec  un  fil  de  platine  on  a  de 
la  peine  à  désagréger  entièrement.  Ce  n'est  qu'au  bout  de 
plusieiu'S  jours  que  ces  cultures  deviennent  molles  et  utilisa- 
bles. Plus  tard,  beaucoup  d'individus  meurent  dans  les  lignes 
d'inoculation,  ce  qui,  lors  de  la  division  dans  la  gélatine,  y 
occasionne  inutilement  un  trouble;  des  bactéries  vivantes  et 
fortement  lumineuses  peuvent,  au  contraire,  même  introduites 
en  grande  quantité,  fournir  une  plaque  de  gélatine  parfaite- 
ment transparente  et  d'im  grand  pouvoir  limiineux.  Il  est 
aussi  très  important  de  conserver  les  cultures  mères  des 
semences,   à  une  température  basse  qui  ne    s'élève  pas  au 
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dessus  de  10"  C;  c'est  la  chaleur  qui  est  la  principale  cause 
de  la  dessiccation  .héréditaire"  des  cultures,  si  défavorable 
pour  les  expériences. 

Des  terrains  bien  préparés  avec  beaucoup  de  bactéries  actives 
possèdent  un  si  haut  degré  de  sensibilité  chimique  qu'au  bout 
de  quelques  secondes  ils  réagissent  déjà  à  l'action  de  beau- 
coup de  substances,  particulièrement  à  celle  de  la  lévulose  ei 
de  la  glucose.  Les  réactions  de  Bunsen,  par  coloration  de  la 
flamme,  trouvent  ici  leur  anologue  physiologique;  elles  peuvent 
même,  au  point  de  vue  de  la  longue  durée  des  phénomènes, 
être  surpassées  de  beaucoup  par  la  lumière  des  bactéries  (voir, 
par  exemple,  p    394). 

Dans  certains  cas,  par  exemple  lorsqu'on  veut  mettre  tous 
les  individus  dans  des  conditions  à  peu  près  égales  par 
rapport  à  l'oxygène,  il  convient  d'ensemencer  les  bactéries 
lummeuses  sur  la  gélatine,  comme  pour  une  culture  ordinaire 
eu  colonies.  A  cet  effet,  on  verse  la  gélatine  nourricière  dans 
une  boîte  de  verre  et  on  la  recouvre,  après  coagulation, 
d'eau  de  mer  stérilisée,  dans  laquelle  on  a  délayé  les  bactéries. 
Aussitôt  après  l'eau  de  mer  est  éloigné.  Grâce  â  l'humectation 
de  la  gélatine,  il  s'y  attache  çà  et  là  des  bactéries,  qui  bientôt 
se  développent  en  colonies.  On  obtient  ainsi  des  plaques  sur 
lesquelles  les  colonies  de  bactéries,  même  celles  de  bactéries 
liquéfiantes,  comme  le  Ph.  mdicum  et  le  Ph.  îuminosum,  peuvent 
être  soumises  à  l'action  de  substances  susceptibles  de  diffusion. 

Mais,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  remarquer,  il  vaut 
mieux,  quand  rieu  ne  s'y  oppose  d'ailleurs,  mélanger  avec 
la  gélatine  un  très  grand  nombre  de  bactéries.  En  effet,  outre 
l'élémeut  nutritif  expressément  ajouté  en  excès,  le  terrain  de 
culture  renferme  toujours,  à  l'origine,  de  petites  quantités 
d'aliment  photogène,  lesquelles  proviennent,  comme  impuretés 
inévitables,  de  l'eau  de  mer,  de  la  gélatine,  de  l'aliment 
mélangé  avec  celle-ci,  ou  enfin  du  mucilage  bactérien  lui- 
même.  Or,  si  à  une  pareille  gélatine  impure  on  incorpore 
une   surabondance  de  bactéries  lumineuses,  tout  ce  qui  peut 
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y  servir  comme  aliment  plastique  et  photogène  complet, 
c'est-à-dire,  lout  ce  qui  s'y  trouve  dans  le  rapport  des  néqui- 
valents  plastiques"  (voir  §  5),  est  bientôt  conBommé,  absorbé 
par  les  bactéries,  pour  être  converti  en  substance  bactérienne 
vivante  ou  pour  être  éliminé  sous  la  forme  d'acide  carbonique 
et  d'hydrogène,  avec  dégagement  de  lumière;  seul,  l'élément 
nutritif  ajouté  en  excès,  reste  alors,  à  l'état  de  pureté,  dans 
la  gélatine.  Les  bactéries  débarrassent  manifestement  le  milieu 
ambiant  de  tout  ce  qui  pourrait  exercer  une  influence  per- 
turbatrice sur  le  cours  des  expériences,  ou  rendre  incertaine 
l'interprétation  des  résultats. 

TjOS  expériences  sur  le  Ph.  phoaphoreacem  et  le  Ph.  PJlilgeri 
doivent  être  faites  à  des  températures  comprises  entre  10° 
et  15°  G. 

Pour  l'établissement  de  terrains  lumineux  avec  le  Ph. 
indwttm,  dans  le  mélange  eau  de  mer-gélatine  ou  eau  de 
mer-agar,  je  fais  usage  de  cultures  de  ces  bactéries  sur 
la  gélatine  de  poisson-eau  de  mer,  additionnée  de  ^  pour 
cent  de  peptone  et  de  ^  pour  cent  d'asparagine.  J'ai  reconnu, 
en  effet,  que  par  la  présence  de  l'asparagine  la  liquéfaction 
est  retardée,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  de  l'accroissement,  de  sorte 
que  dans  une  goutte  de  semblables  cultures  on  trouve  beau- 
coup de  bactéries  et  relativement  peu  de  matière  inopportune. 
Comme  l'optimum  de  température  pour  les  fonctions  vitales 
de  cette  espèce  est  situé  bien  au-dessus  de  celui  du  Ph. 
pfiosphorescena,  savoir,  au-dessus  de  24°  G,  que  le  maximum 
de  pouvoir  lumineux  ne  s'observe  que  vers  30°  G,  et  qu'en 
outre  l'agar-agar,  ainsi  qu'il  a  déjà  été  dit,  entrave  un  peu 
l'accroissement,  l'expérimentation  dans  des  liquides  de  culture 
est,  au  cas  actuel,  indispensable  pour  l'étude  complète  de  la 
fonction  lumineuse. 

4.  Les  conditions  générales  de  la  nutrition. 

Ce  n'est  qu'avec  le  Ph.  pkouphoreacens  et  le  Ph.  indicum  que 
j'ai  exécuté  des  expériences  en  nombre  suffisant  pour  pouvoir 
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me  faire  une  idée  aasez  complète  de  la  relation  entre  l'accrois- 
sement et  la  luminosité  de  ces  eapôces  avec  leur  nutrition,  au 
point  de  vue  des  substances  étudiées  et  dans  toutes  les  circon- 
stances, -  une  seule  exceptée,  —  déterminées  par  le  médium 
ambiant;  j'ai  trouvé  cette  nutrition  relativement  simple.  Les 
Ph.  Pflugeri  et  Ph.  J'Mcfc«ri  s'accordent  d'une  manière  générale 
avec  le  Pk.  pkoaphoreêcena,  mais  dans  les  détails  ils  présentent 
des  dififêrencea,  en  partie  intéressantes,  d'autre  part  pas  encore 
approfondies.  Le  Ph.  indicum,  et  avec  lui  le  Ph.  îuminosum,  se 
trouve  dans  un  cas  tout  à  fait  à  part.  De  ces  deux  espèces,  j'ai 
examiné,  comme  je  l'ai  dit,  avec  soin  la  première,  dont  j'ai 
trouvé  la  nutrition  encore  plus  simple  que  celle  du  Ph.phos- 
phorescens.  Quant  au  Ph.  lumiîioaum,  la  grande  variabilité  de 
sa  fonction  lumineuse  en  rend  l'étude  très  difficile,  mais  sa 
nutrition  ne  diffère  guère  de  celle  du  Pk.  indicum. 

Commençons  cet  aperçu  sommaire  par  le  Ph.  phospharesems, 
dont  le  Ph.  Pflugeri  se  rapproche  en  tout  cas  suffisamment 
pour  pouvoir  être  compris  sous  la  même  règle  générale. 

Le  problème  tout  entier  de  la  nutrition  de  ces  bactéries 
est  renfermé  dans  le  court  énoncé  suivant:  L'accrcdaaement 
et  l'émission  de  lumière  exigent,  l'un  aussi  bien  que  l'autre,  la 
présence  simultanée  d'un  corps  peptonique,  auquel  puisse  être  emr 
emprunté  l'azote  nécessaire,  et  d'une  seconde  matière,  azotée  ou 
non,  comme  sov/rce  de  carbone.  La  peptone  seule  ne  détermine 
ni  accroissement  ni  production  de  lumière  ;  les  amides  et 
les  sels  ammoniacaux  des  acides  organiques  sont  dans  le 
même  cas  que  la  peptone,  attendu  que  ni  l'azote  du  groupe 
amide,  ni  celui  de  l'ammoniaque,  n'est  assimilable.  Réunis 
à  la  peptone,  toutefois,  ces  amides,  aussi  bien  que  ces 
sels  ammoniacaux,  peuvent  devenir  aliment  photogène  et 
aliment  plastique,  l'azote  étant  éhminé  à  l'état  de  sel 
ammoniacal,  par  exemple  à  l'état  de  phosphate  ammoniaco- 
magnésien. 
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Le  tableau  suivant  rendra  encore  plus  clair  ce  qui  vient 
d'être  dit; 

Peptone  seule obscurité  et  pas  d'accroissement 

Asparagine  seule „        „„  , 

Glycérine  seule ,        ,„  „ 

Malate  d'ammoniaque  seul    .  .         n        »     t  n 

Asparagine  avec  glycérine  ...  n        »     »  n 

Peptone  avec  asparagine lumière  et  accroissement 

Peptone  avec  glycérine „        „  „ 

Peptone  avec  malate  d'ammoniaque  .         „        „  i. 

Peptone  avec  asparagine  et  glycérine  -         „        „  » 

Très  remarquable  me  parait  le  fait  que  les  combinaisons 
carbonées,  telles  que  la  glycérine,  qui  réunies  à  la  peptone 
constituent  un  aliment  pbotogène  et  plastique,  sont,  sans 
peptone,  absolument  incapables  de  donner  lieu  à  la  produc- 
tion de  lumière.  De  pareilles  matières  restent  très  longtemps 
inaltérées  dans  les  cultures  obscures,  comme  le  prouve  la 
lumière  que  celles-ci  dégagent  quand  on  y  ajoute  de  la  peptone. 
Néanmoins,  je  regarde  comme  probable  que  dans  un  laps  de 
temps  très  grand,  sous  l'action  de  la  respiration  sans  déve- 
loppement de  lumière,  elles  finissent  par  disparaître  totalement. 
En  effet,  que  la  respiration  continue  en  l'absence  de  peptones 
libres,  c'est  là  une  conséquence  nécessaire  de  tout  ce  que 
nous  savons  au  sujet  de  ce  processus  en  général,  et  la  thèse, 
que  dans  cet  acte,  des  combinaisons  carbonées  sont  consom- 
mées et  empruntées  au  dehors,  paraît  également  être  d'une 
application  universelle.  Il  n'est  pas  encore  possible  de  juger 
avec  une  sûreté  suffisante  si  les  peptones  aussi  peuvent  agir 
en  ce  sens;  je  crois,  toutefois,  que  tel  est  le  cae  '). 

Au  sujet  des  conditions  nutritives  générales  du  Pfi-fMcften 
et  de  sa  variété  non  liquéfiante,  il  y  a  à  faire  les  mêmes 
remarques  que  pour  le  Ph.  phosphorescens.  Cependant,  le  Ph. 

1)  Nous  verrons  tout  à  l'heure  qu'il  doit  en  être  ainsi  chei  le  Ph. 
luminosum  et  le  Ph.  indicum. 
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Fischeri,  possédant  le  pouvoir  de  liquéfier  la  gélatine,  donne 
ainsi  naissance  à  des  peptones.  Cette  action  est  lente,  mais  elle 
peut  pourtant,  en  présence  d'une  combinaisoD  carbonée,  telle 
que  la  glycérine,  devenir  la  source  d'une  émissou  de  lumière 
très  prolongée. 

En  ce  qui  concerne,  au  contraire,  le  Pk.  lummosum  et  le 
Ph.  indicum,  ceux-ci  se  comportent,  par  rapport  à  l'aliment, 
d'une  manière  toute  diflérente  du  cas  précédent:  Pour  leur 
nutrition  coTnplète  ils  exigent  seulement  de  la  peptone,  ou  des  matières 
albumintndes  qu'ils  peptonisent  par  leurs  énergiques  ensymes  protéoly- 
tiqiwi;  ils  peuvent  donc  de  plein  droit  être  appelés  des  ^Badériesà 
Peptone",  par  opposition  au  groupe  précédent,  auquel  est  applicable 
le  nom  de  „Bactèries  à  P^tone- Carbone"  '  ),  La  différence  exprimée 
par  ces  dénominations  me  paraît  avoir  une  importance  fonda- 
mentale. Si  aux  deux  groupes  susdits  on  en  ajoute  deux  autres, 
ceux  des  Bactéries  à  Amide  et  des  Baciéries  à  Am.moniaqiie  et  à 
Nitrate^  on  obtient  une  distribution  physiologique,  fondée  sur 
le  besoin  d'azote,  qui  n'embrasse  pas  seulement  toutes  les 
bactéries,  mais  aussi  beaucoup  d'autres  formes  vivantes. 

Je  noterai  ici  que  les  nitrates  sont  fortement  réduits  par 
les  bactéries  lumineuses,  ramenés  à  l'état  de  nitrites,  et  peut- 
être  même,  par  les  Pk.  luminoaum  et  indicum,  à  l'état  de 
combinaisons  ammoniacales  ;  mais  les  nitrates  et  les  nitrites, 
pas  plus  que  les  combinaisons  ammoniacales,  ne  peuvent  servir 
de  source  d'azote  à  aucune  de  nos  bactéries  phosphorescentes. 
Jusqu'ici  je  n'ai  même  appris  à  connaître  qu'un  très  petit 
nombre  de  microbes  qui  puissent  tirer  leur  azote  de  l'acide  ni- 
trique ;  je  ne  doute  pas,  néanmoins,  que  des  observations  ulté- 

'  )  Ce  nom  n'est  pas  tout  à  fait  logique,  mais  je  ne  sais  pas  en  imaginer 
de  meilleur  pour  indiquer  que  le  groupe  azoté  de  la  peptone  a  besoin,  dans 
ce  cas,  d'être  complété  par  une  autre  matière,  non  peptonique,  pour  devenir 
substance  oi^anisée  du  corps  de  la  bactérie.  Je  ne  voudrais  pas  affirmer, 
toutefois,  que  le  carbone  des  peptones  est  entièrement  eiclu  de  ce  rôle, 
car  jusqu'ici  bien  peu  de  chose  m'est  connu  quant  aux  produits  de  sécrétion 
des  bactéries  lumineuses. 
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rieures  feront  trouver  plusieurs  de  pareilles  formes,  et  je 
m'occupe  de  la  recherche  de  réactions  propres  à  déceler  leur 
présence  dans  des  milieux  subissant  des  transformations  qui 
invitent  à  une  étude  de  ce  genre.  Il  va  sans  dire  que,  dans 
cet  ordre  d'idées,  les  formes  hypothétiques  qui  fixeraient  l'azote 
atmosphérique    libre,   ne    sont  pas  perdues  de  vue. 

Revenant  aux  Ph.  Iwminoeum  et  indicwm,  j'ai  seulement  â 
mentionner  encore  que  différents  corps  organiques,  tels  que 
sucre  de  canne,  sucre  de  lait,  lévulose,  maltose  et  glucose, 
ajoutés  à  la  peptone,  ne  sont  pas  à  la  vérité  complètement 
inactifs,  mais  nuisent,  ici  également,  par  la  production  d'un 
acide  (en  quantité  notable  surtout  avec  la  glucose  et  la  lévu- 
lose), â  la  croissance  et  au  pouvoir  lumineux.  La  glycérine 
parait  agir  de  manière  analogue.  L'asparf^ne,  au  contraire, 
ajoutée  en  petite  quantité,  donne  lieu  â  un  accroissement  de 
lumière,  peut-être  par  sa  conversion  en  combinaisons  ammo- 
niacales, qui  pourraient  neutraliser  des  acides  formés  à  l'inté- 
rieur. Dans  mes  communications  antérieures  sur  les  bactéries 
lumineuses,  j'ai  dit  que  la  glycérine  peut  agir,  chez  les  Ph. 
luTimiosum,  et  indicum  aussi,  comme  aliment  photogène  ;  je  ne 
m'explique  pas  bien  comment  cette  erreur  a  pu  être  commise, 
et  j'en  suis  réduit  à  supposer  la  présence  d'impuretés  dans 
les  matières  alors  employées.  Admettre  que  mes  bactéries  elles- 
mêmes  auraient,  dans  le  cours  d'une  année,  subi  une  modifi- 
cation physiologique  assez  profonde  pour  que  leur  réaction  aux 
susdites  matières  soit  changée,  cela  paraît  impossible,  car,  par 
une  sélection  régulière,  mes  cultures  sont  restées,  au  moins 
sous  tous  les  autres  rapports  '  ),  identiques  à  ce  qu'elles  étfiient 
originairement.  Comme  je  ne  suis  arrivé  qu'après  une  longue 
suite  d'observations  à  l'intelligence  précise  de  la  signification 
des  peptones  pour  nos  bactéries,  il  n'est  pas  surprenant  qu'au 
début  j'aie  été  exposé  à  des  méprises. 

Il  y  a  une  chose,  toutefois,  au  sujet  de  laquelle  mon  expérience 


>  )  Seul,  le  pouvoir  lumineux  a  peut-être  éprouvé  une  légère  augmentation. 
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e8t  encore,  même  aajoard'hui,  trop  imparfaite,  et  qai  pourtant 
peut  jouer  un  rôle  très  important  dans  les  recherches  micro- 
biennes. Je  veux  parler  de  l'état  particulier  où  se  trouvent 
les  bactéries  qui  sortent  à  peine  de  l'état  sauvage  et  sont 
soumises  pour  la  première  fois  aux  conditions  culturales  d'un 
laboratoire  bactériologique.  On  observe  alors  toutes  sortes 
de  changement  plus  ou  moins  notables,  qui  s'opèrent  assez 
rapidement  et  conduisent  bientôt  à  un  étal  de  stabilité,  lequel 
persiste.  La  même  variabilité  se  remarque  chez  quelques  espèces 
qui  passent  simplement  d'un  laboratoire  bactériologique  à  un 
antre.  J'en  citerai  un  exemple.  Lorsque  je  reçus  pour  la  pre- 
mière fois  le  Ph.  indîcum  et  le  Pk.  Fischeri,  de  M.  Fischer, 
de  Kiel,  le  Ph.  Fischeri,  ainsi  qu'il  a  déjà  été  dit,  liquéfiait 
fortement  la  gélatine.  Or,  après  que  j'eus  tracé,  sur  de  la 
gélatine  de  poisson,  les  premières  lignes  de  culture,  il  se  forma 
au  voisinage  de  ces  lignes  un  grand  nombre  de  petites  colo- 
nies entièrement  isolées,  évidemment  provenues  de  bactéries 
qui  s'étaient  déplacées  à  la  surface  de  la  gélatine,  en  s'éloignant 
des  lignes.  Je  songeai  d'abord  à  un  dépôt  de  vapeur  d'eau 
condensée,  lequel  aurait  pu  servir  de  véhicule  aux  bactéries; 
mais  cette  exphcation  fut  reconnue  fausse.  La  suite  de  l'ex- 
périence montra  bientôt  que  la  particularité  en  question 
avait  été  de  nature  simplement  temporaire  et  devait  avoir 
dépendu  d'un  état  spécifique  des  bactéries  elles-mêmes; 
celles-ci  avaient  peut-être  pris  à  la  gélatine  de  hareng,  sur 
laquelle  elles  avaient  été  cultivées  antérieurement,  certains 
éléments,  dont  elles  s'étaient  débarrassées  peu  à  peu  dans 
mes  cultures  sur  gélatine  de  poisson-eau  de  mer.  Au  reste, 
je  ne  crois  pas  qu'un  changement  de  cette  espèce,  unique- 
ment relatif  à  l'état  de  motilité,  ait  été  accompagné  d'une 
différence  dans  l'aptitude  à  réagir  par  le  dégagement  de  lu- 
mière ou  l'accroissement  â  l'action  de  matières  déterminées; 
pour  une  pareille  hypothèse,  la  preuve  fait  défaut  Nous  sa- 
vons en  outre,  par  les  belles  expériences  de  M.  Engelmann  et 
de  M,  Pfeffer,    quelles   influences  extraordinairement  faibles 
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régissent  les  mouvements  des  bactéries.  Il  ne  m'a  pas  semblé 
superflu,  toutefois,  de  faire  remarquer  que  nous  n'avons  pas 
encore  la  certitude  absolue  de  l'inactivité,  en  toutes  circon- 
stances, de  la  glycérine  sur  les  Ph.  indicum  et  luminomtm,  bien 
que  pour  le  moment,  d'après  toutes  mes  expériences  posté- 
rieures, je  doive  admettre  cette  inactivité. 

Je  ne  puis  terminer  ce  §  sans  noter  le  fait  que  de  la  diastase 
(amylase)  est  sécrétée  '  )  par  les  Photobacterium  luminosum  et  mdi- 
cwm,  en  grande  quantité  par  la  première  espèce,  en  petite  quan- 
tité par  la  seconde.  Ainsi  se  trouve  rectifiée  une  erreur  de  mon 
Mémoire  précédent,  dans  leqael  je  disais  qu'aucune  des  bac- 
téries lumineuses  ne  sécrète  de  la  diastase.  Cette  erreur  pro- 
venait du  fait  que  la  production  de  diastase  par  les  bactéries 
est  quelquefois  nulle  dans  les  cultures  liquides;  or,  ce  sont 
de  pareilles  cultures  qui  m'avaient  fait  porter  un  jugement 
précipité.  Si  l'on  trace  des  lignes  de  Ph.  luminosu/m  ou  de 
Ph.  indicum  sur  de  la  gélatine-eau  de  mer-poisson  contenant 
de  l'amidon,  la  diastase  sécrétée  par  ces  lignes  très  fondantes 
se  diffuse  dans  la  gélatine  encore  soUde  qui  les  entoure,  de 
sorte  que,  en  versant  sur  la  masse  une  solution  d'iode,  on 
voit  apparaître  sur  un  fond  bleu,  de  larges  bandes  incolores, 
composées  d'une  partie  liquéfiée,  limitée  de  chaque  côté  par 
un  bord  solide  incolore.  Quelle  signification  faut-il  attacher  au 
sucre  qui  se  forme  en  pareil  cas  ?  On  ne  saurait  guère  ad- 
mettre qu'il  soit  sans  fonction,  et  pourtant,  comme  la  re- 
marque en  a  déjà  été  faite,  je  n'ai  pu  trouver  au  sucre  qu'une 
action  nuisible.  Il  se  peut,  toutefois,  que  des  actions  à  peine 
perceptibles,  exercées  sur  la  croissance  ou  la  respiration  des 

i)  J'ignore  encore  quelles  sont  les  conditions  qni  régissent  ce  phéno- 
mène. La  présence  de  sucres  empêche  cbez  les  bactéries  lumineuses  (de 
même  que  chez  quelques  autres  espèces)  la  sécrétion  d'un  enzyme  tryp- 
tique,  mais  non  celle  de  la  diastase.  Pourtant,  chez  une  bactérie  que  j'ai 
nouvellement  trouvée,  et  qui  sécrète  une  très  grande  quantité  de  diastose, 
la  formation  de  cette  matière  est  temporairement  arrêtée  par  la  présence 
de  beaucoup  de  oialtose  dans  l'aliment. 
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microbes  par  de  faibles  quantités  de  différentes  matières,  aient 
plus  d'importance  que  nous  ne  leur  en  connaissons.  En  ce 
sens,  les  produits  de  l'action  diastaaique  pourraient  donc 
jouer  un  rôle  pour  nos  bactéries  '},  Le  dégât  causé  par  le 
sucre  à  la  croissance  de  différentes  espèces  de  bactéries  est 
peut-être  aussi  de  quelque  poids  dans  la  lutte  pour  l'exisience 
que  les  bactéries  lumineuses,  relativement  rares,  ont  à  soutenir 
contre,  leurs  innombrables  concurrents;  dans  ce  cas,  toutefois, 
la  formation  de  sucre  devrait  à  coup  sûr  être  regardée  comme 
une  arme  des  plus  sînguUères,  si  l'on  réfléchit  qu'une  quantité 
un  peu  notable  do  sucre  devient  très  nuisible  aux  Ph.  lumi- 
nosum  et  indiewm.  eux-mêmes. 

5.  Equivalents  plastiques  chez  les  Microbes 
à  Peptone-Carbone. 

L'exemple  suivant  fera  compendre  ce  que  j'entends  sous  la 
dénomination  de  ^équivalents  plastiques". 

Précédemment,  j'ai  dit  que  la  gélatine  du  commerce  con- 
tient toujours  un  peu  de  peptones,  assimilables  par  les  bac- 
téries lumineuses  et  par  d'autres  microbes.  Dans  une  solution 
à  8  %  de  gélatine  de  la  marque  329  de  la  fabrique  de  gélatine 
de  Winterthur,  cette  quantité  de  peptone  est  équivalente  à 
iVs  pour  cent  de  sucre  de  canne,  lorsqu'il  s'agit  de  la  fer- 
mentation et  de  la  production  de  levure  déterminées  par  le 
Sacckaromyces  ellipsoideus  dans  une  mince  couche  de  gélatine 
de  1  mm  d'épaisseur,  où.  l'air  peut  facilement  pénétrer  et  at- 
teindre toutes  les  cellules,  même  les  plus  profondes.  Cela 
signifie  que  la  susdite  solution  de  gélatine  à  8  %,  mélangée 
avec  des  cellules  de  levure,  de  la  cendre  de  levure  et  IJ  pour 

1)  Des  expériences  de  diffusion,  faites  avec  le  sucre  de  canne  sur  pla- 
giiez de  gélatine  rendues  lumineuses  par  le  Ph.  indicum,  semblent  indi- 
quer qu'à  l'état  d'extrême  dilution  ce  sucre  peut  déterminer  un  foible 
accroissement  de  lumière.  Hais  dans  les  cns  où,  comme  ici,  il  ne  se  forme 
que  d'étroits  anneaux  lumineux  autour  de  champs  obscurs,  il  n'est  jamais 
certain  que  la  matière  diffusée  soit  la  cause  primaire  du  phénomène 
observé. 
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cent  de  sucre  de  canne,  est  au  bout  de  quelque  temps  en- 
tièrement débarrassée  de  peptone  et  de  sucre  de  canne,  parce 
que  les  peptones  de  la  gélatine  et  le  sucre  de  canne  ajouté 
se  trouvent  entre  eux  dans  des  proportions  précisément  telles 
qu'ils  font  naître  des  cellules  de  levure,  sans  qu'il  reste  un 
excédent  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  matières. 

Un  semblable  rapport  d'équivalence  doit  exister,  pour  les 
bactéries  lumineuses,  entre  les  peptones  de  la  gélatine  et  toute 
substance  qui  peut,  en  réunion  avec  elles,  déterminer  l'ac- 
croissement et  la  luminosité  de  ces  bactéries.  Quel  est  ce 
rapport  pour  la  peptone  et  l'aliment  photogène  par  excellence  : 
la  glycérine?  Quelle  valeur  a-t-il  pour  d'autres  matières" pho- 
togènes, telles  que  les  sucres,  les  sels  d'acides  oi^aniques,  les 
amides?  Comment  se  comportent  à  cet  égard  d'autres  espèces 
de  bactéries,  soumises  â  des  conditions  nutritives  analogues?. 
Quelle  est,  dans  ce  cas,  l'influence  de  l'accès  plus  ou  moins  libre 
de  l'oxygène  ?  Toutes  ces  questions,  si  importantes  qu'elles  soient 
en  elles-mêmes,  doivent  être  écartées  ici,  et  pour  le  but  que  nous 
avons  présentement  en  vue  nous  pouvons  nous  rendre  indépen- 
dant de  leur  solution,  en  ajoutant  la  substance,  employée  con- 
jointement avec  la  gélatine,  en  proportion  supérieure  à  son 
^équivalent  plastique".  C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'une  géla- 
tine-eau de  mer  à  8%,  mélangée  avec  des  bactéries  lumineuses 
et  additionnée  de  2  %  de  glycérine,  sera  bientôt  changée  en 
un  ^terrain  glycérinique"  pur,  parce  que  2  %  de  glycérine  est, 
par  rapport  à  la  quantité  de  peptone  contenue  dans  la  gélatine, 
beaucoup  plils  que  l'équivalent  plastique  de  la  glycérine.  Ké- 
ciproquement,  en  ajoutant  de  la  peptone  en  excès,  on  peut 
facilement  acquérir  la  certitude  que  les  matières  portées  sur 
la  gélatine  lumineuse  ne  trouvent  dans  leur  substratum  rien 
d'autre  que  de  la  peptone,  pour  donner  avec  elles  de  la 
lumière  ou  provoquer  de  l'accroissement.  L'insuffisance  actuelle 
de  mes  observations  m'empêche  seule  de  m'étendre  ici  davantage 
sur  les  „équivalents  plastiques",  de  l'importanee  desquels  je 
suis  d'ailleurs  pleinemeut  convaincu. 
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Dans  ce  qui  précède,  il  a  toujours  été  supposé  que  sans 
consommation  de  peptone  il  ne  s'opère  pas  de  d^agement 
de  lumière,  et  c'est  là  certainement,  en  général,  l'expressioii 
de  la  vérité.  Il  y  a,  toutefois,  deux  séries  de  phénomènes, 
dont  la  première  ne  s'accorde  que  difficilement,  et  la  seconde 
peut-être  pas  du  tout,  avec  la  règle  suivant  laquelle  la  loini- 
nosité  serait  toujours  liée  à  la  disparition  de  peptones  et  à  la 
formation  de  protoplasma.  Je  veux  parler,  en  premier  lieu, 
de  l'influence  que  la  présence  de  petites  quantités  de  sucres 
assimilables,  dans  la  gélatine  nourricière,  exerce  sur  la  marche 
des  actions  lumineuses  et  sur  le  développement  des  champs 
de  croissance.  Voici  l'observation. 

Les  champs  lumineux  formés  par  les  sucres  sur  des  terrains 
ensemencés  de  Ph.  pkospkoreacens  et  contenant  beaucoup  de 
peptone  mais  pas  de  matières  photogènes,  sont  ordinairement 
très  brillants,  mais  de  courte  durée  et  remplacés  par  des 
champs  d'accroissement  vigoureux.  Au  bout  de  un  ou  deux 
jours,  le  champ  perd  de  son  intensité  lumineuse  ou  devient 
complètement  obscur.  Tout  autres  sont  les  phénomènes  lorsque 
le  terrain,  outre  la  peptone,  contient  aussi  un  peu  de  sucre, 
par  exemple  y^  pour  cent  de  glucose  ou  de  maltose.  Placés 
sur  de  pareils  terrains,  les  sucres  forment  également  des 
champs  lumineux,  qui  toutefois  sont  plus  étendus  que  dans 
le  cas  précédent,  d'où  il  ressort  que  le  sucre  déposé  à  la 
surface  est  absorbé  moins  rapidement.  Mais,  ce  qu'il  y  a  de 
remarquable,  c'est  la  longue  durée  du  dégagement  de  lumière, 
qui,  pour  un  milligramme  de  sucre,  diffusé  par' un  décimètre 
carré  et  à  environ  la  moitié  de  l'intensité  lumineuse  maxi- 
mum, peut  continuer  pendant  15  jours  ou  plus  et  est  accom- 
pagné, dans  ces  champs,  d'une  croissance  très  faible.  Avec 
l'asparagine,  qui  sur  les  terrains  peptouisés  ordinaires  déter- 
mine, tout  comme  les  sucres  quoique  plus  tardivement,  un 
fort  dégagement  de  lumière  et  une  croissance  vigoureuse, 
l'accroissement  sur  de  pareils  terrains  saccharifères  peut  même, 
paralt-il,  faire  presque  tout  à  fait  défaut,  tandis  que  la  lumi- 
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nosité  demeure  intense  et  persiste  longtemps.  Bien  certaine- 
ment, la  quantité  de  lumière  produite  dans  ces  dernières 
circonstances  est  beaucoup  plus  grande  que  celle  émise  dans 
le  premier  cas,  et,  réciproquement,  la  quantité  de  matière 
vivante  formée  est  beaucoup  moindre.  Il  n'y  a  donc  pas  de 
doute  que,  par  la  présence  de  la  faible  quantité  de  sucre,  la 
valeur  de  l'équivalent  plastique  n'ait  été  changée,  en  rapport 
évident  avec  la  diminution  d'activité  dans  la  croissance  des 
bactéries.  Le  sucre  diffusé  a  donc  été  lentement  brûlé  en 
proportion  plus  forte  que  lorsqu'il  y  avait  absence  de  sucre 
dans  le  terrain.  J'avais  d'abord  pensé  qu'il  fallait  conclure 
de  là  à  l'existence  de  matières  photogéniques,  ou  de  condi- 
tions photogéniques,  pouvant  donner  lieu  au  dégagement  de 
lumière  sans  formation  simultanée  de  nouveau  protoplasma. 
Plus  tard,  je  suis  de  plus  en  plus  revenu  de  cette  idée,  parce 
que,  dans  presque  tous  les  cas  nets,  j'ai  pu  me  convaincre 
que  la  production  de  lumière  est  accompagnée  de  croissance, 
si  faible  que  soit  celle-ci.  Lorsque  cela  m'a  été  impossible, 
il  y  avait  le  plus  souvent  à  assigner  des  causes  qui  rendaient 
incertain  le  jugement  à  porter  sur  expériences.  Telle  est.  par 
exemple,  l'accroissement  général  dans  les  couches  de  gélatine, 
d'où  résulte  pour  celles  ci  un  aspect  tronble,  qui  peut  gêner 
beaucoup  l'observation  des  champs  de  croissance,  fondée 
sur  l'estimation  de  contrastes.  Ces  phénomènes  ne  donnent 
donc  pas  de  motifs  suffisants  pour  renoncer  à  l'opinion  que 
le  dégagement  de  lumière  va  toujours  de  concert  avec  le 
passage  de  peptones  à  l'état  organisé  ;  ils  tendent  seulement  à 
établir  que  la  grandeur  des  équivalents  plastiques  est  modifiée  à 
un  haut  degré  par  toutes  sortes  d'influences,  par  exemple, 
dans  le  cas  particulier  dont  il  vient  d'être  question,  par 
la  présence  de  0,1  pour  cent  de  glucose  dans  la  gélatine 
nourricière. 

Pourtant,  il  y  a  des  circonstances  particulière  où  le  rapport 
des  sucres  aux  autres  éléments  du  terrain  est  tel  que,  malgré 
une  forte   augmentation   de   lumière,    aucun  phénomènne  de 
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croissance    n'est    perceptible   et   ne  saurait   être  admise  par 
aucune  raison  fondée  3ur  robservation  directe.. 
C'est  ce  qu'on  voit,  par  exemple,  lorsque,  sur  un  terrain 


{A  et  B)  et  de  l'intensité  lumi- 
ose  (^u),  d'asparagine  (an)  et 
Ph.  pho&phorescentt. 
I  haut,  sont  indiqués  par  des 
LU  sein  de  la  gélatine,  ou  sur 


Représentation  graphique  de  la  c 
neuse  (C)    des    champs  de  diftusion  de  glu( 
de  glycérinie  {gl)  sur  gélatine-pept«ne  avec 

En  A,  les  champs  de  croissance,  vus  d'ei 
cercles.  Le  pointillé  représente  les  colonies  \ 
sa  surface,  disséminées  dans  ces  champs. 

En  B,  les  ordonnées  des  courbes  représentent  la  quantité  dont  la  crois- 
sance dans  les  champs  surpasse  la  croissance  dans  le  terrain  lui-même. 
Pareillement,  en  C,  les  ordonnées  des  courbes  sont  la  représentation  des 
excès  de  l'intensité  luminensc  des  champs  sur  celle  du  terrain. 

On  voit  que  l'intersection  du  champ  d'a^paragine  (as)  avec  la  limite 
extrême  du  champ  de  glucose  (gu),  entre  les  lettres  a  et  6,  est  caractérisée 
par  l'arrêt  de  croissance  et  l'augmentation  de  lumière  (ab  en^C);  en  le, 
il  j  a  une  action  lumineuse  du  mélange  peptone -glucose,  non  accomp.ignée 
de  croissance,  A  l'intersection  des  champs  de  glycérine  et  d'asparaginc, 
on  ne  remarque  pas  d'augmentation  de  croissance,  mais  bien  une  augmen- 
tation de  lumière  (cd  en  C). 
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de  gélatine-peptone  ensemencé  par  Pk.  phasphoretans  (voir  la 
figure  ei-des9us),  un  champ  de  diffusion  de  glucoae  (gu,  A) 
est  amené  à  rencontrer  un  champ  de  di£fusion  d'aaparagine  {as). 
Là  où  les  deux  champs  de  croissance  et  de  luminosité  se 
coupent,  il  existe  alors  une  bande  fortement  lumineuse  (a!i,  C), 
sans  croissance  appréciable  {ah,  B).  Cette  bande  correspond, 
comme  le  montre  la  figure,  à  une  très  faible  proportion  de 
glucose,  qui,  avec  la  peptone  seule,  n'a  pas  non  plus  donné 
d'effet  de  croissance  net  et  n'a  donné  qn'une  très  faible  aug- 
mentation de  lumière,  indiquée  en  le  dans  la  figure. 

La  nature  chimique  de  la  glucose  est  la  raison  principale 
du  phénomène  en  question,  car  dans  notre  figure  on  remarque 
en  outre  l'intersection  du  même  champ  d'asparagine  (as) 
avec  un  champ  de  difl^isioii  de  glycérine  {gl),  et  sur  cette 
partie  commune,  sans  le  moindre  ralentissement  de  croissance, 
est  seulement  devenu  visible  un  segment  semi-lunaire  à  émis- 
sion lumineuse  renforcée  {cd  en  C). 

C'est  un  fait  très  remarquable  que,  même  dans  ces  cas  sans 
croissance  distincte,  la  présence  de  peptones  soit  une  condition 
nécessaire  de  la  luminosité,  de  sorte  que  cette  fonction  ne 
dépend  pas  seulement  de  la  glucose  ou  de  la  glycérine,  mais 
exige,  outre  ces  matières  et  l'oxygène,  l'intervention  simul- 
tanée de  la  peptone.  On  ne  saurait  donc  douter,  me  semble-t-il, 
que  lors  du  dégagement  de  lumière  il  ne  doive  exister,  dans 
l'intimité  du  protoplasma,  une  cause  de  consoramation,  d'usure 
de  la  matière  vivante,  pouvant  faire  équilibre  à  un  processus 
de  rénovation  avec  absorption  de  peptone-sucre  ou  de  peptone- 
glycérine.  Si  cette  hypothèse  est  fondée,  il  devient  clair  qu'un 
accroissement,  ou  une  multiplication  visible  des  bactéries  n'a 
pas  nècesmirement  besoin  d'accompagner  le  dégagement  de 
lumière.  Celui-ci  ne  pourrait  s'accomplir,  par  contre,  sans  que 
les  éléments  azotés  du  terrain  ambiant  subissent  d'importantes 
transformations  chimiques. 

Le  second  cas  où  l'aliment  photogène  n'excerce  pas  d'action 
plastique  manifeste,   est  relatif  à  certaines  matières  peu  con- 
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nues,  qui  existent  en  petite  quantité  dans  beaucoup  de  liquides 
animaux,  par  exemple  dans  le  bouillon  de  poisson,  ainsi  que 
dans  des  sucs  végétaux,  et  qui  peuvent  en  être  précipitées, 
en  môme  temps  que  des  peptones  et  des  sels  inactife,  par 
l'alcool  ;  ces  matières  paraissent  se  trouver  aussi  à  la  surface 
d'une  foule  de  filaments  mucédinéens  et  de  colonies  de  bac* 
téries,  tant  chez  les  espèces  qui  liquéfient  la  gélatine  que  chez 
celles  qui  sont  dépourvues  de  cette  propriété.  Les  substances 
en  question  peuvent  être  retirées  de  l'extrait  de  pancréas, 
mais  elles  se  forment  aussi,  bien  qu'en  faible  quantité  seule- 
ment, par  l'action  de  l'enzyme  tryptique  des  mucédinées  et 
de  beaucoup  de  bactéries,  parmi  lesquelles  les  bactéries  lumi- 
neuses à  peptone  elles-mêmes,  sur  la  viande,  l'albumine,  la 
caséine,  la  gélatine,  etc.  Elles  paraissent  résister  à  une  ébuUition 
prolongée  et  se  diffuser  avec  des  vitesses  très  différentes,  ce 
qui  impliquerait  aussi  l'inégalité  de  leurs  volumes  moléculaires. 
Leur  propriété  la  plus  remarquable  est  de  pouvoir  entretenir 
pendant  longtemps,  sans  le  concours  d'autres  corps,  la  lumi- 
nosité des  Ph.  phosphorescens,  Pk.  Pflugeri,  et  Ph.  Fisckeri, 
de  même  que  celle  des  Ph  indieitm  et  Ph.  luminosum  ;  et, 
bien  que  la  lumière  ainsi  dégagée  puisse  être  très  intense, 
c'est  à  peine  si  au  bout  de  15  jours  ou  d'un  mois  on  dé- 
couvre une  trace  d'accroissement.  Peut-être  avons  nous  ici 
affaire  à  un  groupe  de  corps  pouvant  être  considérés  comme 
des  combinaisons  de  peptones  avec  certaines  autres  substances 
carbonées;  ces  corps,  après  avoir  pénétré  dans  les  cellules 
lumineuses,  y  donneraient  Ueu,  comme  dans  le  cas  précédent, 
à  une  rénovation  moléculaire,  qui  ne  serait  pas  nécessairement 
accompagnée  de  croissance,  sans  toutefois,  pour  cela,  faire 
exception  à  la  règle  que  la  fonction  lumineuse  est  liée  an 
passage  de  peptones  à  l'état  organisé.  Provisoirement,  je  dois 
m'abstenir  de  plus  longs  détails  sur  ces  faits,  et  me  borner 
à  en  signaler  l'importance. 
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6.    Phénomènes  d'extinction  causés  par 
l'aliment  photogène. 

La  justesse  des  considérations  exposées  au  §  précédent  se 
déduit  du  développement  des  champs  de  diffusion  produits 
par  les  matières  qu'on  place  sur  les  terrains  ensemencés  de 
Ph.  phosphorescens,  et  des  changements  qui  s'y  observent  dans 
des  circonstances  déterminées.  Nous  apprenons  à  connaître 
ainsi,  avant  tout,  deux  phénomènes  frappants,  à  savoir,  l'ex- 
tinction parfois  occasionnée  par  les  matières  photogènes,  et 
l'étendue  constante  ainsi  que  l'intensité  uniforme  que  les 
champs  de  diffusion  possèdent  au  moment  de  leur  action 
lumineuse  maxima.  Suivons  de  plus  près  ces  deux  phéno- 
mènes sur  un  exemple  déterminé. 

La  glycérine  est  l'aliment  photogène  par  excellence.  Elle 
nw  donne  lieu  à  aucune  fermentation,  et  son  oxydation  exige 
beaucoup  d'oxygène  libre,  comme  le  prouve  la  faible  épais- 
seur de  la  couche  lumineuse  des  terrains  à  peptone-glyeérine- 
Ph.  phosphorescens.  Dépose-t-on  une  goutte  de  glycérine  sur  un 
terrain  à  peptone-PA.  phosphorescens  qui  contienne  très  peu  de 
peptone,  par  exemple  ^  pour  cent,  et  dont  le  dégagement  de 
lumière  s'entretienne  encore  aux  dépend  des  matériaux  de 
réserve  des  bactéries  disséminées  dans  la  gélatine,  voici  dans 
quel  ordre  les  phénomènes  se  succèdent. 

D'abord,  un  champ  diffusif  obscur  sur  le  terrain  lumineux  ; 
ensuite,  dans  ce  champ  obscur,  retour  de  lumière  atteignant 
une  intensité  très  supérieure  à  celle  du  terrain.  Le  champ 
obscur  et  le  champ  lumineux  ayant  précisément  les  mêmes 
dimensions,  il  est  certain  que  l'obscurcissement  coïncide  avec 
l'absorption  de  la  glycérine,  dont  la  diffusion  s'arrête  lorsque 
l'émission  de  lumière  commence.  Cette  émission  procède  du 
dehors  en  dedans,  d'oil  il  résulte  évidemment  que  la  con- 
centration plus  forte  exerce  une  action  de  retardement;  mais, 
ensuite,    l'intensité    lumineuse   devient  la   même    sur   toute 
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l'étendue  du  champ,  pour  diminuer,  plus  tard  encore,  d'une 
manière  également  uniforme. 

L'explication  de  ces  phénomènes  est,  sans  nul  doute,  la 
suivante. 

Au  moment  de  l'obscurcissement,  la  quantité  de  peptone 
contenue  dans  les  bactéries  est  moindre  que  l'équivalent  plas- 
tique de  ce  corps  par  rapport  à  la  quantité  de  glycérine  que 
les  bactéries  absorbent,  et  l'accumulation  exagérée  de  la 
glycérine  suspend  l'exercice  de  la  fonction  lumineuse.  Quand 
on  opère  sur  une  culture  en  colonies,  à  l'état  de  croissance  à 
la  sarface  d'une  couche  de  gélatine-peptone,  on  voit  que 
l'obscurcissement  s'accompagne  de  l'arrêt  ou  d'une  forte  di- 
minution de  la  croissance,  de  sorte  que  la  formation  de  pro- 
toplasma, c'est-à-dire  la  fixation  de  peptone,  a  manifestement 
cessé.  Lorsque  les  bactéries  ont  heureusement  traversé  cette 
période  d'obscurcissement,  —  il  est  possible  qu'elles  y  meu- 
rent, —  toute  la  glycérine,  comme  nous  l'avons  vu,  a  été 
absorbée  par  les  bactéries,  car  la  diffusion  de  ce  corps  ne  fait 
plus  de  nouveaux  progrès;  à  partir  de  cet  instant,  la  peptone 
du  terrain,  si  petite  qu'en  soit  la  quantité,  peut  affluer  de  tous 
côtés,  pénétrer  dans  les  bactéries  et  donner  lieu,  avec  la  gly- 
cérine, à  la  formation  deprotoplasma,  à  l'accroissement  des  co- 
lonies et  au  dégagement  de  lumière.  Si  ce  raisonnement  est 
juste,  il  faut  que,  pour  une  certaine  proportion  de  peptone 
dans  le  terrain,  il  n'y  ait  plus  d'obscurcissement.  A  ce  que 
je  crois,  toute  teneur  en  peptone,  qui  est  suffisante  pour  que 
cette  matière  pénètre  dans  les  bactéries  en  quantité  supérieure 
à  celle  exigée  par  l'équivalent  plastique  de  la  glycérine,  est 
suffisante  aussi  pour  prévenir  l'extinction.  Aussi  est-il  possible 
de  préparer  des  terrains  qui,  en  raison  de  leur  forte  propor- 
tion de  peptone,  donnent  immédiatement  de  la  lumière  avec 
la  glycérine.  On  ne  doit  pas  perdre  de  vue,  toutefois,  que 
l'état  d'activité  des  bactéries  a  sur  l'imbibition  de  la  peptone 
et  de  la  glycérine  une  puissante  influence,  et  que  justement 
les  causes  dont  cette  activité  dépend  se  laissent  difficilement 
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apprécier.  C'est  là  le  point  faible  du  raisonnemeDt  ;  mais, 
comme  l'intensité  lumineuse  des  bactéries  offre  une  mesure 
pour  juger  du  degré  de  leur  activité,  il  y  a  des  chances  pour 
que,  de  celle-ci  même,  on  arrive  à  tenir  compte. 

Les  phénomènes  dont  il  vient  d'être  parlé  ont  certainement 
une  signification  générale.  Chez  les  bactéries  lumineuses,  toutes 
les  matières  photogènes,  —  sauf  la  peptone,  —  peuvent  oc- 
casionner l'obscurcissement  du  champ  et  le  ralentissement  de 
la  croissance.  Les  matières  non  assimilables  ne  possèdent  pas 
cette  propriété.  C'est  ainsi  que  la  glycérine  et  l'asparagine, 
qui  sont  au  nombre  des  meilleures  substances  photogênea, 
donnent  très  facilement  lieu  à  l'obscurcissement;  le  sucre  de 
laii  et  le  sucre  de  canne,  qui  ne  sont  pas  assimilés,  restent 
sans  effet.  Même  le  peroxyde  d'hydrogène,  c'est-i\-dire,  — 
puisque  ce  peroxyde  est  rapidement  décomposé  par  les  bac- 
téries lumineuses,  —  même  l'oxygène  libre  peut  agir  comme 
extincteur  ou  comme  excitateur.  D'autres  organismes  présen- 
tent, dans  leurs  champs  d'accroissement,  les  mêmes  phéno- 
mènes. C'est  ainsi  que  la  levure  ordinaire  éprouve  souvent  un 
ralentissement  de  croissance  quand  on  fait  agir  sur  elle  des 
solutions  d'asparagine  dépassant  un  certain  degré  de  concen- 
tration. Peut-être  que,  dans  ce  cas,  l'activité  se  laisserait 
apprécier  par  le  , pouvoir  fermentatif  ",  et  le  ^pouvoir  fermen- 
tatif  "  par  la  proportion  de  protoplasma  contenu  dans  les  cellules. 

L'action  des  sucres  assimilables  par  le  Ph.  phoaphoreacens. 
tels  que  la  glucose,  la  lévulose,  la  maltose  et  la  galactose,  mérite 
encore  une  mention  particulière.  Ces  matières  photogênes  émi- 
nemment actives  donnent  aussi  très  facilement  lieu  à  l'extinc- 
tion. L'explication  de  ce  phénomène  ne  s'accorde  qu'en  partie 
avec  celle  donnée  plus  haut;  ici,  en  effet,  outre  l'extinction 
dépendant  des  équivalents  plastiques  des  sucres  par  rapport 
à  la  peptone,  il  entre  encore  en  jeu  un  autre  facteur,  à  savoir, 
la  formation  d'un  acide. 

Cette  formation  d'un  acide,  dans  les  cultures,  est  toujours 
accompagnée  du  dégagement  d'un  corps  à  odeur  désagréable, 
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qui  lui-même  a  une  réftction  faiblement  acide,  et  qui  est 
peut-être  un  acide  gras  volatil.  Cependant,  les  bactéries  sont 
capables  d'oxyder  très  lentement  l'acide  qu'elles  ont  formé 
elles-mêmes,  tandis  que  je  n'ai  pn  observer  qu'elles  possé- 
dassent cette  faculté  par  rapport  aux  acides  formique,  acéti- 
que, propionique  et  butyrique.  Je  ne  doute  pas,  toutefois, 
que  l'extinction  des  cultures  sous  l'inâuence  des  sucres  soit 
réellement  due  à  la  production  d'un  acide,  car  le  carbonate 
de  soude,  qui  pénètre  facilement  dans  les  bactéries  '  ),  exerce 
une  action  favorable  sur  l'émission  lumineuse,  manifestement 
par  la  neutralisation  de  l'acide  contenu  dans  les  bactéries. 
La  possibilité  existe  donc,  à  mon  avis,  que  l'acide  volatil  ne 
soit  pas  identique  avec  celui  auquel  est  dû  l'extinction  et 
qui  peut-être  ne  peut  nullement  quitter  les  bactéries.  Si  cette 
explication  est  juste,  l'acide  pourrait  être  de  l'acide  lactique, 
de  l'acide  aspartique  ou  de  l'acide  succinique,  car  ceux-ci 
également  peuvent  être  oxydés,  avec  dég^ement  de  lumière, 
par  les  bactéries  lumineuses  de  poisson. 

Il  faut  encore  noter  le  fait  que,  dans  certaines  circonstances, 
la  glucose  peut  favoriser  l'accroissement,  pendant  que  la  lumière 
est  complètement  éteinte.  C'est  ce  qu'on  remarque  surtout 
dans  les  lignes  tracées  sur  des  plaques  de  gélatine  nourricière 
contenant  de  la  glucose.  Au  microscope,  on  reconnaît  que 
les  bactéries  de  ces  lignes  sont  transformées  en  gros  corps 
sphériques  à  structure  interne  particulière,  de  sorte  qu'il  reste 
encore  à  savoir  si  cet  accroissement  apparent  n'est  pas  sim- 
plement dû  au  gonflement  des  bactéries  par  absorption  d'eau, 
sans  qu'il  y  ait  ..eu  division.  Lorsque  la  matière  de  pareilles 
lignes  est  portée  sur  une  gélatine  nourricière  ordinaire,  exempte 
de  sucre,  le   dégagement  de  lumière  ne  tarde  pas  à  se  pro- 


')  Dus  lignes  de  Ph.  pkosphorescens  deviennent  tout  à  lait  transparentes 
sous  l'influence  de  la  glucose  ;  en  déposant  une  goutte  de  carbonate  de 
soude  sur  une  pareille  ligne,  on  voit  les  bactéries  elles-mêtnea  devenir 
gris  de  cendre,  évidemment  parce  que  le  carbonate  de  soude  y  pénètre. 
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duire,    et   bientôt  l'état  nonual  est  rétabli  aussi  en  ce  qni 
concerne  la  forme  et  la  division  cellalaire. 

7.  Aliments  photogènes  et  aliments  plastiques 

du  Photobacierium  phospkorescens.   Matières  inactives  et 

matières  antiseptiques  '). 

Tandis  qu'il  est  très  facile  de  déterminer  quelles  sont  les 
matières  qui  peuvent  servir  de  sources  de  carbone  pour  le  Ph. 
phosphorescefos,  c'est-à-dire  suppléer  ce  qui  manque  à  la  pep- 
tone  pour  former  un  aliment  plastique  complet,  il  est  beaucoup 
plus  difficile  d'apprendre  à  connaître  les  corps  qui  contiennent 
Vozote  sous  une  forme  assimilable  par  notre  bactérie.  Pour 
atteindre  le  premier  de  ces  deux  buts,  le  mieux  est  de  faire 
usage  de  ce  que  j'appellerai  le  terrain  à  peptone  du  Ph.  phoa- 


Quant  aux  sources  d'anote  assimilable,  j'ai  cherché  à  les  déter- 
miner au  moyen  du  terrain  à  glycérine  du  Ph.  phosphoreacens. 

Le  résultat  principal  auquel  ces  recherches  ont  conduit  a 
déjà  été  communiqué  au  §  4;  il  revient  à  ce  fait,  que  les 
peptones  seules  sont  aptes  à  fournir  l'azote,  tandis  que  le 
carbone  peut  être  emprunté  aux  matières  les  plus  diverses. 
Je  ne  veux  pas  affirmer,  bien  entendu,  que  parmi  les  innom- 
brables corps  non  essayés  par  moi,  il  n'y  ait  par  des  ma- 
tières, autres  que  les  peptones,  pouvant  servir  d'aliment  azoté; 
seulement,  ces  matières,  si  elles  existent,  je  ne  les  ai  pas 
rencontrées. 

Le  terrain  à  peptone  peut  être  préparé  de  deux  manières 
différentes.  D'abord,  on  peut  prendre  pour  tel  une  décoction 
de  poisson  dans  l'eau  de  mer,  à  laquelle  on  ajoute  encore 
1  pour  cent  de  peptone  Lorsque  la  quantité  de  peptone 
supplémentaire  est  moindre,  elle  donne  aisément  lieu,  ainsi 
qu'on    peut   l'inférer   de   ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  à 

■)  Sous  le  nom  de  matières  „antisep tiques"  ju  désignerai  les  corps  qui 
entravent  l'émission  de  lumière  et  1' 
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un  obscurcissement  prolongé,  qui  occasionne  du  retard  dans 
la  détermination  de  l'aliment  photogénique.  Une  pareille 
gélatine  de  poisson  contient,  outre  les  substances  particulières 
dont  il  a  été  question  pag.  398,  une  certaine  quantité  de  matières 
pouvant  fonctionner  comme  source  de  carbone  et  fournir, 
conjointement  avec  la  peptone,  un  aliment  plastique.  Ces 
matières  doivent  être  consommées,  absorbées  par  les  bactéries, 
avant  que  les  expériences  puissent  commencer.  Il  faut  donc 
laisser  reposer  pendant  quelque  temp  ces  terrains  à  peptone, 
et  n'en  faire  usa^e  que  lorsque  le  pouvoir  lumineux  baisse. 
Ils  montrent  une  grande  tendance,  après  l'action  prolongée  , 
du  Ph.  phosphorescens,  à  déposer  des  cristaux  de  phosphate 
aminoniaco-magnésien,  surtout  quand,  outre  la  peptone,  on 
a  ajouté  un  peu  d'asparagine.  Pour  cette  raison,  et  pour 
d'autres  encore,  je  présume  que  les  éléments  supplétifs  de 
la  peptone,  qui  se  trouvent  dans  une  pareille  gélatine  de 
poisson,  consistent,  en  dehors  d'une  trace  de  glycérine,  prin- 
cipalement en  corps  amidés.  Au  surplus,  je  suis  convaincu 
que  toutes  les  matières  qui  existent  dans  les  décoctions  de 
poisson,  en  tant  qu'elles  ne  constituent  par  des  peptones,  sont 
impropres  à  satisfaire  au  besoin  d'azote  de  nos  bactéries.  En 
lui-même,  à  la  vérité,  ce  point  est  d'importance  secondaire, 
mais  il  ne  l'est  pas  pour  mon  but;  des  expériences  faites 
antérieurement  avec  la  gélatine  de  poisson  peptonisée,  et  qui 
plus  tard  n'ont  plus  été  répétées  avec  la  peptone  seule,  for- 
ment en  effet  la  base  du  jugement  à  porter  sur  l'action  de 
quelques-unes  des  substances  qui  seront  nommées  plus  loin, 
et  empruntent  leur  valeur  à  la  certitude  que  le  terrain  ne 
contenait,   comme  source  d'azote,  que  des  peptones. 

La  seconde  forme  du  terrain  à  peptone  est  celle-ci.  De  l'eau 
du  mer,  ou  de  l'eau  des  dunes  additionnée  de  3  pour  cent 
de  sel  marin,  est  mélangée  avec  8  pour  cent  de  gélatine,  2 
pour  cent  de  peptone  et  0,2  pour  cent  d'une  dissolution  de 
cendres  de  levure  dans  l'acide  chlorhydrique,  neutralisée  par 
le    phosphate    ou  le    carbonate    de  soude.  En  délayant  dans 
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ce  mélange  une  grande  quantité  de  Ph.  pkosphorescens,  on  ob- 
tient, après  la  coagulation,  une  plaque  lumineuse  si  pauvre  en 
matières  carbonées  qu'on  peut  immédiatement  s'enservir  pour 
les  expériences,  tandis  que  dans  le  terrain  à  gélatine  de  poisson 
les  bactéries  devaient  préalablement  subir  quelques  divisions. 
Il  y  a  encore  un  autre  avantage  attaché  à  ce  terraiu  à  peptone 
simplifié:  on  peut  à  son  aide  agir  directement  sur  l'état 
auquel  les  bactéries  ont  été  amenées  par  des  conditions  nu- 
tritives antérieures,  et  celles-ci  on  les  règle  à  volonté,  en 
choisissant,  pour  l'ensemencement,  des  bactéries  provenues  de 
masses  nourricières  déterminées. 

Pour  la  gélatine  à  glycérine,  on  peut  prendre  la  même  com- 
position que  pour  la  gélatine  à  peptone,  à  cela  près,  que  les  2 
pour  cent  de  peptone  sont  remplacés  par  1  pour  cent  de 
glycérine. 

La  teneur  en  peptone  de  la  gélatine  du  commerce,  teneur 
mentionnée  plus  haut  et  nullement  négligeable,  exige  que 
ces  terrains  à  glycérine  soient,  eux  aussi,  soumis  d'abord 
pendant  quelque  temps  à  l'action  épuisante  du  Ph.  phospho- 
rescent; c'est  la  seule  manière  d'acquérir  la  certitude  qu'il  ne 
reste  plus,  comme  matière  photogénique  disponible,  que  la 
glycérine.  Au  bout  d'environ  24  heures,  à  la  température 
ordinaire  de  chambre,  la  gélatine  de  culture  est  privée  d'azote 
assimilable,  après  quoi  l'intensité  lumineuse  commence  bientôt 
à  diminuer  '). 

Le  terrain  poisson-peptone  et,  à  un  moindre  degré,  le  terrain 

<)  Au  bout  d'un  temps  très  long,  de  deux  ou  trois  mois  par  exemple, 
toute  culture  de  Ph.  pkosphorescens  arrive,  par  suite  de  la  mort  de  „vieillea" 
bactéries,  à  contenir,  à  1'éta.t  de  liberté,  une  substanze  azotée  et  pouvant 
servir  d'aliment  photogène.  Il  en  résulte  que  les  cultures  de  PA.  pAospAo- 
fvxcens,  bien  établies,  sont  en  quelque  sorte  immortelles.  C'est  ainsi  que. 
dans  mon  laboratoire,  un  tube  de  Gayon  rempli  dune  pareille  culture 
a  continué  à  briller  vivement  depuis  le  jour  de  la  préparation,  H  octobre 
1888,  jusqu'au  moment  actuel,  2  mai  1890,  c'est-à-dire  depuis  plus  de  18 
mois.  Cette  circonstance,  toutefois,  ne  dérange  pas  nos  expériences,  vu 
qu'elles  sont  terminées  en  trois  ou  quatre 
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à  peptone  ordinaire  surpassent  le  terrain  à  glycérine  sous  le 
rapport  de  l'intensité  lumineuse  manifestée  dans  les  expérien- 
ces; mais  tous  ils  restent  au-dessous  du  pouvoir  lumineux 
maximum  que  nos  bactéries  peuvent  développer  sous  les 
conditions  les  plus  favorables,  par  exemple,  dans  les  coltures 
en  lignes  sur  le  terrain  gélatine  de  poisson-eau  de  mer-peptone- 
asparagine-glycérine. 

Pendant  longtemps  je  me  suis  demandé  quelle  pouvait 
bien  être  la  raison  principale  de  ce  fait.  Aujourd'hui,  je  crois 
en  avoir  trouvé  l'explication  partielle  dans  la  circonstance 
que  le  mélange  de  différentes  matières  favorise  l'action  de 
chacune  d'elles,  c'est-à-dire,  que  la  peptone,  en  réunion  avec 
la  glycérine  et  la  glucose,  peut  déterminer  plus  de  luminosité 
et  plus  de  croissance  qu'avec  chacune  de  ces  matières  sépa- 
rément ').  J'ai  observé  le  même  fait  chez  d'autres  microbes, 
et  j'en  citerai  quelques  exemples,  parce  qu'il  me  paraît 
important. 

A  de  l'eau  de  mer,  dans  laquelle  a  été  dissous  0,6  pour 
cent  de  peptone,  on  ajoute  0,1  pour  cent  d'asparagine,  0,2 
pour  cent  de  glycérine  et  une  trace  de  bactéries  lumineuses. 
Bientôt  le  liquide  commence  à  donner  une  lumière  très  vive, 
et  cette  émission  continue  sans  affaiblissement  jusqu'à  ce  que 
l'asparagine  soit  totalement  consommée;  alors  il  se  produit 
assez  subitement  une  diminution  de  lumière,  après  quoi  la 
luminosité  ne  varie  plus  aussi  longtemps  qu'il  reste  de  la 
glycérine  disponible. 

Même  dans  un  terrain  lumineux  ordinaire,  préparé  avec 
du  bouillon  de  poisson,  J  pour  cent  de  peptone  et  des  bac- 
téries de  Ph.  pho^koreacengy  on  peut  reconnaître  assez  nettement, 
au  subit  affaiblissement  de  lumière,  le  moment  où  l'une  des 
matières  photogènes  du  poisson  disparaît,  tandis  qu'il  reste 
encore  un   ou  plusieurs  des  autres  éléments.    De  différentes 


>)  Tel  n'est  pourtant  pas  toujours  le  cas,  ainsi  que  nous  l'avoDs  vu  plus 
haut  (voir  p.  394  et  ab  en  B  de  la  â^.  p.  396). 
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observations  il  semble  résulter  que  les  amides  de  ces  décoctions 
de  poisson  disparaissent  les  premières,  la  glycérine  la  dernière. 

Autre  exemple.  Le  mycoderme  ordinaire  de  la  bière,  Myco- 
derma  cereoisiae,  peut,  en  présence  d'un  sel  ammoniacal,  croître 
modérément  aux  dépens  de  l'alcool,  et  (rès  ienfewwni  aux  dépens 
de  la  glycérine.  Sur  une  couche  de  gélatine  contenant,  outre 
cet  organisme,  du  sulfate  d'ammoniaque  et  de  la  cendre  de 
levure,  plaçons,  à  quelque  distance  l'une  de  l'autre,  une  goutte 
d'alcool  et  une  goutte  de  glycérine:  au  bout  de  2  ouSjours 
on  verra  les  champs  de  diffusion  de  ces  matières  devenir  un 
peu  troubles  par  suite  du  développement  en  colonies  des  cel- 
lules du  Myeoderma;  le  champ  de  diffusion  de  l'alcool  perd  sa 
transparence  plus  tôt  et  plus  complètement  que  celui  de  la 
glycérine,  moins  facilement  assimilable.  Lorsque,  toutefois, 
les  gouttes  de  ces  matières  ont  été  placées  sur  la  gélatine 
de  telle  sorte  que  leurs  champs  de  diffusion  se  coupent  avant 
que  les  cellules  aient  eu  le  temps  de  tout  absorber,  il  se  forme 
un  champ  d'intersection  lenticulaire,  dans  lequel  l'accroisse- 
ment paraît  être  encore  plus  énergique  qu'on  ne  pourrait 
l'attendre  même  du  concours  de  ce  que  chacune  des  deux 
matières  produit  séparément.  Par  rapport  aux  bactéries  lumi- 
neuses, tout  ceci  s'applique  évidemment  aussi  bien  au  déga- 
gement de  lumière  et  au  processus  respiratoire  qu'au  résultat 
de  ces  actes,  en  tant  qu'il  peut  être  rendu  visible  par 
l'accroissement. 

Comment  ces  phénomènes  doivent-ils  être  interprétés? 
Avons-nous  à  nous  figurer,  dans  le  protoplasma  des  microbes, 
l'existence  de  groupes  agissant  séparément  et  qui  seraient, 
pour  ainsi  dire,  autant  d'adaptations  spécifiques  à  des  matières 
déterminées?  Ou  bien,  faut-il  songer  à  des  états  de  mouve- 
ment intermittents  des  groupes  actifs,  à  un  état  de  „fatigue", 
qui  laisserait  place  à  d'autres  formes  de  mouvement  et  se 
dissiperait  sous  leur  influence  ?  Un  argument,  me  semble-t-il, 
en  faveur  de  la  seconde  hypothèse,  c'est  que  les  matières 
chimiques,    susceptibles    de   donner  lieu  aux  actions  dont  il 
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s'agit,  peuvent  souvent  être  choisieB  tout  à  fait  arbitrairement 
dans  de  longues  séries  de  corps.  D'un  autre  côté,  toutefois, 
la  constitution  de  la  matière  vivante  des  organismes  supéri- 
eurs paraît  être  telle  qu'on  doive  conclure  à  l'existence  de 
différences  de  substance  entre  les  unités  matérielles  du  pro- 
toplasma, —  unités  qui  servent  à  la  fois  de  fondement  aux 
fonctions  spéciâquea  et  aux  fonnes  spécifiques  des  organes, 
et  qui,  lorsque  leur  rôle  devient  prépondérant,  fout  apparaître 
ces  actions  ou  ces  configurations  '). 

Mais,  revenons  aux  terrains  photogéniques. 

Ainsi  qu'on  l'a  déjà  vu,  l'activité  des  bactéries,  et  par  suite 
leur  vitesse  de  réaction,  est  beaucoup  plus  grande  durant  l'état 
lumineux  qu'après  l'extinction  complète,  et  dès  que  l'aliment 
contenu  dans  le  milieu  ambiant  a  été  absorbé  par  les  bacté- 
ries, on  n'a  plus  à  craindre  que  cet  aliment  devienne  une 
source  d'erreurs.  C'est  donc  avec  des  plaques  fortement  lumi- 
neuses qu'il  convient  d'opérer. 

Cette  condition  sera  évidemment  le  mieux  réalisée  en 
répartissant  une  très  grande  quantité  de  bactéries  lumineuses 
dans  une  gélatine  nourricière  préparée  sans  faire  usage  de 
poisson.  Aussi  longtemps,  toutefois,  qu'une  matière  quelconque, 
pouvant  servir  d'aliment  photogène,  existe  encore  à  l'état  de 
dissolution  dans  la  gélatine,  donc  en  dehors  du  corps  des 
bactéries,  toute  augmentation  de  sa  quantité  est  indiflFérente, 
de  sorte  que,  placée  sur  le  terrain  lumineux,  cette  matière  se 
montre  complètement  inactive.  Si,  par  exempte,  une  plaque 
est  lumineuse  aux  dépens  de  glycérine  libre,  dissoute  dans 
la  gélatine,  une  goutte  de  glycérine,  déposée  sur  cette  plaque, 

I  )  Je  pense  ici  à  la  stabilité  des  conidies  de  beaucoup  d'Ustilaginées  et 
d'Ascomycètes,  à  celle  de  certains  oi^anes  à  accroissement  continu  des 
plantes  supérii^ures,  t«ls  que  les  racines  et  les  rhizomes,  aux  suxes  des 
plantes  dioïques  et  des  animaux,  à  la  permanence  des  ânes  latéraux  des 
Conifères  lors  de  la  multiplication  par  boutures,  aux  formes  dites  »de 
jeunesse"  ou  »de  transition"  dans  cette  miiae  classe  de  plantes,  et  à  plu- 
sieurs autres  phénomènes  analogues. 
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est  tout  à  fait  inactive;  ou  bien  elle  donne  lieu  à  extinction 
lorsque  la  limite  de  concentration  déterminée  par  les  peptones 
est  franchie,  c'est-à-dire,  dès  que  la  glycérine  pénètre  plus 
rapidement  du  milieu  ambiant  dans  les  bactéries  que  ne  le 
font  les  peptones  équivalentes  '). 

Au  reste,  il  est  évident  que  le  fait  en  question  n'induira 
pas  facilement  en  erreur,  quand  la  composition  de  la  gélatine 
employée  sera  connue  d'avance. 

Pour  le  point  suivant,  au  contraire,  la  certitude  est  beau- 
coup plus  difficile  à  obtenir. 

L'asparagine  ne  peut  pas  servir  de  source  d'azote  pour  la 
glycérine,  les  sucres,  les  acides  oi^aniques  et  leurs  sels,  ni 
pour  les  antres  matières  examinées  par  moi.  En  conséquence, 
je  regarde  l'aspar^ine  comme  n'étant  jamai»  propre  à  céder 
de  l'azote  assimilable,  tandis  que,  en  présence  de  peptones, 
ce  corps  se  montre  un  excellent  aliment  photogène  et 
plastique.  Peut-être,  cette  conclusion  n'est-elle  pas  juste  et 
sera-t-il  prouvé  par  des  recherches  ultérieures  qu'il  existe  des 
combinaisons  déterminées,  azotées  ou  non,  ou  des  mélanges 
de  pareilles  combinaisons,  qui,  ajoutés  à  la  glycérine,  amè- 
nent l'azote  de  ce  corps  sous  une  forme  assimilable  pour  les 
bactéries  lumineuses.  De  pareilles  matières  me  sont  toutefois 
inconnues,  et  toute  conclusion  ne  peut  naturellement  reposer 
que  sur  les  connaissances  du  moment.  Pourtant,  je  ne  crois 
pas  que,  parmi  les  matières  dont  la  liste  sera  donnée  ci-dessous, 
on  en  trouvera  qui  aient  été  mal  jugées  ;  pour  cela,  la  marche 
de  l'expérience  est  trop  simple,  et,  une  fois  comprises  les 
conditions  fondamentales  du  dégagement  de  lumière  et  de 
l'accroissement,  il  reste  à  peine  place  au  doute. 

i)  Il  ne  &ut  pas  perdre  de  vue,  pour  le  jugement  à  porter  sur  ces  ex-. 
pÈriences  ou  sur  d'autres  du  inènie  genre,  que  des  coJonies  disséminées 
dans  la  gélatine  se  comportent,  sous  le  rapport  en  question,  un  peu  autre- 
ment que  des  bactéries  isolées.  11  est  toujours  bon  de  répéter  une  même 
expérience  dans  des  conditions  dilTérentes,  afin  de  se  rendre  plus  indépen- 
dant de  causes  perturbatrices  peut-être  inconnues. 
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Les  matières  qui  auraient  pu  occasionner  le  plus  d'erreurs, 
parce  que  je  n'avais  aucun  moyen  d'en  apprécier  la  pureté, 
telles  que  la  krêatiue,  la  sarcine,  l'allantoïne,  la  neurine,  sont 
toutes  non  photogéniques,  de  sorte  qu'à  leur  sujet  on  peut 
seulement  demander  si  elles  ont  été  examinées  aussi  bien  par 
rapport  à  la  peptone,  c'est-à-dire  comme  sources  de  carbone, 
que  relativement  à  la  glycérine,  c'est-à-dire  comme  sources 
d'azote.  Or,  ce  double  examen  a  eu  Heu,  et  dans  aucune  des 
deux  directions  tes  matières  en  question  n'ont  apporté  le 
moindre  changement  à  la  lumière.  Quant  à  savoir  s'il  existe 
d'autres  corps,  avec  lesquels  ces  matières  puissent  constituer 
un  aliment  plastique,  c'est  là  une  question  que  je  ne  saurab 
naturellement  trancher  d'une  manière  générale;  mais  je  serais 
surpris  qu'il  en  fût  ainsi,  et  les  sucres,  qui  sous  ce  rapport 
méritent  en  premier  Heu  l'attention,  ne  sont  pas  du  nombre 
de  pareils  corps, 

Après  ce  qui  précède,  il  est  suffisamment  clair  que  la  pep- 
tone ne  produit  pas  de  champ  lumineux  sur  un  terrain  à 
peptone,  mais  bien  sur  un  terrain  à  glycérine  et  sur  un  terrain 
à  asparagine.  De  même,  on  comprend  que  l'aspar^ne  doit 
être  complètement  inactive  sur  un  terrain  à  glycérine,  et  qu'elle 
peut  au  contraire  donner  un  champ  lumineux  brillant  sur 
un  terrain  à  peptone. 

Mous  avions  déjà  appris  à  connaître  quelques-uns  de  ces 
faite  au  §  4,  en  partant  des  conditions  générales  de  ta  nutri- 
tion ;  mais  il  ne  m'a  pas  semblé  inutile  d'entrer  dans  quelques 
répétitions,  à  propos  d'observations  sur  lesquelles  sont  fondées 
des  vues  d'une  certaine  généralité. 

Dans  te  tableau  suivant,  les  matières  qui  ont  fait  l'objet 
d'une  étude  spéciale  se  trouvent  réparties  en  trois  groupes. 
Au  premier  groupe  appartiennent  tous  les  corps  qui  forment 
avec  la  peptone  un  aliment  plastique  complet,  et  les  peptones 
elles-mêmes,  qui  jouent  ce  rôie  par  rapport  aux  corps  en 
question.  Sous  le  nom  de  peptone  sera  entendu  te  produit 
essentiel   de    la   transformation   de   la  gélatine,  de  l'albumine 
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et  de  la  caséine  par  la  pepsine  et  par  la  trypsine,  abstraction 
faite  des  difiFÊrences  que  ce  produit  présente  certainement 
dans  les  divers  cas. 

A  l'exécution  des  expériences  qui  servent  de  base  au  tableau, 
M.  le  Dr.  Wijsman  a  pris  une  part  active;  sans  sa  collabo- 
ration, plusieurs  des  substances  qui  y  figurent  auraient  dû 
être  omises.  C'est  à  l'obligeance  de  M.  le  Professeur  Van  't 
HofiF  que  je  dois  les  sels  actifs  des  acides  malique  et  tartrique, 
comme  aussi  les  différents  aldéhydes  aromatiques  mentionnés. 


Action  de  différentes  matières  sur 

la  luminosité  et  l'accroissement  du  Photobacteriurr: 

phosphorescens. 


Matièrai  InsetlTU: 

Champa  de  àiSfasùon 
plue  lumineux  que  le 

Champs  de  diffusion 

PaslteXmydwiis- 
sement. 

ChampB  de  diffoûoii 

que  le  terrain  lumineux 

Pas  de  champs  d'ao- 

CToissement, 

i.  HïDRATES 

Glucose 

Amidon 

Sorbine 

DE    CARBONE, 

Galactose 

Inuline 

Glîicosides 

Lévulose 

Glycogène 

ET  Alcools. 

Maltose 

Erythrogranulose 

Glycérine 

Maltodextnne 

Leucodextrine 

Amylodeïtrine 

Arabittose 

Rafflnose 

Sucre  de  canne 

Sucre  de  lait 

Dulcite 

ManniW 

Quercite 

Erythrite 

Alcool  amylique 

Alcool  éthylique 

Gljcol 

Amygdaline 

Arbutine 
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Champ»  de  dlffu^oD 

Chui»  de  dlffUsian 

égaux  au  UmiD. 

Pude<ihamp«d'»iaro»- 

Champs  de  dUTnuoD 
plua  obaoun 

plus  lu^ne»^  que  le 

qae  le  terrain  lamlneui 

semeot 

2.  Acides OR- 

Acide  lactique 

Acide  citrique 

OA NIQUES    ET 

(très  faible) 

Acide  mucique 

uni 

I.EDR       SELS 

Lactate  de  chaux 

(NON    AROHA- 

(très  faible) 

Oïalate    d'aramoni- 

Acide  acétique 

TiQues). 

Lactate  de  soude 

ura 

Acide  propio  nique 

(très  faible) 

Bioxalate    d'ammo- 

Acide butyrique 

Lactate  de  potasse 

nium 

(très  faible) 

Acide  glycolique 

Succinate  de  chauT 

Glycolate  de  chaux 

Acide  maltque 

Formiatcs 

Halate  de  soude 

AcétaUs 

Bimalate  d'ammoni- 

Buty rates 

um  droit 

Acide  tartrique 

Tartrate  de  chaux 

om  gauche 

Acide  racémtque 

Bimalate  d'ammoni- 

Sel de  Seignette 

um  inactif 

droit 

Bimalate    de    mag- 

Sel de  Seignette 

nésie 

gauche 

Acide  glycérique 

Glycérate  de  chaux 

3.  Au  IDES  ET 

Acide  aspartique 

Glycocolle 

ANALOGUES. 

Asparagine 

Kréatine 

Alanine 

Saixine 

Glucosamine 

Allantoïne 

Guaaine 

Neurine 

Leucine 

Acide  urique 

Urée 

Alloxaue 

Taurine 
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KktltrM  Phot-^iMi: 

lUtièTM  IdmUtm: 

on  AntiiBpUqaei: 

Champi  de  dimiBion 

ChUDpe  de  dlfluùon 
égaux  BU  terraiD. 

Champ»  de  diffusion 

plus   Ob6.U« 

plaE  lommeui  que  le 
UrroiQ. 

que  le  ta-nio  lumineux. 

Pas  de  cbampB  d'ao- 

croUeement. 

4.CDRPS  ARO- 

Lophine 

Vaniiline 

MATIQUES. 

Hydrobenzamide 

Acide     hydrociana- 

Amarine 

mique 

Benïaldéhyde 

Résorcine 

Saligénine 

Pyrogallol 

Acide  tannique 

Acide  salicylique 

Tyrosine 

Phloroglucine 

Saccharine 

Quinate  de  chaux 

Acide  benzoïque 

5.  Album  1- 

NOÏDES. 

Caséine 

Fibrine 
Albumine 

6.  Matières 

Cholestérine 

Oxyde  de  triméthy- 

DIVERSES. 

Graisse 

lène 

Aldéhyde 

Cyanure  de   potas- 

Acétate  d'éthyie 

Ferrocyanure    de 
potassium 

FeiTicyanure  de  po- 
tassium 

Ether 

Chloroforme 

Sulfure  de  carbone 

Acide  suif  hydrique 

Sulfure    d'aœraoni- 

7.  Enzïdes. 

Maltase 

Dextrinase 

Ptyaline 

Diastase  de  sarrasin 

Diasiase  depancréas 

Invertine 

Lactase 

Pepsine 

Trypsine 

biGooglc 


414  M.    W.    BKYBRINCK. 

Le  pouvoir  photogénique  des  acides  organiques,  l'acide 
aspartique  excepté,  étant  faible,  ou  même,  comme  pour  l'acide 
lactique,  très  faible,  à  cause  de  l'influeuce  nuisible  exercée 
sur  la  fonctiou  lumineuse  par  la  réaction  acide,  le  placement 
de  ces  corps  dans  le  tableaa  ci-dessus  comporte  quelque  doute. 
Cela  est  le  cas,  par  exemple,  pour  l'acide  citrique  et  l'oxalate 
acide  d'ammonium,  que  j'ai  parfois  tenus  pour  des  matières 
photogènes.  En  raison  d'un  pareil  doute,  l'acide  malonique 
a  été  omis  dans  le  tableau,  bien  que  quelques  expériences 
tendissent  à  le  faire  considérer  comme  dégageant  de  la  lumière. 

La  place  de  la  sorbine,  parmi  les  matières  extinctives,  ne 
laisse  pas  de  surprendre  ;  mais  elle  résulte  d'expériences  répétées 
avec  le  produit  dont  je  dispose. 

Au  sujet  de  quelques  tartrates,  il  y  eut  d'abord  incertitude 
s'il  fallait  les  rapporter  aux  matières  extinctives  ou  bien  aux 
matières  inactives.  Qu'ils  ne  fonctionnent  jamais  comme  ma- 
tériaux photogènes,  cela  ne  souffre  aucun  doute.  Ce  fait  est 
remarquable,  eu  égard  à  l'action  lumineuse  énergique  des 
malates,  et  surtout  quand  on  considère  que  pour  quelques 
autres  bactéries  les  combinaisons  de  l'acide  tartrique  sont  un 
aliment  des  plus  favorables. 

Si  dans  notre  tableau  on  trouve  citées  des  matières  telles 
que  la  lophine,  l'hydrobenzamide,  l'amarine,  l'oxyde  de  tri- 
méthylène,  la  cholestérine  et  autres  corps  analogues,  c'est  parce 
que  M.  Radziszewsky  a  découvert  que,  aous  l'influence  de 
l'oxygène  et  d'un  alcali  caustique,  elles  peuvent  devenir  phos- 
phorescentes à  la  température  ordinaire.  On  voit,  toutefois,  que 
dans  le  tableau  elles  sont  classées  parmi  les  matières  inactives. 
Les  graisses  donnent  lieu  à  une  remarque  du  même  genre. 
Elles  ont  été  citées  parce  que  dans  les  écrits  sur  la  phospho- 
'  rescence  il  est  si  souvent  dit  que  les  organismes  lumineux 
doivent  leur  propriété  spécifique  à  la  décomposition  ou  à 
l'oxydation  de  matières  grasses.  Or,  c'est  là  une  erreur.  Si 
ces  oi^anismes  étaient  capables  de  dédoubler  les  graisses  en 
glycérine    et    en    acide   gras,    la    glycérine  pourrait  servir  de 
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matière  photogénique;  mais  un  pareil  dédoublement  n'a  pas 
lieu  non  plus. 

8,    Nutrition    du  Photobacterium  indicum   et 
du  Ph.  luminoaum. 

Bien  que  les  conditions  nutritives  des  bactéries  lumineuses 
de  la  mer  des  ludes  occidentales  et  de  la  mer  du  Nord  ne  soient 
pas  complètement  identiques,  il  y  a  entre  elles  tant  d'analogie 
qu'on  peut  en  traiter  simultanément. 

En  parlant  des  conditions  générales  de  la  nutrition  des 
bactéries  lumineuses,  j'ai  indiqué  que  ces  bactéries  lumineuses, 
en  opposition  avec  les  bactéries  à  pepUme-carbone,  peuvent  être 
appelées  bactéries  à  peptoTie.  Comme  elles  possèdent  la  propriété 
de  sécréter  un  enzyme  tryptique  très  actif,  qui  lîquélîe  et 
peptonîse  la  gélatine  et  les  matières  albuminoïdes,  ces  bactéries 
sont  capables,  en  présence  des  sels  nécessaires,  de  vivre  et  de 
produire  de  la  lumière  aux  dépens  de  pareils  corps.  Il  faut 
toutefois  remarquer  qu'avec  des  conditions  nutritives  aussi 
simples  le  pouvoir  lumineux  est  faible,  et  peut  même  entière- 
ment disparaître  au  bout  de  quelque  temps,  sans  que  la 
multiplication  perde  de  son  énergie.  On  obtient  des  cultures 
bien  lumineuses,  —  quoique  ne  possédant  pas  encore,  elles 
non  plus,  le  maximum  possible  de  pouvoir  lumineux,  —  en 
ensemençant,  avec  le  Ph,  indicwm,  de  l'eau  de  mer  dans  laquelle 
a  été  dissous  1  ou  2  pour  cent  de  peptone  du  commerce. 
A  30  "  C.  la  multiplication  y  est  très  rapide,  et  au  bout  de 
24  heures,  ou  plus,  le  pouvoir  lumineux  égale  celui  du  Ph. 
phoephorescena.  Pour  atteindre  toutefois,  avec  le  Ph.  indicum, 
le  plus  haut  effet  lumineux,  il  convient  d'employer  uu  aliment 
mélangé  Comme  tel,  j'ai  appris  à  connaître  un  bouillon  de 
poisson  modérément  concentré,  auquel  a  été  ajouté  un  peu 
de  peptone,  par  exemple  |  pour  cent.  Quand  les  cultures  ont 
bien  réussi,  on  obtient  de  cette  manière  des  liquides  très 
brillants    et    dont  l'intensité  lumineuse  surpasse  même  assez 
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notablement  celles  dea  cultures  de  Ph.  phoftpharescens  ;  vus 
surtout  à  une  faible  lumière  de  gaz  ou  de  lampe,  ces  liquides 
présentent  la  belle  teinte  vert  de  mer  ou  bleu  d'azur,  qui  est 
propre  au  Ph.  phosphoreaeena,  se  rencontre  aussi  chez  des 
espèces  fortement  lumineuses  du  groupe  des  Cœlentérés  et  a 
été  décrite  avec  admiration  par  différents  auteurs.  L'idée  que 
sous  les  tropiques  l'Océan  peut  être  temporairement  transformé 
en  une  pareille  culture  lumineuse,  fait  apparf^re  devant  notre 
imagination  un  spectacle,  touchant  presque  au  surnaturel  A 
ce  que  je  crois,  le  phénomène  est  bien  connu  des  marins 
néerlandais,  par  exemple  dans  la  mer  de  Bauda,  et  désigné 
par  eux  sous  le  nom  de  „melkzee"  (mer  de  lait)  ').  Suivant 
M.  Fischer,  l'intensité  lumineuse  de  la  „mer  de  lait"  est  plus 
faible  que  celle  de  l'eau  de  mer  rendue  phosphorescente  par 
ses  cultures  de  Ph.  indieum  *). 

Mais  revenons  à  la  nutrition  de  nos  bactéries  lumineuses 
à  peptone. 

Par  l'addition  de  matières  très  variées  à  des  cultures  fai- 
blement lumineuses  de  Ph.  luminosum  et  de  Pk.  indieum  j'ai 
cherché  à  augmenter  le  pouvoir  lumineux.  Cela  m'a  efiEecti- 
vement  réussi  dans  quelques  cas,  par  exemple,  avec  l'aspa- 
ragine  chez  les  Pk.  i-ndieum  et  luminosum,  avec  la  lévulose,  la 
glucose  et  le  sucre  de  canne  chez  le  Ph.  indic^im  seulement. 
Les  trois  substances  nommées  en  dernier  lieu  ne  peuvent 
être  supportées  qu'en  quantité  extrêmement  petite,  y^  pour 
cent,    par   exemple;    une  proportion  plus  forte  produit  Vex- 

■  )  „Mîlky  aea"  des  navigateurs  anglais.  Au  sujet  de  ce  phénomène,  qui 
dépasse  de  beaucoup  en  magniflcence  la  lueur  produite  par  le  Noctiluca  mi- 
tiaris,  on  peut  consulter  Fischer,  Zeitschr.  f.  Hygiène,  Bd.  2,  p.  88, 1887, 
qui,  au  cours  de  11  années  passées  sur  mer  dans  des  climats  tropicaux  et 
subtropicaux,  l'a  vu  une  seule  fois,  savoir  en  février  1881,  à  l'est  de  Socotra. 
La  veille,  la  mer  avait  été  couverte  de  méduses.  Il  n'est  pas  encore  décidé 
si  la  bactérie  active  de  ce  phénomène  est  identique  au  P/i.  mrftcum  découvert, 
comme  nous  avons  vu,  par  M.  Fischer  dans  la  mer  des  Indes  occidentales. 

î)  Dans  la  mer  du  Nord,  la  lueur  produite  par  le  Photobacterium  lumi- 
nosum est  plus  faible  que  celle  due  au  Noctiluca  rtiili^tria. 
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tinction.  Sur  l'accroissement  elles  n'ont  pas  d'action  favorable, 
et  même  elles  le  ralentissent.  En  général,  le  maximum  de 
pouvoir  lumineux  paraît  bien  être  lié  à  la  division  et  à 
l'accroissement,  mais  non  à  la  division  la  plus  rapide,  ni  à 
l'accroissement  le  plus  énergique.  Pour  les  phénomènes  de 
fermentation,  qu'ils  soient  dus  à  des  bactéries  ou  à  des 
levures  ordinaires,  j'ai  observé  quelque  chose  iVanalogue.  Dans 
les  matras  où  ces  organismes  produisent  des  fermentations 
extrêmement  fortes,  la  vitesse  de  multiplication  est  relative- 
ment petite  ;  et,  si  une  culture  très  lumineuse  de  Ph.  ÎTidicum 
dure  beaucoup  plus  longtemps  qu'une  culture  peu  lumineuse, 
dans  laquelle  or  voit  se  former  bientôt  d'épaisses  pellicules 
bactériennes,  il  en  est  de  même  pour  certaines  fermentations 
bactériennes  de  matières  albuminoïdes,  par  exemple,  pour 
la  fermentation  scatolique,  due  à  un  organisme  qui  se  trouve 
dans  la  terre  et  détermine  la  putréfaction. 

Pour  les  expériences  sur  les  Ph.  iîidicum  et  luinmosum, 
cultivés  en  terrain  solide,  je  n'ai,  à  l'origine,  employé  que 
l'agar-agar.  Dans  une  pareille  masse,  toutefois,  la  division  et 
la  formation  de  colonies  paraissent  rencontrer  des  difficultés, 
et  jusqu'ici  je  n'y  ai  pas  obtenu,  avec  ces  espèces,  des  résul- 
tats aussi  nets  qu'avec  les  autres.  Pourtant,  je  puis  citer 
une  couple  d'expériences  assez  instructives.  Elles  avaient 
rapport  à  l'action  de  l'albumine  d'œuf,  de  la  caséine,  de  la 
fibrine  et  du  gluten  de  froment.  De  petites  quantités  de  ces 
matières  furent  portées  sur  des  terrains  d'agar  ensemencés 
de  Ph.  mdicum,  qui  avaient  d'abord  donné  de  la  lumière 
avec  la  peptone,  mais  commençaient  à  s'obscurcir.  Elles  y 
produisirent  des  champs  diffusifs  de  petite  dimension,  qui, 
en  intensité  lumineuse  aussi  bien  qu'en  accroissement,  sur- 
passaient un  peu  le  terrain,  mais  nullement  dans  la  mesure  où 
cela  est  le  cas  dans  les  expériences  analogues  avec  le  Ph. 
phosphorescens  et  le  Ph.  Pflugeri,  lorsqu'on  ajoute  un  aliment 
plastique  à  des  terrains  de  gélatine  faiblement  lumineux. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  certain  que  les  corps  albuminoïdes 
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insolubles,  ci-dessus  Doramés,  peuvent  servir  d'aliment  pho- 
togène et  plastique  à  nos  bactéries  à  peptone  Four  cela,  la 
trypsine  sécrétée  par  ces  bactéries  lumineuses  doit  évidem- 
ment rendre  solubles  les  corps  en  question  et  les  transformer 
en  matières  diffusibles.  Les  dimeosious  des  champs  de  di£Pu- 
sion,  en  tant  qu'elles  devenaient  visibles  par  l'accroissement 
d'activité  des  bactéries,  étaient  d'ailleurs  beaucoup  moindres 
qu'on  n'eût  dû  le  présumer  d'après  la  vitesse  diffosive  de 
la  peptone  du  commerce,  telle  que  l'avaient  établie  les  expé- 
riences faites  avec  le  Ph.  pkosphorescens.  Une  sembable  pré- 
paration de  peptone  ayant  toutefois  été  placée,  comme  terme 
de  comparaison,  sur  une  plaque  d'agar-Pfc.-mdtcum,  cette  pré- 
paration donna,  elle  aussi,  un  champ  beaucoup  plus  petit 
qu'il  n'était  à  prévoir.  J'en  reçus  l'impression  que  la  peptone 
du  commerce  est  un  mélange  d'au  moins  deux  matières,  de 
vitesse  diffusive  inégale;  la  moins  diffusible  serait  la  cause 
principale,  sinon  la  cause  unique,  de  la  luminosité  des  bactéries 
à  peptone,  tandis  que,  chez  le  Ph.  phosphoreaems  et  les  autres 
bactéries  lumineuses  à  peptone-carbone,  cette  fonction  serait  ren- 
due possible  aussi  par  la  matière  plus  rapidement  diffusible, 
jointe  à  la  glycérine  ou  à  d'autres  corps  carbonés.  Noua  avons  vu, 
plus  haut  que  le  Pk.  phosphoreseeite  peut  dégager  de  la  lumière 
et  croître  faiblement  sous  l'influence  de  certaines  matières  sécré- 
tées par  des  microbes  vivants,  matières  qui  se  trouvent  aussi 
dans  les  précipités  alcooliques  des  décoctions  de  tissus  animaux 
et  végétaux,  par  exemple,  de  poudre  de  pancréas.  Ici,  je  ferai 
remarquer  qu'il  parait  y  avoir  une  certaine  analogie  entre 
ces  matières  et  l'aliment  photogène  et  plastique  lentement 
difFusible  des  bactéries  à  peptone,  tel  que  noua  l'avons  vu 
se  former  par  l'action  de  l'enzyme  tryptique  sur  la  gélatine, 
l'albumine,  la  caséine  et  le  gluten. 

Dana  les  derniers  temps,  j'ai  essayé  de  faire  coaguler  des 
cultures  de  Ph.  indicum  au  moyen  de  la  gélatine,  et  d'exécuter, 
avec  les  plaques  lumineuses  ainsi  préparées,  des  expériences 
de    nutrition.    J'ai  reconnu    que   cela  réussit  parfaitement  et 
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que  des  résultats  peuvent  être  obtenus  avant  que  ne  commence 
la  liquéfaction  par  l'enzyme  sécrété.  Ce  fait  un  peu  inattendu 
est  la  conséquence  de  ce  qu'on  doit  opérer  à  basse  tempé- 
rature, et  qu'alors  la  sécrétion  de  trypsine  et  la  croissance 
sont  extrêmement  lentes.  La  décoction  de  poisson,  concentrée 
par  évaporation,  donne  sur  un  pareil  terrain  un  large  champ 
très  lumineux,  qui  toutefois  se  liquéfie  bientôt.  La  peptone 
et  l'asparagine  donnent,  chacune  à  part,  de  faibles  phéno- 
mènes de  lumière  et  d'accroissement.  Le  sucre  de  canne,  la 
glucoee  et  la  lévulose  déterminent  une  forte  extinction,  en 
même  temps  que  la  sécrétion  d'un  acide.  Ces  diverses  réac- 
tions sont  complexes,  et  l'on  sait  peu  de  chose  relativement 
à  l'influence  que  les  matières  en  question  y  exercent  sur  la 
sécrétion  de  la  trypsine,  et  à  la  transformation,  si  faible  soit- 
elle,  que  la  gélatine  doit  simultanément  subir. 

1:63  bactéries  lumineuses  à  peptone  ne  forment  nullement, 
en  ce  qui  concerne  le  chimisme  de  leur  nutrition,  un  cas 
isolé.  Il  me  semble  que  tous  les  ^millef  et  les  Vibrions,  un 
peu  connus  jusqu'ici,  vivent  d'une  manière  entièrement  sem- 
blable, c'estrà-dire,  empruntent  leur  alimont  plastique  exclu- 
sivement à  des  peptones,  qu'ils  peuvent,  tout  comme  le 
Ph.  indicum,  à  l'aide  de  leur  enzyme  tryptique,  préparer  aux 
dépens  des  matières  albuminoïdes.  Ainsi,  M.  Hueppe  a  montré 
que  les  spirilles  du  choléra,  découverts  par  M.  Koch,  se  laissent 
cultiver  dans  le  contenu  des  œufs,  par  exemple,  en  pratiquant 
à  la  coquille  une  petite  ouverture,  à  travers  laquelle  on  intro- 
duit une  trace  de  bactéries  dans  le  blanc.  Moi-même  j'ai 
cultivé  quelques  spirilles  marins  sur  gélatine-eau  de  mer,  sans 
aucun  autre  aliment,  et  j'ai  obtenu  de  cette  façon  un  accrois- 
sement vigoureux;  toutes  aortes  de  matières,  ajoutées  à  la 
gélatine,  restèrent  inactives.  Un  bacille  pigmentaire  extrême- 
ment intéressant,  qui  est  généralement  répandu  dans  la  terre, 
croît,  en  sécrétant  une  matière  colorante  violette  et  en  pro- 
duisant un  enzyme  doué  d'un  grand  pouvoir  de  liquéfaction, 
sur   la  gélatine  pure,  ainsi  que  dans  le  lait  aux  dépens  de 
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la  caséine.  Je  suis  même  porté  à  croire  que  ce  qu'on  entend 
par  putréfaction  est  toujours  une  transformation  de  corps 
albuminoïdes  sous  l'influence  de  bactéries  à  peptone.  Cela  est 
indubitablement  vrai  pour  ce  qui  concerne  la  plus  commune 
de  toutes  les  bactéries  de  la  putréfoction,  le  Badllus  fluoreseens 
tiquefaciena,  qui  peut  aussi  vivre  parfaitement  de  gélatine  seule, 
et  qui  est  la  cause  ordinaire  de  l'altération  des  décoctions  de 
pois  et  de  haricots.  Un  des  bacilles  de  la  putréfaction  dite 
pancréatique  vit  et  agit  d'une  manière  analogue.  Quant  à  la 
formation  ou  non-formatîon  de  produits  accessoires  fétides,  elle 
paraît  dépendre  aussi  bien  de  la  nature  chimique  du  corps 
attaqué,  notamment  de  la  présence  ou  de  l'absecce  du  soufre 
ou  du  phosphore  dans  sa  formule  chimique,  que  de  l'état 
physiologique  des  bactéries  elles-mêmes.  Que  ce  dernier  fac- 
teur, à  savoir  l'état  des  bactéries,  doit  avoir  de  l'influence 
dans  le  phénomène,  c'est  ce  qui  ressort,  par  exemple,  du  fait 
suivant:  le  Photobarterium  lummoaum,  qui  à  basse  température 
ne  forme  aux  dépens  de  la  gélatine  que  des  produits  inodores, 
détermine,  après  y  avoir  été  cultivé  quelques  jours  à  une 
température  élevée,  une  transformation  toute  difiEérente,  recon- 
naissable  à  l'odeur;  et  même  il  continue  encore  à  le  fiiire 
pendant  quelque  temps  lorsque  les  cultures  sont  portées  à 
une  température  plus  basse.  Chez  cette  espèce,  toutefoîs,*la 
fonction  lumineuse  est,  elle  aussi,  très  variable  et,  comme  nous 
l'avons  vu,  extrêmement  sensible  au  degré  de  chaleur. 


9.    Théorie  de  la  fonction  lumineuse. 


La  fonction  photogénique,  chez  les  bactéries  lumineuses  de 
même  que  chez  d'autres  espèces  lumineuses  dans  le  monde 
organique  tout  entier,  est  liée  à  la  matière  vivante.  Jamais  on  n'a 
réussi  à  isoler  quelque  élément  lumineux  on  quelque  matière 
photogène   pouvant  devenir  lumineuse  en  dehors  des  cellules 
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vivantes  ').  Même  rexistence  de  quelque  corps  particulier,  qui 
peut-être  ne  pourrait  être  enlevé  aux  cellules  vivantes,  mais 
auquel  devrait  pourtant  être  rapportés  les  phénomènes  de  la 
luminosité,  n'est  rendue  probable  par  aucune  expérience. 

A  mon  avis,  la  fonction  lumineuse  est  inhérente  aax  molé- 
cules vivantes,  de  même  que  l'est  la  fonction  fermentative. 
Pour  la  fermeutation  alcoolique  aussi  on  a  souvent  admis, 
à  l'exemple  de  Liebig,  et  après  que  la  signification  des  en- 
zymes eut  été  plus  généralement  reconnue,  que  ce  phénomène 
devait  être  déterminé  par  quelque  matière  spécifique,  qui 
à  la  vérité  ne  pouvait  être  séparée  de  la  cellule  de  levure, 
mais  qui  pourtant  dédoublerait  le  sucre  en  alcool  et  en  acide 
carhonique,  tout  comme  la  diastase  transforme  l'umidon  en 
maltose  et  en  dextrine.  Si  je  ne  me  trompe,  M.  Hoppe-Seyler 
est  encore  aujourd'hui  le  partisan  de  cette  hypothèse.  Mais 
de  plus  en  plus  on  en  reconnaît  la  stérilité,  et  depuis  les 
recherches  de  Pasteur  elle  commence  à  être  entièrement 
abandonnée. 

Pour  en  revenir  à  la  fonction  lumineuse,  à  différentes 
reprises  on  a  essayé  de  prouver  l'existence  d'une  matière 
photogèoe  spécifique;  ordinairement,  il  a  été  supposé  que 
l'oxydation  de  cette  matière  devait  être  la  cause  prochaine 
du  dégagement  de  lumière.  On  croyait  être  fondé  à  émettre 
cette  supposition  d'après  les  expériences  de  Macaire  *)  et  de 
Matteucci  ^)  sur  les  organes  lumineux  des  vers  luisants.  M. 
Phipson  *]  donna  à  l'idée  une  forme  plus  concrète,  en  ima- 
ginant,   pour   la    matière    photogène    hypothétique    du  Raja, 


I  )  Le  mucus  lumineux  découvert  par  Spallanzani,  et  au  moyen  duquel 
certaines  méduses  de  ta  Méditerranée  peuvent  rendre  phosphorescente 
l'eau  qui  les  entoure,  est  du  protoplasma  vivant,  expulsé  de  cellules  des 
organes  lumineux,  ouvertes  par  rupture. 

ï)  Gilbert,  Ann.  d.  Phytik,  Bd.  70,  p.  265,  1882. 

>)  Leçons  sur  les  phénomènes  des  corps  vivants.  Ed.  franc.,  p.  145, 1847. 

*)  Sur  la  matière  phosphorescente  de  la  raie,  dans  Compt.  rend ,  T,  51, 
p.  5*1,  1860.  Sur  la  nocHlucine,  Ihid.,  T.  75,  p.  547,  1872. 
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le  nom  de  „noctilucine";  mais  ses  considérations  et  obser- 
vations ne  prouvent  pas  que  la  matière  vivante  doive  être 
exclue  comme  support  de  la  fonction  lumineuse. 

L'existence  d'un  principe  phosphorescent  particulier  acquit 
plus  de  probabilité  par  les  observations  de  M.  Radziszewsky  '). 
Celui-ci  découvrit  le  pouvoir  lumineux  intense  développé  par 
la  lophine,  lorsque  ce  corps,  dissous  dans  l'alcool  amylique, 
est  versé  sur  l'hydrate  de  potasse  solide.  Il  se  forme  alors 
un  liquide  qui,  en  s'oxydant  leutement  à  la  température 
ordinaire,  dégage  autant  de  lumière  que  des  cultures  modé- 
rément brillantes  de  Photobacterium  indicum  (donc,  un  peu 
moins  que  le  Ph.  phosphorescena),  et  qui  donne  un  spectre 
continu  de  lumière  jaune  et  verte,  analogue,  quoique  non 
identique,  au  spectre  de  Ph.  indieum  *).  Mais  le  rapport  à  la 

f)  Ueber  das  Leuchlen  des  Lophina,  dans  Berichte  der  deutsch.  Chem, 
Gesellsek.,  Bd.  10,  p   70,  1877. 

1)  M.  le  professeur  F.  Ludwig,  de  Greiz,  a  eu  la  bonté  de  me  commu- 
niquer ce  qui  suit  sur  la  lumière  de  trois  espèces  de  bactéries  lumineuses, 
que  je  lui  avais  envoyées  :  „Das  Spectrum  des  Photobacteriumltchtes 
schwankt  iibrigens  nicht  unwesentlich  nach  dem  Substrate.  Sa  ist  das 
Licbt  auf  Schweinefleisch  im  Vei^leich  zu  dem  blaugrilnen  Gelatinelicht 
weisa  bei  Ph.  pho&phoreacena.  Der  Anfang  des  Spectrums  liegt  deun  auch 
hei  dem  Gelatinelicht  nicht  bei  D  eondern  etwas  bei  Eb,  wie  mir  auch 
jetzt  ein  directer  Vergleich  bestfttigt.  Ph.  Fischen  und  Ph.  Pfiûgert 
einerseits,  Ph.  phosphorescena  anderseîts  konnte  ich  leicht  durch  ein  hell 
orange  get^rbt«s  und  eîn  blaues  Glas  unterscheiden,  indem  dort  das  Liclit 
besser  durch  das  orangegefSrbte,  hier  besser  duich  das  blaue  Glas  ging." 

Le  fait,  que  la  couleur  de  la  lumière  dépend  de  ta  nature  de  raliment, 
est  évidemment  en  contradiction  avec  la  théorie  d'une  matière  phospho- 
rescente spécifique. 

Au  reste,  le  résultat  le  plus  remarquable  des  nombreuses  recherches, 
disséminées  dans  quantité  de  publications,  est  que  le  maximum  de  lumière 
du  spectre  lumineux  organique  se  trouve  près  de  la  raie  6  du  vert 
{1  =  528,26),  avec  laquelle,  pour  le  Pyrophorua  nocHlucus,  selon  M.  Dubois, 
il  coïncirie  exactement.  Or,  en  ce  point  se  trouve  précisément  aussi  la  plus 
grande  intensité  du  spectre  solaire  (Charpentier,  Compt.  rend.,  1885, 
p.  182),  et  c'est  pour  cette  lumière  que  notre  organe  visuel  a  le  plus  de 
sensibilité. 
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température  est  ici  tout  autre.  Le  Photobaeterium  mdieum, 
cultivé  daus  la  gélatine  de  poissoD  peptonisée,  cesse  subite- 
ment de  dégager  de  la  lumière  quand  la  température  monte 
à  40°  C,  pour  recommencer  dès  qu'elle  s'abaisse  au-dessous 
de  ce  point  ;  en  d'autres  termes,  sa  luminosité  est  une  action 
physiologique  par  excellence.  Le  pouvoir  lumineus  de  la 
dissolution  de  lophine,  au  contraire,  croît  d'une  manière 
continue  avec  la  température,  certainement  jusqu'à  60°  d'après 
mes  propres  expériences,  et  à  cette  température  il  ne  pré- 
sente aucun  indice  d'affaiblissement  subit,  mais  produit  na- 
turellement l'impression  d'un  processus  chimique  ordinaire. 
M,  Radziszewsky  a  cherché,  par  beaucoup  d'autres  exemples, 
a  prouver  qu'entre  la  lumière  de  la  phosphorescence  organique 
et  celle  de  la  phosphorescence  chimique  il  y  aurait  réellement 
une  très  grande  analogie  ;  il  remarque  '  ),  entre  autres,  que 
le  protagon  dissous  dans  le  toluol  donne  à  i!i°,  en  présence 
de  l'oxygène  libre,  une  forte  lumière  verte  avec  la  choline, 
et  en  citant  ce  fait  il  pense  évidemment  à  la  lécithine,  uni- 
versellement répandue  comme  élément  du  protoplasma  vivant. 
En  répétant  une  grande  partie  des  expériences  de  M.  Rad- 
ziszewsky, je  n'ai  pas  toujours  trouvé  les  résultats  qu'il  indique  ; 
c'est  ainsi,  par  exemple,  que  je  n'ai  pu  observer  le  moindre 
phénomène  lumineux  en  versant  de  l'huile  d'amandes  amères 
sur  de  l'hydrate  de  baryte. 

M.  I>uhois,  dans  ses  études  sur  ta  lumière  des  Pholades  ^), 
est  arrivé  à  une  conclusion  semblable  à  celle  de  M.  Radziszewsky. 
n  parle  d'un  élément  cristallisable  des  cellules  Inmineuses, 
auquel  il  donne  le  nom  de  luciférine,  et  d'un  enzyme,  la 
luciférase,  qui,  en  contact  avec  cet  élément,  déterminerait  la 
production  de  lumière.  Mais,  lors  de  ses  belles  et  nombreuses 


I  )  Ueber  die  Phosphoreseenz  der  organischen  und  organUirten  Kiirper^ 
dans  :  Liehig's  AnnaUn,  Bd,  203,  p.  305,  4880. 
a)   Compter  rendus,  T.  1(&,  \i.  090,  1887. 
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recherches  sur  le  Pyrophorus  noctilueus  '  ),  l'auteur  n'a  pas  été 
conduit  à  admettre  une  hypothèse  de  ce  genre.  Dans  ce 
Mémoire,  il  arrive  toutefois  à  la  concIuBÎou  que  le  dégagement 
de  lumière,  dans  les  organes  lumineux  du  Pyrophorus,  peut 
avoir  lieu  sans  le  contact  de  l'oxygène  libre.  Si  tel  était  réel- 
lement le  cas,  je  me  croirais  obligé  de  renoncer  à  l'idée  que 
la  lumière  est  liée  à  l'état  vivant  du  protoplaema.  Mais  Je 
n'ai  pu  me  convaincre  que  les  expériences  décrites  par  M. 
Dubois  prouvent  l'exactitude  de  son  hypothèse  peu  vraisembla- 
ble, n  tire  sa  conclusion  du  fait  que  des  oi^anes  lumineux  dessé- 
chés, qui  avaient  été  placés  dans  un  tube  de  verre  où  le  vide  avait 
été  pratiqué,  recommencèrent  subitement  à  dégager  de  la  lumière 
au  moment  où  l'on  introduisit  dans  le  tube  de  l'eau  contenant 
de  l'air,  et  continuèrent  cette  émission  pendant  40  minutes. 
A  mon  avis,  il  était  resté  ici,  dans  les  organes  mêmes,  une 
quantité  suffisante  d'oxygène.  Les  bactéries  lumineuses  pré- 
senteraient très  certfiinement  le  même  phénomène  '),  bien  qu'il 
soit  facile  de  démontrer,  par  d'autres  expériences,  que  l'oxygène 
libre  est  une  condition  nécessaire  de  la  phosphorescence  de 
ces  organismes.  Mais  cet  oxygène  libre  peut  se  trouver  ac- 
cumulé en  certaine  quantité  dans  la  substance  des  bactéries, 
retenu  par  un  lien  lâche,  quoique  pourtant  assez  ferme  pour 
ne  pas  lui  permettre  de  s'échapper  dans  le  vide,  et  je  ne  doute 
pas  qu'il  ne  doive  en  être  de  même  pour  les  cellules  lumi- 
neuses du  Pyrophorus.  Il  est  assez  remarquable  que  M.  de  Qua- 
trefages  aussi,  dans  son  Mémoire  sur  le  Noctiluca  miliaria  *), 
était  arrivé  à  la  conclusion  que  la  fonction  lumineuse,  due  à 


>)  Let  Elatéridea  lumineux,  dsns;  Bull.  d.  la  Soc.  Zool.  de  France, 
T.  Ai,  p.  i.  1886. 

')  Le  Photobaeterium  phoiphoreacena  peut  Être  conservé  à  l'état  sec 
pendant  environ  ^  d'heure,  mais  alors  il  meurt.  Les  Ph.  indicum  et 
Imninoaum  meurent  aussitôt  qu'ils  se  dessèchent 

ï)  Mémoire  sur  la  phouphorescence  de  quelques  invertébrés  marins, 
dans  Ann.  d.  se.  niU.,  Zool.  3b  Sér.  T.  14,  p.  326,  §  10,  1850. 
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une  combustion  lente  chez  les  animaux  terrestres,  ne  l'est  pas 
chez  le  NocUluca,  parce  que  ses  expériences  lui  avaient  appris 
que  le  dégagement  de  lumière  se  continue  longtemps  dans 
l'acide  carbonique  pur.  Mais  cela  est  également  le  cas  pour 
les  bactéries  lumineuses  et  prouve  seulement  combien  est 
minime  la  dépense  d'oxygène  impliquée  dans  la  phospho- 
rescence. M.  de  Quatrefages  paraît  d'ailleurs,  lui  aussi,  admettre 
chez  le  Noctiliica  l'existence  d'une  matière  photogénique  par- 
ticulière. 

En  parcourant  les  nombreux  écrits  relatifs  à  ce  sujet,  et 
sur  lesquels  je  ne  m'étendrai  pas  davantage,  je  n'ai  trouvé 
qu'une  seule  observation  paraissant,  au  premier  abord,  en 
contradiction  avec  la  théorie  qui  regarde  la  fonction  lumi- 
neuse comme  liée  à  l'état  vivant  du  protoplasma.  Cette 
observation  est  due  à  M.  Owgrjannikow  '),  Il  dit  que  les 
organes  photogènes  du  Lampyris  nocHluca  peuvent,  dans  l'acide 
chromique,  l'acide  osmique  et  l'alcool  étendus,  continuer 
pendant  plus  de  70  heures  à  émettre  de  la  lumière.  Mais 
il  ne  mentionne  pas  le  degré  de  dilution  de  ces  liquides, 
de  sorte  que,  à  mon  avis,  ce  fait  lui-même  ne  prouve  nul- 
lement que  les  organes  en  question  fussent  morts,  mais 
autorise  seulement  à  croire  que  les  forces  vitales  peuvent 
être  attachées  avec  une  extrême  ténacité  à  la  matière  vivante 
des  cellules  lumineuses. 

De  tout  ce  qui  précède,  on  doit  finalement  conclure,  sem- 
ble-t-il,  que  pas  une  seule  preuve  décisive  n'a  été  donnée  à 
l'appui  de  l'opinion  qui  fait  dépendre  la  fonction  lumineuse  d'un 
produit  de  sécrétion  particulier  ou  de  quelque  composé  chimi- 
que ordinaire.  Il  ne  reste  donc  pas  d'autre  alternative  que 
d'y  voir  une  fonction  physiologique  spécifique,  analogue  à  la 
fonction  fermentative,  au  pouvoir  réducteur,  à  la  contractilité, 


'  )  Zur  Kenntnisa   der  Leuektorgane   von    Lampyris   noctiluca,    ditns 
Métn.  de  St  Péterabourg,  7*  sér.,  T.  II,  p.  1,  1868. 

Archives  Néerlandaises,  T.  XXIV.  28 
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à  l'irritabilité,  et  ne  pouvant  être  étudiée  avec  fruit  que  si 
on  l'envisage  de  la  sorte. 

C'est  à  la  marne  conclusion  qu'était  déjà  arrivé  M.  Pflûger, 
il  y  a  une  quinzaine  d'années  ').  Ce  savant  fut  le  premier 
qui  soumit  les  bactéries  lumineuses  à  une  étude  physiologique 
scientifique,  et  ce  qu'il  dit,  relativement  au  point  en  question, 
mérite  d'âtre  répété  ;  voïci  ses  paroles  :  „Da  somit  die  Reiz- 
barkeit  bewiesen  ist,  so  ist  gezeigt,  dass  die  leuchtende  Sub- 
Btanz  lebende  Materie  ist.  Denn  die  Reizbarkeii  ist  die  erste 
und  wichtigste  Function  der  lebendigen  Materie"  (p.  285). 
Ties  expériences  de  M.  Pâûger  mettent  aussi  hors  de  doute, 
en  ce  qui  concerne  les  bactéries  lumineuses  du  poisson  phos- 
phorescent, la  nécessité  de  l'oxygène  libre  pour  la  fonction 
photogénique,  et  i!  est  ainsi  conduit  à  cette  vue  générale: 
„Der  Lebensprocess  ist  die  intramoleculare  Wàrme  hôcbst 
zersetzbarer,  wesentlicb  unter  Bildung  von  Kohlensaure  und 
Wasser  und  amidartigen  Kôrpern  sich  spaltender  im  Zellsub- 
stanz  gebildeter  Ëiweissmoleciile,  welche  sich  fortwàhrend 
regeneriren  und  aucb  durch  Polymerisirung  wachsen". 

Sans  vouloir  souscrire  complètement  au  second  de  ces 
deux  passages,  il  me  semble  pourtant  que  M.  Fâiiger,  dans 
les  lignes  citées,  a  indiqué  avec  justesse  le  rapport  entre  la 
respiration,  la  fonction  lumineuse  et  la  vie. 

D'après  mes  observations  sur  les  bactéries  lumineuses,  je 
crois,  ainsi  qu'il  a  déjà  été  dit  à  plusieurs  reprises,  pouvoir 
faire  un  pas  de  plus  en  ce  qui  concerne  la  définition 
exacte  de  la  fonction  photogénique.  Tout  ce  que  nous  savons 
jusqu'ici,  à  ce  st^et,  est  conforme  ou  conduit  nécessairement 
â  la  conclnsion  que  le  dégagement  de  lumière  accompagne 
la  transformation  des  peptones  de  l'aliment  en  matière  oi^- 
nisée,  vivante.  Cela  a  toujours  lieu  sous  l'inSuence  de  l'oxygène 


i)  Die  Photpkoretcem  der  tebenden  Organismen  und  ihre  Bedeutung 
fàr  die  Principien  der  Reapiralion,  dans  Pflûger's  ArclUv,  Bd.  10,  p.275,  i875. 
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libre,  avec  le  conconts  d'ane  source  particulière  de  carbone 
pour  les  bactéries  à  peptone-carbone,  sans  un  pareil  concours 
pour  les  bactéries  à  peptone. 

A  la  question,  pourquoi  les  organismes  dont  la  nutrition 
est  à  base  de  peptone  ne  sont  pas  tous  lumineux,  on  doit 
répondre,  je  crois,  que  la  matière  vivante  des  dififérentes 
espèces  doit  présenter  des  différences  chimiques,  parce  que 
de  celles-ci  précisément  dépend  la  différence  des  espèces,  et 
qu'il  n'est  pas  à  présumer  que  les  états  de  mouvement  des 
molécules,  lors  de  la  transformation  des  mêmes  matières 
initiales  en  corps  spécifiquement  difiérents,  soient  identiques. 
Dans  le  cas  seulement  où  ces  matières  prennent  part  à  la  consti- 
tution d'un  organisme  photogène,  leurs  états  de  mouvement 
devraient  être  tels  qu'il  en  résulte  un  dégagement  de  lumière. 

Cette  interprétation  donne  lieu  â  deux  difficultés.  D'abord, 
celle-ci  :  Dans  les  organe  photogènes  des  Vers  luisants  et 
des  Pyrophores  l'émission  de  lumière  est  accompagnée  de 
la  mort  de  cellules  on  de  protoplasma,  avec  formation  d'une 
grande  quantité  de  sphéro-criataux  d'urate  d'ammoniaque 
(suivant  KÔlliker)  ou  de  guanine  (suivant  R.  Dubois).  A  cela, 
j'oppose  le  fait  que  dans  ces  organes  il  s'opère  simultanément, 
dans  les  cellules  lumineuses  elles-mêmes  ou  dans  une  couche 
plus  extérieure,  une  régénération  de  cellules,  soit  par  division, 
comme  chez  Pyrophorua,  où  la  „couche  photogêne"  et  la 
^couche  excrétoire"  comptent  toutes  les  deux  plusieurs  cel- 
lules dans  leur  épaisseur,  soit  par  rénovation  du  protoplasma 
actif,  comme  cliez  Lampyris,  où  la  „couche  photogène"  et  la 
„couche  excrétoire"  n'ont  chacune  que  l'épaisseur  d'une  seule 
cellule;  or,  il  est  très  probable  qu'ici,  tout  comme  chez 
les  bactéries  lumineuses,  le  dégE^ement  de  lumière  est  lié  à 
V accroissement,  plutôt  qu'à  la  mort.  L'excrétion  extrêmement 
forte,  qui  accompagne  la  phosphorescence,  prouverait  seule- 
ment que  la  constitution  chimique  des  organes  photogènes, 
aux  dépens  de  l'aliment,  n'est  pas  atteinte  par  la  même  voie 
que    la  constitution  analogue  (mais  naturellement  non  iden- 
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tique)  des  autres  cellules  du  corps,  dont  la  formation  parait 
entraîner  des  excrétions  moins  intenses  ■).  Mais  précisément 
cette  différence  de  voie  serait  aussi  la  cause  pour  laquelle  un 
dégagement  de  lumière  se  produit  dans  l'un  des  cas,  tandis 
qu'on  n'en  observe  pas  dans  l'autre. 

Une  seconde  difficulté  para!t  résider  dans  la  ^lumière  ful- 
gurale"  que  certains  animaux,  surtout  des  animaux  marins, 
peuvent  émettre  comme  moyen  de  défense,  propre  à  efi&^yer 
leurs  ennemis  Cette  lumière  se  trouve  sous  l'ioâueDce  de  sti- 
mulants nerveux,  et  elle  dépend  assez  vraisemblablement  de 
la  mise  en  liberté  subite  d'une  réserve  d'oxygène,  maintenue 
par  la  force  nerveuse  dans  des  liens  qui  peuvent  être  rompus 
brusquement.  Notre  théorie  exige  la  présence  de  peptones, 
prêtes  à  passer  tout  à  coup,  conjointement  avec  l'oxygène,  â 
l'état  organisé  de  protoplasma  vivant.  Peut-être  sera-t-on  tenté 
d'attribuer  un  semblable  phénomène  plutôt  à  la  décomposition 
qu'à  la  formation  de  matière  vivante.  Pourtant,  il  y  a  des 
faits  qui,  même  en  ce  cas,  semblent  plaider  en  faveur  de 
l'opinion  ici  défendue,  par  exemple  les  périodes  de  repos 
nécessaires  pour  rendre  possible  la  répétition  de  l'acte  dont 
il  s'agit.  On  peut  admettre,  il  est  vrai,  que  ces  périodes  sont 
destinées  à  donner  aux  produits  de  sécrétion,  engendrés  lors 
de  l'émission  de  la  lumière  fulgurale,  le  temps  d'être  évacués, 
d'où  résulterait  la  suppression  de  la  cause  de  fatigue;  moi- 
même,  je  crois  que  telle  est  en  partie  la  signification  de  cette 
périodicité,  mais  seulement  en  partie,  car  je  regard  les  temps 
de  repos  comme  tout  aussi  indispensables  pour  rendre  possible 
l'apport  des  peptones  réagissantes.  Quoi  qu'il  en  aoit,  c'est 
maintenant  un  fait  bien  établi  que,  chez  les  bactéries  lumi- 
neuses, le  dégagement  de  lumière  est  lié  à  la  consommation 


'  )  Que  la  diiréience  entre  les  divers  organes  d'un  seul  et  même  orga- 
nisme, aussi  bien  que  la  diflérence  entre  les  différentes  espèces  d'oi^nis- 
mes,  doive  dépendre  d'une  différence  dans  la  composition  du  protoplasraa 
constituant,  c'est  ce  dont  on  ne  saurait  raisonnablement  douter. 
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de  peptones,  et  chez  ces  organismes  toutes  les  expériences  sont 
beaucoup  plus  claires  et  laissent  beaucoup  moins  de  place  au 
doute  que  chez  les  êtres  supérieurs. 

Je  ne  puis  toutefois  abandonner  la  question  de  la  fatigue 
sans  avoir  rappelé  l'intéressante  découverte  de  M.  de  Quatrefages 
(^  c,  voir  p.  424),  relative  à  la  lumière  du  NoctUvca  miliariB. 
Cet  infusoire  peut  émettre  deux  sortes  de  lumière,  à  savoir, 
de  la  ^lumière  physiologique"  et  de  la  «lumière  pathologique", 
La  première  s'observe  en  cas  de  vie  normale  énergique,  la 
seconde  sous  l'action  d'iaâaences  nuisibles  qui  amèneront 
bientôt  la  mort,  par  exemple  dans  des  petits  fragments  de  la 
couche  tégumentaire  avant  le  dépérissement  complet.  M.  de 
Quatrefages  a  trouvé  que  des  animaux  en  bon  état  et  émet- 
tant une  forte  lumière,  examinés  à  un  grossissement  de  100 
à  120  diamètres,  ne  sont  pas  uniformément  lumineux  sur 
toute  leur  sur&ce,  mais  en  quelque  sorte  parsemés  de  petits 
champs  lumineux,  qui  peuvent  être  comparés  chacun  à  un 
amas  d'étoiles,  vu  qu'ils  sont  composés  d'un  très  grand  nombre 
de  points  excessivement  fins.  Lorsque,  au  contraire,  ces  ani- 
maux étaient  à  l'état  pathologique,  leur  couche  cutanée  tout 
entière  brillait  d'un  éclat  uniforme.  M.  de  Quatrefages  ne  men- 
tionne pas  si  les  taches  lumineuses  de  l'état  normal  occupent 
des  places  fixes;  je  présume  que  tel  ne  sera  pas  le  cas.  Il 
noua  apprend  bien  que  chaque  tache  correspond  à  une  tra- 
bécule  protoplasmatlque,  qui,  venant  de  l'intérieur,  s'applique 
contre  la  couche  cutanée;  mais  il  laisse  intacte  la  question 
de  savoir  si  la  situation  de  ces  trabécules  est  constante,  et  je 
doute  qu'elle  le  soit.  En  tout  cas,  la  poutrelle  protoplasmatlque 
a  une  infiuence  déterminée  et  est  évidemment  le  moyen  d'em- 
pêcher  la  production  de  lumière  pathologique.  Cette  influence 
se  laisse  tout  aussi  bien  expliquer  en  admettant  que  les  tra- 
bécules évacuent  les  produits  de  sécrétion  formés  lors  de 
l'exercice  de  la  fonction  photogénique,  que  par  l'hypothèse 
qu'elles  amènent  la  matière  nécessaire  au  dégagement  lumi- 
neux.  En  cas  de  lumière  pathologique,  le  lien  qui    retenait 
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localement  fixé  l'oxygène  libre  doit  avoir  été  rompu,  et  les 
peptones  disponibles,  avec  ou  sans  le  concours  d'amîdes  ou 
d'autres  combinaisons  du  carbone,  peuvent  se  transformer  en 
matière  vivante,  aussi  longtemps  que  la  réserve  n'en  est  pas 
épuisée,  c'est-à-dire,  jusqu'au  moment  de  la  mort. 

Chez  les  bactéries  lumineuses  indiennes  j'ai  observé,  dans 
les  derniers  temps,  des  phénomènes  qui  indiquent,  tout  comme 
chez  le  Noctiluca,  l'existence  de  lumière  .physiologique"  et  de 
lumière  „  pathologique";  mais  je  ne  veux  pas,  en  ce  moment, 
entrer  dans  le  détail  de  ces  observations. 

10.  La  lumière  des  bactéries  poasède>t-elle 
quelque  signification  biologique? 

La  question,  si  dans  la  lutte  pour  l'existence  les  bactéries 
lumineuses  tirent  profit  de  leur  fiaculté  photogénique,  doit,  à 
ce  que  je  crois,  recevoir  une  réponse  négative.  S'il  se  trouvait 
que  des  animaux  marins  supérieurs  fussent  phosphorescents  par 
symbiose  avec  des  bactéries  lumineuses,  le  jugement  devrait 
être  autre;  mais  cela  n'a  encore  été  démontré  dans  aucun 
cas.  M.  le  professeur  Dubois  a  bien  communiqué  avoir 
isolé  de  Pholades  lumineuses  des  bactéries  lumineuses,  le 
Bctcillus  Pholas  '),  mais  plus  tard  il  a  déclaré  être  néan- 
moins convaincu  de  l'existence,  chez  ces  animaux,  d'un 
organe  photogène  spécial.  En  outre,  d'après  les  microphoto- 
graphies du  Badllus  Pholas  qu'il  a  eu  la  bonté  de  m'envoyer, 
je  tiens  cet  organisme  pour  identique  avec  mon  P/M)(o6(Mterî«.ni 
luminoaum.  M,  le  professeur  Hofi'mann,  de  Leiden,  a  également 
eu  l'obligeance  de  me  céder  une  grande  quantité  d'Actinies 
et  de  Pholades  vivantes,  qui,  toutefois,  me  parvinrent  à  l'état 
non  lumineux.  L'examen  microscopique  et  bactériologique  des 
tissus  m'apprit  que  ceux-ci  ne  contenaient  pas  de  bactéries. 
À   la  vérité,   le    mucus  du  siphon  de  Pkolaa  dactylua  et  de 

I)  Compte»  rendus,  T.  107,  p.  502,  1888. 
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Pk.  carmaius  était  riche  en  bactéries  '  ),  semblables  ou  identi- 
ques à  l'état  non  lumineux  du  Photobaeterium  lummoawm; 
mais,  des  cellules  de  ce  que  je  crus  devoir  considérer  comme 
l'organe  pbotogène,  il  ne  sortit  pas  de  bactéries. 

M.  le  Dr.  Wijsman,  ayant  très  adroitement  retiré,  de  l'eau 
de  mer  pbospboresceote  de  la  plage  de  Scheveningen,  un 
Dinoflagellé  fortement  lumineux,  qui  fut  déterminé  comme 
Ptychoddacuè  NocUluca  Stein,  l'a  broyé  dans  de  la  gélatine  de 
poisson  peptonisée.  Aucune  bactérie  lumineuse  n'en  est  pro- 
venue. Moi-même,  j'ai  recueilli  à  Scheveningen  deux  espèces 
lumineuses  au  Sertularia  et  une  à'Obelaria,  et,  après  les  avoir 
bien  lavées  dans  l'eau  de  mer,  puis  divisées  dans  de  l'eau 
de  mer  stérilisée,  j'ai  versé  celle-ci  sur  de  la  gélatine  de 
poisson:  cette  opération  aussi  n'a  donné  que  quelques  colo- 
nies  de  bactéries  non  lumineuses.  En  examinant  au  micro- 
8Co[>e  le  cordon  médullaire  central  de  ces  animaux,  je  trouvai 
des  cellules  alloi^ées  spéciales,  qu'à  l'origine  je  pris  pour 
des  bactéries;  mais  maintenant  je  ne  crois  plus  que  telle 
soit  leur  nature.  Au  reste,  je  sens  parfaitement  que  tous  ces 
résultats  négatifs  prouvent  peu  de  chose  pour  l'opinion  que 
des  microbes  ne  peuvent  pas  être  la  cause  du  phénomène 
de  la  phosphorescence  des  animaux  ;  peut-être, «n  effet,  —  ainsi 
pourrait-on  raisonner,  —  les  microbes  perdent-ils  dans  le  corps 
des  animaux  leur  faculté  de  se  multiplier  franchement  en  dehors 
de   ce  milieu  ^).  Mais,  quand  même  cela  serait  vrai,  il  n'en 


■  )  Et  en  BperraatOïOïdes. 

*)  Ce  raÎBonnement  est  fondé  sur  l'observation  suivante.  Les  Zoochlo- 
relles  iZoochtorella  conductrix  Brandt)  de  VHydra  viridis  sont  sans  nul 
doute  des  algues  ayant  pénétré  du  dehors  dans  k  corps  de  ces  animaux, 
et  appartenant  au  genre  nouveau  Chlorella,  dont  je  possède,  de  puis  envi- 
ron un  an,  une  espèce  en  cultures  sur  gélatine,  qui  croît  assez  prompte- 
nient.  Les  Zoochlorelles  elles-mêmes,  ne  peuvent  être  cultivées  sur  gélatine 
et  dans  des  liquides  qu'avec  la  plus  grande  diffuculté,  parce  qu'elles  ces- 
sent temporairement  de  se  diviser  quand  elles  ne  sont  plus  en  coutact 
avec  le  protoplaama  vivant  des  cellules  animales.  J'ai  trouvé  la  même  chose 
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résulterait  paa  la  réfutation  de  l'opinion  que  je  cherche  â 
faire  prévaloir.  En  efiet,  si  les  hactéries,  une  fois  intruses, 
sont  déchues  du  pouvoir  de  vivre  en  dehors  de  l'animal,  la 
possibilité  cesse  que  les  microbes  de  la  mer  et  du  rivage 
proviennent  de  ces  animaux  phosphorescents.  Songer  à  une 
action  sélective,  exercée  par  les  animaux  lumineux  sur  les 
hactéries  lumineuses,  me  paraîtrait  donc  absurde. 

Le  mucus  lumineux  dont  il  a  été  question  plus  haut  (p.  421), 
et  que  beaucoup  d'animaux  marins,  notamment  quelques 
Annélides  et  Méduses  phophorescentes,  répandent  dans  l'eaa 
à  l'approche  d'un  danger,  consiste  en  cellules  «rticantes 
et  en  protoplaama  vivant  expulsé  des  cellules  lumineuses. 
Spallanzani  '  )  en  dit  déjà  qu'il  irrite  comme  l'ortie,  et  si 
fortement  que  la  sensation  de  brûlure  sur  la  langue  persiste 
tout  un  jour;  il  a  vu  aussi  que  ce  mucus  peut  rester  lumineux 
quelque  temps  dans  l'eau  de  mer,  l'urine  ou  le  lait,  mais 
qu'ensuite  il  s'éteint.  —  évidemment  parce  que  la  vie  s'en 
retire.  Dans  ce  cas  non  plus,  on  ne  peut  donc  penser  à  des 
bactéries  lumineuses. 

Je  ne  dois  pas  omettre,  toutefois,  de  citer  encore  une  obse^ 
vation  qui  m'est  propre,  et  qui  s'accorde  avec  celle  faite  par 
M.  Dubois  sur -le  Pholas. 

Lorsque,  au  mois  d'août  1888,  j'eus  isolé  du  sable  marin 
le  Photobaderium,  Imnitwsum,  je  remarquai  que  certaines  méduses 
phosphorescentes,  rejetées  en  abondance  sur  la  plage  pendant 
les  chaudes  soirées  d'été,  et  que  je  rapporte  au  PhiaUdium 
variabiU,  laissaient,  après  avoir  été  broyées  sur  le  sable,  un 
mucus  brillant  d'une  vive  lumière,  dont  l'intensité  répondait 


pour  les  Zoochlorelles  du  Paramaecium  Bursaria  et  du  Stentor polymar- 
phws.  Le  Zoochtorella  parasitica  Brandt.  du  Spongia  fluotatilis,  ne  se 
laissait  môme  jusqu'ici  point  du  tout  élever  en  culture  libre. 

'  )  Viaggi  aile  due  Sicilie  e  in  alcune  parte  delV  Apennino,  Cliap-  27. 
Je  cite  d'après  Ehrenberg,  Vas  Leuchten  des  Meerea,  dans  Abh.  Berl.  Akad., 
i  7  avril  1834,  p.  44. 
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entièrement  à  celle  de  mes  cultures  de  Pk.  luminosum.  J'em- 
poTtai  alors,  après  les  avoir  soigneusement  lavés  dans  l'eau 
de  mer,  quelques-uns  de  ces  animaux,  pour  les  examiner  de  la 
manière  ci-dessns  décrite.  De  l'an  d'eux  est  provenue  une 
abondante  culture  pure  de  Ph.  lumijwmim.  On  ne  saurait 
nier  que  l'animal  a  été  en  contact  avec  l'eau  de  mer  et 
avec  le  sable  de  mer,  qui  tous  les  deux  contiennent  le  Pk. 
luminoBUTn;  mais  il  en  est  de  même  des  autres  animaux 
lumineux,  ci-dessus  nommés.  Provisoirement,  je  me  borne  à 
conclure  de  cette  observation  que  la  substance  du  corps  de 
la  méduse  doit  être  un  excellent  aliment  pour  cette  bactérie 
lumineuse,  fait  qui  certes  n'est  pas  dépourvu  d'intérêt;  toute- 
fois, l'extrait  ordinaire  de  poisson,  convenablement  prép  ré, 
possède  cette  même  qualité,  de  sorte  qu'il  ne  semble  pas 
qu'on  doive  y  attacher  quelque  signification  biologique  par- 
ticulière. 

Keste  encore  une  autre  question.  Les  animaux  marins  morts, 
qui  deviennent  phosphorescente  sur  le  bord  de  la  mer, 
seraient-ils  peut-être  un  moyen  de  dissémination  pour  les 
bactéries  lumineuses? 

Sans  hésiter,  on  peut  répondre  négativement.  Les  courants 
de  la  mer  seront  certes  bien  suffisants  pour  assurer  la  disper- 
sion: le  long  de  la  mer  du  Nord,  la  vague  et  le  sable  de 
l'estran  sont,  —  tel  était  du  moins  le  cas  en  1888,  —  chargés 
d'une  véritable  culture  de  ces  bactéries  lumineuses.  Il  ne 
sauiait  être  question,  non  plus,  de  dissémination  par  les 
oiseaux:' les  bactéries  lumineuses  ne  résistent  pas  à  la  dessic- 
cation, ce  qui  exclut  la  dispersion  par  transport  d'objets 
lumineux  ;  et  encore  beaucoup  moins  supportent-elles  l'action 
de  sucs  digestifs  acides,  d'où  résulte  aussi  l'impossibilité  de 
la  dispersion  par  les  excréments  des  oiseaux. 

Personne  ne  peut  dire  quelles  découvertes  l'avenir  nous  ré- 
serve en  ce  qui  concerne  la  vie  dans  les  abîmes  de  l'océan  ; 
c'est  seulement  dans  les  derniers  temps  que  l'on  a  commencé 
à  faire  quelques  recherches  à  ce  sujet,  et  il  en  ressort  que  la 
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profonde  obscurité  qui  règne  dans  ces  régions  est  éclaircie  par 
les  rayoDS  émanant  d'inombrables  animaux  lumineux,  dont  la 
biologie  est  inconnue.  Mais,  provisoirement,  nous  n'avons 
aucune  indication  permettant  de  faire  intervenir  ici  les  mi- 
crobes pbotogèties,  de  sorte  que  tout  le  monde  conviendra, 
je  pense,  qu'il  n'existe  pas  de  motif  pour  voir  dans  la  lu- 
mière des  bactéries  on  phénomène  utile  à  ces  oi^^anismes. 
Cette  lumière  est  évidemment  la  conséquence  accidentelle 
de  transformations  chimiques,  et  tout  aussi  étrangère  à  la 
possibilité  biologique  de  la  perpétuation  des  bactéries,  que 
la  lumière  de  la  lopbine  est  étrangère  à  la  possibilité  chi- 
mique de  l'existence  de  cette  matière.  Cette  conclusion  est 
encore  corroborée  par  le  lÀit  que  le  Photobaeteriwm  lummosum 
est  beaucoup  plus  facile  à  obtenir  et  à  conserver  à  l'état  non 
lumineux  que  comme  bactérie  photogène,  et  que  c'est  aussi 
à  cet  état  qu'il  existe  le  plus  souvent  dans  les  conditions  na- 
turelles. Un  développement  très  actif  à  basse  température 
(15°  C)  est  seul  accompagné  de  phénomènes  lumineux  in- 
tenses; la  vie  ralentie  par  insuffisance  de  nourriture,  et 
l'accroissement  très  actif  à  des  températures  plus  élevées, 
vont  au  contraire  de  concert  avec  une  obscurité  complète,  et 
c'est  sans  doute  à  ce  dernier  état  que  nos  bactéries  lumineuses  se 
trouveront  ordinairement  sur  les  bords  de  la  mer.  Par  exception, 
seulement,  l'eau  de  mer  ofirira  les  conditions  nutritives  né- 
cessaires pour  la  multiplication  rapide  avec  dégagement  lu- 
mineux énergique.  Ce  raisonnement  ne  s'applique  pas  aussi 
bien,  il  est  vrai,  aux  Photobacterium  Pftûgeri  et  pho^koresemia. 
dont  le  pouvoir  lumineux  peraiste,  même  quand  la  vie  y  est 
beaucoup  moins  active;  pourtant,  lorsque  l'aliment  carboné 
est  tout  à  fait  insuffisant,  sans  que  pour  cela  la  mort  doive 
s'ensuivre,  ce  pouvoir  disparaît  complètement,  de  sorte  que  je 
me  figure  ces  bactéries,  elles  aussi,  passant  la  plus  grande 
partie  de  l'année,  dans  la  mer  et  sur  la  plage,  à  l'état  obscur. 
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11.    Applications  à  l'étude  des  enzymes. 
a.  Etude  des  enzymes  diastasiquen. 

Au  commencement  de  ce  Mémoire,  j'ai  noté  que  le  Ph. 
phosphorescens  réagit  sur  la  maltose,  tandis  que  le  Ph.  Pfiugeri 
ne  le  fait  pas.  Cette  propriété  peut  être  utilisée,  d'une  ma- 
nière simple,  pour  la  solution  de  certaines  questions  physio- 
logiques difficiles  à  résoudre  par  la  voie  chimique  ordinaire, 
à  savoir,  pour  décider  si,  dans  des  actions  diastasiques,  c'est 
la  glncose  ou  la  maltose  qui  prend  naissance  comme  produit 
de  la  transformation.  Le  mode  d'exécution  et  la  valeur  d'une 
semblable  expérience  ressortiront  de  ce  qui  suit  '). 

On  prend  de  l'eau  de  mer  mélangée  avec  8  pour  cent  de 
gélatine,  1  pour  cent  de  peptone  et  |  pour  cent  d'empois,  bien 
bouHlie,  de  fécule  de  pomme  de  terre  ;  à  une  première  portion  de 
ce  mélange  on  ajoute  un  excès  de  Ph.  phospkoreacens,  à  une 
seconde,  un  excès  de  Ph.  Pfiugeri.  Après  la  coagulation,  ou 
obtient  des  plaques  de  gélatine  uniformément  lumineuses,  dans 
lesquelles  la  fécule  reste  intacte,  le  Ph.  pkosphorescens  et  le 
Ph.  Pfiugeri  ne  pouvant  utiliser  cette  matière  comme  aliment, 
ni  y  déterminer  quelque  transformation,  vu  qu'ils  ne  sécrètent 
pas  d'enzymes  exerçant  des  actions  diastasiques.  Place-t-on 
toutefois,  à  la  surface  des  deux  plaques  de  gélatine,  différentes 
préparations  contenant  de  la  diastase,  celle-ci  se  diffuse  de 
tout  côté  dans  la  gélatine  et  convertit  la  fécule  en  sucre  et 
dextrine.  Voici  ce  qu'on  observe  alors. 

Quand  on  emploie,  comme  préparation  diastasique,  lamal- 
tase  et  la  dextrinase  de  malt,   la  diastase  de  pancréas  '),  la 


I)  Corap.  Wijsman  l.  c.  (voir  p. 377). 

ï)  Obtenue  en  mettant  dans  l'alcool  concentré  du  tissu  pancréatique  vi- 
vant. Il  se  forme  alors  une  masse  blanche,  facile  à  réduire  en  poudre,  et 
qui  est  exempte  de  trypsine,  de  sorte  que  sous  son  influence  la  gélatine 
ne  fond  pas. 
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ptyaline  ')j  la  néphrozymaae '),  la  diastase  d'ainylobacter  ^), 
la  diaslase  du  péricarpe  de  Cytisu3  Labumuin,  du  sarrasin 
germé,  des  graines  germées  du  Mirabilis  Jaïapa,  ou  enfin  la 
diastase  de  mais,  on  voit  bientôt  apparaître,  sur  le  terrain  à 
Ph.  vhoaphoreacena,  des  taches  fortement  lumineuses,  auxquelles 
auccèdent  des  champs  d'a«croissement.  Sur  le  terrain  à  Ph. 
Pfiûgeri  les  matières  diffusées  ne  donnent  pas  lieu  à  de  vrais 
champs  de  lumière  et  d'accroissement,  mais  on  observe  seu- 
lement, aux  endroits  où  les  préparations  diastasiques  touchent 
directement  la  gélatine,  un  faible  phénomène  d'accroissement 
et  un  fort  effet  lumineux  local,  dont  l'explication  a  été  don- 
née antérieurement  (p.  398). 

De  ces  expériences  il  résulte  que  les  diastases  ci-dessus  nom- 
mées ne  forment  pas  de  glucose  par  leur  action  sur  la  fécule.  Il 
me  paraît  douteux,  toutefois,  que  dans  tous  ces  caslamaltose 
soit  la  seule  matière  photogène  produite;  je  crois  plutôt  que 
dans  des  cas  dét«rmîné8  il  se  forme  encore  un  autre  sucre, 
qui  est  photogène  avec  le  Ph.  pkosphoreacena  sans  l'être  avec 
le  Ph.  Pftugeri,  et  qui  occupe  peut-être  une  place  intermé- 
diaire entre  la  maltose  et  la  maltodextrine,  dépourvue  du 
pouvoir  photogénique, 

b.  Etude  des  enœyme»  inverûfs. 

Une  seconde  série  d'applications,  auxquelles  les  bactéries 
lumineuses  peuvent  se  prêter,  est  relative  à  l'examen  des 
produits  d'inversion  que  le  sucre  fournit  sous  l'influence 
des  enzymes  inversifs,  sécrétés  par  des  levures  ou  par  d'autres 
microbes.  Qn  exemple  éclaipcira  ma  pensée. 

■  )  Obtenue  en  agitant  de  la  salive  avec  du  chloroforme.  Les  cellules  et 
le  mucus  se  (déposent  avec  une  partie  du  chloroforme.  Le  liquide  surna- 
geant est  une  dissolution  de  ptyaline  dans  l'eau  chloroformée,  et  peut  être 
conservé  indéfiniment  dans  un  flacon  bouché. 

1)  Obtenue  en  précipitant  l'urine  par  l'alcool. 

>)  Obtenue  en  précipitant  par  l'alcool  le  produit  d'une  fermentation  nor- 
male d'alcool  butylique,  déterminée  par  le  Baciltua  Amylobaeter. 
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Au  mélange  eau  de  mer-gélatine-peptone  on  ajoute  un 
excès  de  Ph.  phosphoreaeens.  Peu  de  temps  après  la  coagula- 
tion, la  couche  de  gélatine  cesse  d'émettre  de  la  lumière, 
par  suite  du  défaut  de  combinaisons  carbonées  assimilables. 
On  y  laisse  alors  se  former  des  champs  de  diffusion  de  sucre 
de  canne,  de  raffinose  et  de  sucre  de  lait,  corps  dont  aucun 
n'est  décomposé  par  les  bactéries  lumineuses  et  ne  donne 
par  conséquent  lieu  à  des  phénomènes  lumineux  locaux. 
Trace-trOD  toutefois  dans  ces  champs  de  diffusion  des  lignes 
de  microbes  inversife,  ou  dépose-t-on  à  leur  surface  de  petites 
quantités  de  l'invertine  sécrétée  par  ces  microbes,  les  sucres 
susdits  sont  transformés  en  ces  endroits  en  sucre  inverti, 
qui,  comme  l'expérience  l'apprend,  est  un  excellent  aliment 
photogène  pour  les  bactéries  lumineuses  ordinaires.  Dans  le 
cas  en  question,  où  l'on  dispose  de  champs  de  diffusion 
formés  par  la  raffinose,  le  sucre  de  lait  et  le  sucre  de  canne, 
on  peut  faire  l'expérience  suivante,  qui  n'est  pas  dépourvue 
d'intérêt. 

Le  Saccharomyces  Kefyr,  la  levure  contenue  dans  les  grains 
de  kéfir,  est  en  état  de  faire  fermenter  le  sucre  de  lait,  ce 
que  ne  font  ni  la  levure  de  bière,  iSacch.  eerevmae,  ni  la 
levure  de  vin,  Sacch.  ellipsoidms  Le  sucre  de  canne  et  la 
raffinose,  toutefois,  sont  invertis  par  chacune  de  ces  trois 
levures,  et  par  conséquent  rendus  propres  à  la  fermentation 
alcoolique.  Or,  en  traçant  des  lignes  de  Saccharomyces  cereviaiae, 
de  Sacck.  Kefyr  et  de  Sa«A.  eiHpwwieus  à  travers  les  champs  de 
diffusion  des  trois  sucres  sur  le  terrain  à  Ph.  phosphorescena, 
on  peut  au  bout  de  quelques  jours  faire  les  observations 
suivantes,  qui  donnent  l'explication  des  différences,  ci-dessus 
mentionnées,  en  aptitude  à  déterminer  l'inversion  des  sucres. 

Le  Saechcannaycea  Kefyr  se  trouve  sécréter  un  enzynae,  la 
lactase,  par  lequel,  comme  il  a  été  dit,  les  trois  sucres  en 
question  sont  invertis,  c'est  à  dire  il  se  forme  donc  des  sucres 
pouvant  servir  à  l'accroissement  du  Ph.  phosphorescens.  H  en 
résulte  qu'autour  des  lignes  de  cette  levure,  dans  les  champs 


byGoogIc 


438  M.   W.    BEYERINCS. 

de  diffusion  de  chacun  des  trois  sucres,  on  voit  apparaître 
des  champs  de  lumière  et  d'accroissement  de  Pk.  phosphorescerts. 
Je  dois  toutefois  faire  remarquer  que  ces  expériences  avec  le 
sucre  de  lait  sont  très  subtiles  et  que  leurs  résultats  peuvent 
dépendre  de  circonstances  accessoires,  dont  jusqu'ici  je  ne  me 
suis  pas  encore  bien  rendu  compte  '). 

Quant  au  Saeck.  cerevidae.  et  au  Sacch.  ellipèoideus,  ils  pro- 
duisent un  enayrae  moins  actif,  l'invertine  "),  qui  est  bien 
capable  d'invertir  le  sucre  de  canne  et  la  raffinose,  mais  non 
d'invertir  le  sucre  de  lait  *).  Cela  a  pour  conséquence  qu'au- 
tour des  lignes  de  ces  deux  levures,  dans  le  champ  du  sucre 
de  lait,  le  Ph.  phoaphorescens  n'éprouve  rien  de  particulier. 
Il  en  est  autrement  dans  les  champs  de  difiEusion  du  sucre 
de  canne  et  de  la  raffinose  ;  ces  sucres  sont  transformés  par 
l'invertine,  et  fournissent  du  sucre  inverti  pouvant  donner 
lieu  tant  à  l'accroissement  qu'à  la  luminosité  du  Ph.  phos- 
phoreacens.  Ces  dernières  observations  à  l'égard  du  sucre  de  canne 
et  du  raffinose  sont  parfaitement  simples  et  décisives, 

L'invertine,  la  lactase  et  en  général  tous  les  enzymes  sont 
précipités  de  leurs  dissolutions  par  l'alcool  ou  par  d'autres 
agents,  qui  ne  nous  donnent  nullement  la  certitude  d'obtenir 


■  )  Dans  quelques  expériences,  en  elTet,  j'ai  obtenu  des  elfets  de  lumière 
et  d'accroissement  avec  le  sucre  de  lait,  sous  l'influence  du  Saccharomyces 
ellipsoideus.  Je  me  suis  donc  demandé  s'il  serait  possible  que  parmi  les 
sucres  de  lait  du  commerce  il  se  trouve  des  isomères,  qui  réagiraient 
différemment  à  l'action  de  l'invertine.  Mais,  jusqu'ici,  cette  question  est 
restée  sans  solution.  La  possibilité  se  laisse  concevoir  aussi  que,  dans  ce 
que  je  détermine  comme  S,  ellipsoîdeus,  il  se  rencontre  différentes  races 
de  levures. 

))  L'invertine  de  la  levure  de  bière  et  celle  de  la  le^fire  de  vin  parais- 
sent être  identiques. 

')  Aussi  le  lait  peut-il  facilement  être  mis  en  fermentation  par  la 
levure  de  kéftr,  mais  non  par  la  levdre  de  bière,  ni  par  la  levure  de  la 
grande  industrie,  qui  est  composée  de  la  même  espèce  que  la  levure  de 
vin,  à  savoir,  du  Sacch.  ellipsoidetis. 
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dea  corps  purs,  ou,  à  mieux  dire,  qui  donnent  la  certitude 
que  toutes  sortes  d'autres  matières,  notamment  des  destrines, 
des  gommes  et  des  peptones,  sont  précipitées  en  même  temps 
que  l'enzyme.  Pour  cette  raison,  dans  les  expériences  où  des 
enzymes  doivent  être  décelés  par  des  effets  d'accroissement 
ou  de  lumière,  il  convient  de  faire  agir  les  matières  renfer- 
mant les  enzymes  non  seulement  sur  une  couche  de  gélatine 
qui,  outre  les  microbes  servant  de  réactif,  contienne  la  sub< 
stajiee  destinée  à  subir  la  transformation  enzymatique,  mais 
aussi  sur  un  terrain  semblable  dépourvu  de  la  substance  à 
transformer.  Par  la  comparaison  des  résultats  obtenus  dans 
les  deux  cas,  on  peut  alors  ordinairement  estimer  la  part 
qui  revient  aux  produits  de  l'action  enzymatique.  Là  encore, 
toutefois,  il  y  a  une  chance  d'erreur,  car  il  est  possible,  — 
et  lors  de  l'examen  des  préparations  diastasîques  le  cas  se 
présente  réellement,  —  que  dans  l'enzyme  brut  il  se  trouve  un 
élément  qui  ne  devienne  actif  qu'en  présence  d'une  petite  quan- 
tité du  produit  de  conversion  formé  par  l'enzyme,  et  qui  échappe 
donc  à  l'observation  lorsque  ce  produit  de  conversion  fait  défaut. 
Ainsi,  dans  la  diastase  précipitée,  qu'elle  provienne  du  malt, 
de  la  salive,  de  l'urine  ou  du  pancréas,  il  y  a  une  matière, 
probablement  une  peptone,  qui  non  seulement  peut  déterminer 
avec  la  maltose  un  phénomène  d'accroissement  et  de  lumière 
chez  le  Ph,  phoaphorescens,  comme  le  font,  réunies,  la  peptone 
du  commerce  et  la  maltose,  mais  qui  peut  même  être  assi- 
milée par  le  Pk.  phoaphoreacens  conjointement  avec  la  malto- 
dextrine,  laquelle  devient  alors  substance  photogêne.  Au  reste, 
les  champs  de  diffusion  du  corps  en  question,  dans  les  terrains 
de  gélatine,  sont  si  petits  que,  en  y  mettant  l'attention 
nécessaire,  on  peut  facilement  se  préserver  de  toute  confusion 
avec  d'autres  matières.  Son  influence  et  sa  signification 
deviennent  naturellement  beaucoup  plus  grandes  dans  les 
cultures  liquides. 
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d.  Étvide  des  enzymes  tryptiques. 

La  trypsine  est  l'enzyme  albuminique  du  pancréas.  Beaucoup 
d'espèces  de  bactéries  sécrètent  un  enzyme  identique  ou  très 
analogue  â  cette  trypsine  pancréatique.  De  ce  nombre  sont, 
comme  on  l'a  vu,  nos  bactéries  lumineuses  à  peptone.  Â  côté 
de  la  question  de  l'identité  ou  de  la  diversité  de  ces  enzymes, 
laquelle  doit  être  résolue  par  l'examen  des  produits  qui 
peuvent  naître  de  leur  action  sur  la  même  matière  protéini- 
que,  il  s'en  présente  une  autre,  non  moins  importante,  relative 
à  la  nature  des  produits  formés  par  le  même  enzyme  agissaut 
sur  des  corps  albuminoïdes  différents.  Les  bactéries  à  peptone 
en  général,  et  les  bactéries  lumineuses  à  peptone  en  particu- 
lier, deviendront  peut-être  un  moyen  de  résoudre  ces  questions. 
Pour  cela,  toutefois,  il  faudra  des  connaissances  plus  exactes 
que  celles  acquises  jusqu'ici  par  rapport  aux  produits  de 
dédoublement  des  matières  albuminoïdes  sous  l'influence  des 
enzymes,  et  à  l'action  de  chacun  de  ces  produits  sur  les 
fonctions  physiologiques  des  bactéries  à  peptone. 

Selon  toute  probabilité,  la  trypsine  sécrétée  par  les  bactéries 
lumineuses  est  identique  à  celle  du  pancréas.  Du  moins,  cela 
paraît  résulter  de  l'analogie  des  transformations  que  l'une  et 
l'autre  font  subir  à  l'albumine,  à  la  gélatine  et  à  la  caséine,  en 
tant  que,  de  la  parité  du  pouvoir  d'accroissement  et  de  phos- 
phorescence chez  les  bactéries  lumineuses  indiennes,  on  peut 
conclure  à  l'égalité  de  nature  des  matières  actives  dans  ces  pro- 
cessus. En  ce  qui  concerne  toutefois  les  enzymes  albuminiques 
sécrétés  par  le  groupe  des  bacilles  du  foin  '  ),  leur  identité 
avec   la   trypsine  du  pancréas  ne  me  paraît  pas  démontrée. 

Les  expériences  peuvent  être  faites  de  la  manière  suivante. 

Dans  un  petit  matras  se  trouve  de  l'eau  de  mer  contenant 


■  )  Sous  lu  nom  de  „bacille9  du  foin"  j'entends  ici  tous  les  bacilles  qi 
liquéfient  la  (réiatini:  et  ilont  les  spores  peuvent tenipoi'airementsuppoi'lr 
i»  température  de  l'ébullition.  Ils  appartiennent  à  dilTérentes  espèces. 
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du  phosphate  et  3  pour  cent  de  gélatine,  le  tout  stérilisé  par 
ébullition,  puis  infecté  de  Pkotobadmum  indicum.  Après  24 
heures  de  séjour  dans  un  thermostat,  à  la  température  de 
30°,  on  observe  un  peu  d'accroissement  et  de  dégagement 
de  lumière;  mais  l'un  et  l'autre  restent  faibles,  de  sorte  que 
la  trypsine  sécrétée  par  le  Pk.  indicum  ne  forme,  aux  dépens 
de  la  gélatine,  que  très  peu  de  matières  pouvant  donner 
lieu  au  dégagement  de  lumière,  La  perte  du  pouvoir  de 
coagulation  de  la  gélatine  prouve  cependant  que  la  sécrétion 
de  trypsine  a  commencé  chez  les  bactériee.  Au  bout  d'un 
nouvel  intervalle  d'une  trentaine  d'heures,  l'intensité  lumi- 
neuse peut  être  devenue  très  grande,  parfois  aussi  grande 
que  possible.  Mais  alors  encore,  et  même  après  un  temps 
plus  long,  l'accroissement  reste  faible.  L'augmentation  d'in- 
tensité lumineuse  démontre  toutefois  qu'un  aliment  photogène 
doit  s'être  formé  aux  dépens  de  la  gélatine. 

Si  maintenant  on  ajoute  dans  de  semblables  matras  de 
culture,  avant  que  les  bactéries  n'aient  complètement  pepto- 
nisé  la  gélatine,  une  très  petite  quantité  de  trypsine  '),  et 
qu'on  abandonne  le  tout  pendant  24  heures  à  une  température 
de  30"  C,  l'intensité  lumineuse  se  trouve,  dans  la  plupart  des 
matras,  élevée  au  maximum,  tandis  que,  ici  encore,  l'accrois- 
sement demeure  très  faible,  La  marche  des  phénomènes  con- 
duit seulement  à  conclure  qu'ils  ont  été  accélérés,  de  sorte 
qu'on  ne  peut  songer  qu'à  une  différence  de  concentration 
entre  la  trypsine  du  pancréas  et  celle  des  bactéries,  mais  non 
à  quelque  différence  qualitative.  J'ai  obtenu  le  même  résultat 
en  employant  comme  aliment  de  nos  bactéries  lumineuses,  au 
lieu  de  gélatine,  du  blanc  d'œuf  coagulé  par  la  cuisson  dans 
l'eau  de  mer.  Dans  un  pareil  liquide  aussi,  le  dégagement  de 


1)  On  peut  se  procurer  des  préparations  très  actives  en  pi-écipitant  par 
l'alcool  des  extraits  faits  avec  la  poudre  de  pancréas  du  commerce. 
Moyennant  quelques  soins,  ces  précipités  sont  faciles  à  obtenir  à  l'état 
stérile. 
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lumière  est  d'abord  faible,  ensaite  plus  fort,  et  peut  être  no- 
tablement accru  par  l'addition  de  pancréas,  c'est-à-dire,  par 
l'augmentation  de  la  proportion  de  trypsine.  Soit  avec  la 
Irypaine  du  pancréas,  soit  avec  celle  des  bactéries,  l'optimum 
de  température  pour  la  transformation,  ainsi  que  le  degré 
d'alcalinité  le  plus  favorable,  parait  être  le  même. 

Que  dans  notre  expérience  la  trypsine  pancréatique  pro- 
duit l'aliment  photogène  et  plastique  aux  dépens  de  la  gélatine, 
et  ne  contient  pas  elle-même  certains  éléments  pouvant  rem- 
plir ces  fonctions,  c'est  ce  qui  résulte  du  fait  qu'en  dissolvant 
dans  l'eau  de  mer  une  quantité  de  trypsine  égale  à  celle 
employée  dans  les  expériences  ci-dessus  décrites,  et  eu  infectant 
eette  dissolution,  préalablement  stérilisée,  avec  le  Ph.  indicum, 
en  n'a  pas  obtenu  trace  de  lumière  ou  d'accroissement. 
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